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SUR L’INEGALITE DE FEFFERMAN-PHONG

par

Jean-Michel Bony

Un opérateur A de symbole a positif est formellement autoadjoint (en
quantification de Weyl) , mais il n’est pas vrai en général qu’il soit positif
ni méme borné inférieurement (c’est-a-dire que (Ap|y) > —C*|p|7,
pour p € S).

On utilise couramment le nom d’“inégalité de Garding précisée” pour
désigner deux énoncés assez différents. Tous deux permettent d’affirmer
que A est borné inférieurement, mais les conditions portant sur a sont

020 a(x,€)| < Cap ()1 pour [a| +[8/>0 (1)
dans le premier cas et

‘8?85a(x,§)‘ < Cap pour |a| + |5] = 2 (2)

dans le second.

Le premier énoncé s’étend au cas de symboles associés a une métrique
g sur l'espace des phases, dans le cadre du calcul de Weyl-Hérmander.
Toutefois, le résultat n’est non vide que s’il existe un calcul symbolique
asymptotique non trivial (c¢’est-a-dire si les commutateurs sont “d’ordre”
strictement moins élevé que les produits). Nous allons donner ici un
énoncé (théoreme 2.1) qui contient les deux cas ci-dessus et qui est si-
gnificatif méme en I'absence de calcul asymptotique. On verra d’ailleurs
que c’est dans ce dernier cas que 1’énoncé est le plus fort, et que le cas
général s’y ramene aisément.

L’inégalité de Fefferman-Phong [FP] est une amélioration tres substan-
tielle des conditions ci-dessus. Dans le cas le plus simple, elle assure que
'on peut remplacer 1 par 2 dans 'exposant du membre de droite de (1).
Elle s’énonce aussi pour des métriques g générales, mais ne fournit un
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résultat effectif que s’il existe un calcul asymptotique. Nous en donnerons
une généralisation (théoréme 3.1) qui ne présente pas cet inconvénient.
Par exemple, il suffit d’avoir les inégalités (2) lorsque |a| + || = 4 pour
que A soit borné inférieurement.

Nos démonstrations sont tres directement inspirées de celles de [HO]
§18.6. Les seuls points réellement nouveaux sont 'importance que nous
donnons a des conditions de lenteur supplémentaires sur la métrique,
et I'exploitation systématique du fait que les termes de reste, dans le
développement de la formule de composition des symboles, ne dépendent
que des dérivées de ceux-ci (théoréme 1.2).

1. Composition et restes

Nous rappelons brievement dans cette section les éléments du calcul
de Weyl-Hormander (voir [Ho] §18.5). On note X = R¢ x (R%)* I'espace
des phases, muni de la forme symplectique

o(X,Y)=«(,y)—(m,x) pour X = (z,§) et Y = (y,7).

Si g est une métrique riemannienne sur X', on peut, pour chaque point
X € X, trouver des coordonnées symplectiques (x;,&;) dans lesquelles la

forme quadratique gx se mette sous la forme
dz? + d&?
gx(dv,d§) =)  ——r
zj: Aj(X)
Les A; sont des invariants de gx et on pose A(X) = inf; A\;(X).
La forme quadratique g% est la forme quadratique inverse de gx, le dual
de X étant identifié a X’ par la forme symplectique. Dans les coordonnées

ci-dessus, elle prend la forme

0% (de, dg) = 30\ (X)(de? + de).
J

On utilisera enfin la forme quadratique yx moyenne géométrique de
gx et g%. C’est la plus grande des formes quadratiques définies positives
7 telles que l'on ait (en notant aussi 7 la forme polarisée) |y(S,T)| <
9x(9)"?¢%(T)"/?. Dans les coordonnées ci-dessus, on a vx(dz,d¢) =
Zj(daxg + dff-).

On dit que g est sous-symplectique [resp. symplectique] si on a g < g
[resp. ¢ = ¢“] ou encore si A > 1 [resp. A = 1].

On dit que g est une métrique de Hormander si elle est sous-
symplectique et si elle vérifie les deux conditions suivantes :

g
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Lenteur. —  gx(Y = X) <C7' = (9v/gx)"' < C (3)

Tempérance. —  (gy/g9x)*' < C(1 + g5 (Y — X))V (4)

On dira que g admet C' et N comme constantes de structure.
Une fonction M définie sur X’ et strictement positive est un g-poids si
on a
— (Y -X) <O = (M(Y)/MX)* <,
—  (MY)/MX))* <C'(1+ g% (Y - X))V,
et on dira de méme que C’ et N’ sont des constantes de structure de M.

L’espace S(M,g) est constitué des fonctions a de classe C* sur X
vérifiant pour k € N

{ 10y, ... O,a(X)]

1<k gy(T) <1 ,
g 1<k D <1 <o

||a||k;S(M,g) = E{up

sLj

en posant Ora = (T', da).
La quantification de Weyl associe a un symbole a 'opérateur a* défini
par

avu(e) = [[ € Sa(z52, puly) dyde/(2r)".

L’invariance symplectique de cette quantification jouera un role im-
portant. Si x est une transformation symplectique de X, on a (aox)” =
U*a™U ou U est un opérateur métaplectique. En particulier U est uni-
taire et la borne inférieure de 'opérateur av, si elle existe, est la méme
que celle de I'opérateur (a o x)v.

On définit le composé a;#ay de deux symboles par (a#as)®” = af oay
lorsque ce dernier opérateur est défini. Dans les bons cas, par exemple si
a, € S(X), on a

al#a2 (X) = // 672iU(X7X1 ’XﬁX?)al (Xl)GQ(XQ) Xm dX2/7T2d. (5)

Si g est une métrique de Hormander, si M est un g-poids et si a €
S(M, g), Popérateur a® applique S(R?) dans lui-méme, S'(R?) dans lui-
méme et, si M = 1, L?>(R%) dans lui-méme. Si de plus M’ est un g-
poids, alors il en est de méme de MM’ et, pour ' € S(M',g), on a
a#ta € S(MM',g).
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Le développement asymptotique de la formule (5) est classique, mais
nous aurons besoin ici de 'expression exacte du reste

m—

a1 Fas(X Z%(— axl,axz)) ar (X1)az (X ‘X _Xy= X+Rm(a1;a2)(X)

_ 1 — 9 mo e 2i0(X—X1,X—X2)/0
Rin(ar, a2)(X) =

(EU@XU 3)(2)) a1 (X1)az(X3) dX, dXs d9/(7r9)2d

ot o(dy,dz) est l'opérateur différentiel sur X x X qui, dans toute base
symplectique, se met sous la forme = ;(9%/0n;02;—9 /9(;dy;). En notant
{ay, as} le crochet de Poisson, le développement de a;#as commence par
ajas + {ay, as} /2i+ - --

L’expression du reste suggere d’introduire la loi de composition

it ay(X) = [[ e BTN 00, (X )y (Xs) d Xy X/ (m0)

qui correspond d’ailleurs a la quantification a(z, &) — a¥(z,0D,). 1l est
important d’énoncer avec précision les estimations de composition.

Proposition 1.1. — Soit g une métrique de Hormander, My, et M,
deuz g-poids. Pour tout k entier, il existe des constantes | = l(k), C =
C(k), indépendantes de 6§ € [0,1] et ne dépendant de g, My, My que par
lintermédiaire de leurs constantes de structure, telles que [’on ait

vt as], g 1p e < Cllanllsan g 92 5o, -

La moyenne géométrique vy de gx et g%, qui interviendra dans les
énoncés suivants, n’est pas nécessairement tempérée, mais on vérifie fa-
cilement que l'on a

(w/7x)" < C(L+ g% (Y = X))

Théoréme 1.2. — Soient g, My, My comme ci-dessus et m € N.
Soient a; et ay de classe C sur X wvérifiant, pour + = 1,2 et pour
keN,

|0s, -..0s,,0r, ...0n,a,(X)| < CpM,(X) pour vx(S;) <1 et gx(T;) < 1.

Alors Ry, (a1, az) et la restriction de o(0x,,Ox,)™a1(X1)az(X2) a la dia-
gonale appartiennent & S(M;M,, g).
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Pour chaque point Xy, € X, on peut choisir une base symplectique
de X formée de vecteurs S; vérifiant vx,(S;) = 1. On peut alors écrire
R (a1, az) comme une somme finie d’intégrales, pour 6 € [0, 1], de termes
¢ du type

c = (agjl e 85jma1)7§§ (85k1 e Sk ’CI,Q). (6)

L’hypothese (7) assure que le premier facteur appartient a 1’espace
S(:ulag)a avec

Ml( HV 1/2

et le second facteur appartient a4 un espace S (uz, g) du méme type. Ces
poids p, dépendent de X, et du choix des S; mais leurs constantes de
structure ne dépendent que des constantes de structure de g, M; et M.
Il en résulte que 'on a ¢l g, .9 < Ck avec des constantes Cj indé-
pendantes de X, et des S;. Comme 111 (Xo)p2(Xo) = M;i(Xo)M2(Xp), on
a en particulier

|07, ... 0, c(Xo)| < CpMy(Xo)Ma(Xo) pour gx,(T;) < 1.

En sommant et en intégrant en 6, on obtient la méme estimation pour
R,.(a1,as) en tout point X, et donc le résultat.

Corollaire 1.3. — Supposons que l'on ait, pour . =1, 2,
|Or, ... 0p,a,(X)| < CpM,(X) pour k = m et gx(T;) < 1. (7)

Alors Ry,(ay,a9) et la restriction de o(0x,,0x,)™a1(X1)az(X2) a la dia-
gonale appartiennent & S(M; MaA™™, g).

Il suffit de remarquer que les hypotheses du théoreme sont satisfaites
en remplacant M, par M,A""/2, ce qui résulte directement de vyx (7)) >

AMX)gx(T).

2. Inégalité de Garding précisée

On se donne une métrique de Hormander g qui pourra éventuellement
étre plus “lente” qu’il n’est requis par la condition (3) : on introduit une
fonction R (le rayon de lenteur) définie sur X, vérifiant 1 < R(X) < oo
et

gx (Y = X)? < C"'R(X) = (gv/9x)™ < C'. (8)

On conserve les notations ci-dessus pour A et 7.
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Théoréme 2.1. — Soil a une fonction positive, de classe C* définie
sur X, vérifiant

k

II aT].a(X)‘ < CAC)M? pour k> 2 et gx(T)) < 1 (9)
j=1
et

a(X) < C*AN(X)?R(X)* (10)

L’opérateur a™ est alors borné inférieurement, c’est-a-dire que l'on a
(a®u|u) > —C* |ju||?, pour u € S(RY).

Pour démontrer ce théoreme, on peut se ramener au cas A = 1. En
effet, la métrique g = Ag est aussi une métrique de Hormander pour
laquelle on a A = 1 et R = AY/2R. Relativement & la métrique g, la
fonction a vérifie donc aussi les conditions (10) et (9) qui sont inchangées.
Nous supposerons donc dans la suite A = 1 et aussi (quitte a remplacer
apara+1)a>1.

Posons b = a'/2. On a b#b = b?+0+ Ry(b, b). Nous allons montrer que
Ry(b,b) € S(1, g), ce qui entraine immédiatement le théoreme puisque la
différence entre I'opérateur a* et l'opérateur (b*)?, qui est positif, est
alors bornée sur L2. D’apres le corollaire 1.3, il nous suffit de montrer
que

< Cp pour k > 2et gx(T;) < 1.

f[ dr,b(X)

Dans la gX—t;oule de centre X et de rayon R(X), la métrique g est
essentiellement constante, et un développement de Taylor a l'ordre 2
dans cette boule, joint a 'estimation (9) pour k = 2, entraine que 1'on a
|0ra(X)| < C(a(X)"? 4 a(X)/R(X)) pour gx(T) < 1. On a

8T 8T CL(X) 8T a(X)@T CL(X)
or,0n,b(X) = —=2 - = :

1 97,b(X) 2a(X)1/? 4a(X)3/?
Le premier terme est borné du fait que @ > 1. Le second terme peut
s’estimer par max(a(X)~"2, a(X)"2R(X)~?) et est donc borné en vertu
de (10). Les dérivées d’ordre plus élevé de b s’estiment de méme, ce qui
acheve la démonstration.

Remarque 2.2. — Pour la métrique euclidienne, on a R(X) = 400, la
condition (10) disparait, et on retrouve les conditions (2). Pour une
métrique générale, si on compare les hypotheses ci-dessus a la condition
usuelle a € S(A, g), on voit que toutes les conditions portant sur a sont
affaiblies, a ’exception de la condition portant sur les dérivées secondes
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qui est inchangée. Dans le cas ou la métrique v est elle-méme tempérée,
le théoreme énoncé pour la métrique v fournit des conditions suffisantes
encore plus faibles.

Il existe plusieurs variantes de ce résultat, les zones de lenteur op-
timales n’étant pas nécessairement des g-boules. Nous nous limiterons
au théoreme suivant qui s’applique notamment aux métriques “de type

(p, 5)77 .
(€)” da® +dg?/ (€)*, pourd <p<letd<l,

avec R = oo et qui permet de supprimer dans ce cas la condition (10).

Théoréme 2.3. — On suppose que la métrique g est scindée :
9x (dx,d§) = g1x (dz) + gax (d§)

ou les g,x sont des formes quadratiques sur R? et (RY)*. Soit R une
fonction définie sur X, vérifiant 1 < R(X) < oo et

gix(y —z)? < C''R(X)
gox(n — 5)1/2 <ot

Le théoréme 2.1 est alors valable en remplagant la condition (10) par

a(X) < C*A(X)R(X)2 (11)

} = (gv/9x)"' <.

On se rameéne comme précédemment au cas A = 1 et a > 1. Pour des
vecteurs T' vérifiant gx (7)) < 1, la démonstration précédente montre que
Pon a |0ra(X)] < C*(a(X)V2 + a(X)/R(X)) si T est “horizontal” (i.e.
parallele & R?) et |0ra(X)| < C*a(X) dans tous les cas.

Cette derniere majoration montre que la condition de lenteur est vé-
rifiée pour a. Montrons que la condition de tempérance est aussi satis-
faite. Enposant V =Y —-X et Y; = X+tV,onaa(Y) < a(X)+0dva(X)+
C* [ gy,(V) dt compte tenu de Pestimation sur les dérivées secondes de
a. On a |0ya(X)| < C*gx(V)2a(X) et gy,(V) < Cgx(V)(1+g% (V).
On a donc a(Y) < C*a(X)(1 + ¢%(V))". Nous avons ainsi montré que
a est un g-poids, et il en est de méme de a'/? et a='/2.

Comme ci-dessus, on pose b = a'/? et on se raméne & prouver
que Ry(b,b) € S(1,g9). Il faut maintenant reprendre I’argument du
théoreme 1.2. Pour chaque X, € X, on peut choisir une base de R?
dans laquelle ¢;x, et g;)ﬁo se diagonalisent simultanément et telle que
leur moyenne géométrique prenne la forme > dx?. En y adjoignant les
vecteurs de la base duale de (R?)*, on obtient une base symplectique

I -7



dans laquelle vy, prend la forme Y- da% + 3 d€;. On peut écrire Ry (b, b)
comme somme finie d’intégrales, pour 6 € [0, 1], de termes du type

c= (851 aszb)#; (85385417) (12)

ou les S; sont des éléments de la base ci-dessus, deux d’entre eux étant
horizontaux et les deux autres verticaux. On a gx,(S;) < vx,(5;) = 1.
Nous poserons 1;(X) = vx(S;)*/? et nous distinguerons deux types de
cas

— 57 horizontal et Sy vertical. On peut controler les semi-normes du pre-
mier facteur dans S(uyps, g), et celles du second facteur dans S(uspa, g)-
Le point essentiel est la majoration

a <.a a(X) (a(X)'? + a(X)/R(X
|851 Ei()i'??,;z (X)| gCte ( )( ( )a(X—;/Z( )/ ( ))ul(X)/Lz(X);

le membre de droite étant majoré par C*puy(X)u2(X) en vertu de (11).
— S et Sy horizontaux. On a alors

a S5, @ a(X)2 + a(X)/R(X))
|851 EL)(())(??,Z (X)| <Cte( ( ) ;EX()?,/E/ ( )) Ml(X)/@(X),

qui se majore par a(X) /2, (X)uo(X). En majorant aussi les dérivées,
on peut estimer les semi-normes du premier facteur de (12) dans I’espace
S(a='"?y j13). Pour le second facteur, ot S5 et S, sont verticaux, on peut
controler de méme ses semi-normes dans S(a'/2pzpiy).

Dans les deux cas, on obtient donc ¢ € S(ppapspia), les semi normes
étant indépendantes de X, et du choix des S;. On en déduit que
Ry(b,b) € S(1, g) en reprenant la fin de la démonstration du théoreme 1.2.

Ezemple 2.4. — Si g est la métrique “de type (1,0)”, on a R = oo et la
condition (9) s’écrit

[B]=la| || +]B] =2

<7 =©" e pour o] + 18] = 2.

Si on compare avec la condition classique (1), on voit que la condition
portant sur les dérivées d’ordre k est inchangée pour k = 2, supprimée
pour k < 2, et affaiblie pour £ > 2. On remarque aussi que la condition
ne se distingue pas de celle que ’on obtiendrait pour la métrique de type
(1/2,1/2) qui, en l'occurrence, est la métrique Ag (ou 7).

02 0a
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De méme, pour chaque § < 1, la condition
9¢0a] < "7 pour Ja| +15] > 2.

garantit, si a est positif, que a® est borné inférieurement.

3. Inégalité de Fefferman-Phong

Nous conservons les notations de la section précédente, et en particulier
la définition (8) du rayon de lenteur R(X).

Théoréme 3.1. — Soit a une fonction positive, de classe C*, définie
sur X et vérifiant

10 8Tja(X)‘ SOMNX)H2 pourk >4 et gx(T) <1,  (13)
a(X) < CNX)PR(X)" (14

07, 0r,a(X)| < C*AN(X)*R(X)*  pour gx(T;) < 1. (15)
L’opérateur a® est alors borné inférieurement.

Il est clair que les hypotheses ci-dessus sont satisfaites si a € S()\?, g)
et on retrouve I’énoncé classique. Dans le cas particulier de la métrique
de type (0,0), on obtient I’énoncé suivant, dont la démonstration sera en
fait une étape pour la démonstration du cas général.

Théoréme 3.2. — Soit a une fonction positive vérifiant
0£08a(X)| < Clagsia pour || + 18] > 4. (16)

Alors a® est borné inférieurement par une constante ne dépendant que
d’un nombre fini des Cy, k > 4.

Remarque 3.3. — La démonstration du théoreme 3.1 que nous allons
esquisser est directement inspirée de la démonstration originale de
Fefferman-Phong [FP] et de celle du théoreme 18.6.8 de [H6], mais plu-
sieurs différences vont apparaitre.

1. — Dans les démonstrations classiques, on suppose a € S(\?, g) et on
se localise dans des boules plus petites que les g-boules (i.e. on introduit
une métrique G > ¢ adaptée au symbole). Dans notre situation, olt on
peut avoir A = 1, une telle construction n’est pas possible sans violer le
principe d’incertitude. En fait, apres nous étre ramené au cas A = 1,
c’est une métrique G < ¢ que nous construirons.

2. — Pour un poids m convenable, le symbole a appartiendra a S(m, g)
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mais pas, contrairement au cas classique, & S(m, G). Toutefois, les esti-
mations des quatre premieres dérivées de a sont celles de cette derniere
classe de symboles. Cette situation, analogue a celle du calcul paradiffé-
rentiel (ou les métriques de type (1,0) et (1,1) jouent le role de G et g),
permet d’avoir un développement limité de la formule de composition des
symboles avec de bonnes estimations du reste.

3. — La démonstration comporte une récurrence sur la dimension et I’on
doit prouver qu’une fonction composée a(F(X'), X') vérifie les mémes
estimations que a ce qui, sous nos hypotheses, est un peu plus délicat.

La démonstration se fera en plusieurs étapes, et les lemmes suivants
nous serviront d’abord dans la démonstration du théoreme 3.2, puis dans
celle du théoreme 3.1. Sauf indication du contraire, les “constantes” ne
dépendront que de celles apparaissant dans (14), (15) et de la constante
Cy de (13) ou (16). On supposera toujours a(X) > 1.

Lemme 3.4. — Supposons vérifiées les hypotheses du théoreme 3.1
avec X\ =1, posons

1/2
Pa(Y)|

() = max {a(1)"/";

v (S) < 1} et Gy = p(Y) gy

La métriqgue G est une métrique de Hormander, p est un g-poids et un
G-poids et on a, pour § assez petit,

Gy(X — Y) < 6 k
Gy(T) <1 b =[] aTja(X)\ <CepYV)E (a7
0<k<4 Jj=1

On a p(Y) < C*R(Y) en vertu de (14) et (15) et la métrique g est
essentiellement constante dans les boules

Bys = {X|Gy(X - Y) < 6%}

pour ¢ assez petit. Un développement de Taylor a l'ordre 4 (voir [HO]
lemme 18.6.9) permet d’obtenir les estimations (17). Il en résulte que
(p(X)/p(Y))* < C* pour z € By et la propriété de lenteur est donc
vérifiée pour G.
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Pour Z € X, en posant Y; =Y + t(Z — Y) et en utilisant encore la
formule de Taylor, on a

a(2) < CLpr) e p (Vg (2= V)2 4 [ (2 - V) )

<Cp(Y) (L+g3(Z - 1)) <Cp(Y)' (1+ Gz -Y))" .

On majore de méme le carré des dérivées secondes de a(Z), et donc
p(Z)*, par les membres de droite. Il en résulte que G est une métrique
de Hormander et que p est un poids pour les deux métriques.

On a a € S(p*, g), il est faux en général que I'on ait a € S(p?, G), mais
les estimations (17) assurent que

k
II 85ja(X)‘ € S(p',g) pour 0 <k <4det Gy(S;) < 1.
j=1

Lemme 3.5. — Sous les hypotheses du théoréme 3.1 avec A = 1, sup-
posons qu’il existe §; < § et, pour tout Y, une fonction ay € C*°(X)
égale & a dans B(Y,01) et vérifiant, avec des constantes indépendantes
de X etY,

k i 4—k .

C'p(Y) sik <4
||8. X‘g T:) <1, 18
F T, ay (X) {C],C si k>4 pour gy (T}) (18)

et
(au|u) > —C" |l .
Alors a® est borné inférieurement.
On fixe une partition de I'unité du type suivant
1= /@Y(X)Z Gy |2 dY

ol les @y, a support dans By s,, forment un ensemble borné dans S(1, G).
On a noté |Gy| le déterminant de la forme quadratique Gy
On a le développement

Oy #ay #Py = Pyay Py + % (Dy {ay, Dy} +{Dy, av} Py)
+ Ry(®yay, @y) + Ri({®y, ay}, Py) + Ro(Py, ay)#Py,
ot le premier terme vaut a®?, le second étant nul. On peut estimer les
termes de reste en utilisant le corollaire 1.3 pour la métrique constante

gy, en majorant les dérivées d’ordre > 2 de ay par le poids p(Y)?, et
celles de @y par le poids p(Y) 2(1 + g% (- — By;s)) ™ (égal & p(Y) 2
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sur le support de ®y). Les constantes de structure de ces poids (et des
métriques constantes) ne dépendant pas de Y, on obtient

k

H 8TJ (q)y#ay#@y - CLq)%/)
7=1

pour gy(7};) < 1, avec des constantes indépendantes de Y. En intégrant
en Y, compte tenu de G'y < g7, on obtient

< Cin(1+g%( = Byy) ™"

a — /be#ay#@y |C¥y|1/2 dY € S(].,g)

On a d’autre part

/((@Y#ay#q)y)wu ‘ U) |Gy|1/2 dY
> =" [llogulls Gyl dY > ~C" |lull 3,
et le lemme résulte immédiatement des deux relations qui précedent.

3.6. Démonstration du théoreme 3.2. — La métrique ¢ est ici la mé-
trique euclidienne de X et la métrique G est fournie par le lemme 3.4.
On fixe §; > 0, assez petit devant §, et une famille, bornée dans S(1,G),
de fonctions xy a support dans By, et valant 1 dans By,.

Notre objectif est de construire des fonctions ay vérifiant les conditions
du lemme 3.5 et nous distinguerons deux régions de I’espace des phases.

Zone d’ellipticité. — Tl s’agit des points Y olt a(Y) = d;p(Y)*. On pose
by = xya'/?. On a

by#by = X3-a + Ry(by, by).

Les estimations (17) entrainent que les dérivées de b d’ordre > 2 sont
bornées, et on a donc Ry(by,by) € S(1,g). 1l suffit de poser ay = x}a
pour satisfaire aux conditions du lemme.

Zone de convexité. — Pour les autres points Y = (y,n) € X, on
a a(Y) < §p(Y)* et il résulte encore de la formule de Taylor que
0ra(Y)| < C612p(Y)3. On a sup,82a(Y) = p(Y)? pour |T| = 1 et
on peut supposer, quitte a faire un changement de coordonnées sym-
plectiques conservant la métrique, que 9%a/07, = p(Y)*. On posera
X' = (‘%‘1,1‘2,62, PN ,xd,fd).

Pour §; assez petit devant §, ’équation da/0&; (&1, X') = 0 possede une
solution & = F(X') avec |£& — m| < dp(Y)/2 pourvu que | X' —Y'| <
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201p(Y'). Pour des vecteurs unitaires S du sous-espace {{;=0}, on a

o {Ctep(Y)l_k pour k£ < 3

19
ip(Y)™2  pour k >3 (19)

k
I1 95 F(X")
j=1

ou C}, ne dépend que des C; de (16) avec 4 < [ < k+1. On peut écrire
a(é, X') = a(F(X'), X') + (& — F(X"))?L(X)

0%a

1
L6 X) = [0~ 5 (A-DF(X)416, X) di.

Posons ay = b2 + ¢y avec by = xy (& — F(X')L(X)V2 et oy (X') =
a(F(X'"), X")x4 (X'), ot les x4 sont a support dans la boule de centre Y’
et de rayon 2§;p(Y), et valent 1 dans la boule moitié.

En utilisant le fait que 9%a/9¢? > C™p(Y)? dans Bys, on montre
sans difficulté que les dérivées d’ordre > 2 de by sont bornées. On a
donc by #by — b3 € S(1,g) et I'opérateur de symbole b2- est borné infé-
rieurement.

En ce qui concerne cy, nous allons montrer que ses dérivées d’ordre
> 4 sont bornées ce qui revient a estimer les dérivées d’ordre > 4 de
a(F(X'), X") pour | X'| < 20;p(Y). La dérivation de F' ne fait gagner un
facteur p(Y) que pour les trois premieres dérivées, mais il se produit un
phénomene de type “composition rugueuse” : on a

0 P da N oon OF da

et le premier terme du membre de droite est nul par définition de F.
L’estimation des dérivées d’ordre > 3 de da/0X}(F(X'), X') ne présente
pas de difficulté compte tenu de (19).

Le symbole ¢y (z1, ) vérifie donc, uniformément en xy, les hypotheses
du théoreme 3.2 en dimension d — 1. En supposant, par récurrence, le
théoreme établi dans ce cas, on aura donc

(Pulu) = / (c%(xl,w',D')u(xl,-)‘u(wl,-)) dz,

> =C [, ooy dor = =C* fulfaqea)

Cela montre que les a¥ sont (uniformément) bornés inférieurement et
acheve la démonstration du théoreme 3.2.

(F(X'), X7

3.7. Démonstration du théoreme 3.1. — La métrique g est maintenant
une métrique générale et quitte a remplacer g par Ag, ce qui ne modifie
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pas les conditions requises sur a, on peut supposer A(X) = 1. Nous
noterons G' la métrique fournie par le lemme 3.4 et xy une famille bornée
dans S(1,G) de fonctions a support dans la G-boule By; et valant 1
dans Bys,. Nous allons montrer que les fonctions ay = xya vérifient les
hypotheses du lemme 3.5.

Les estimations (18) sont immédiates et il reste & montrer la condition
sur les opérateurs ay. Quitte a composer ay avec une transformation
symplectique, on peut supposer gy mise sous la forme Z(dw? + d§]2-)/)\j.
La gy-norme des vecteurs de la base canonique de R?¢ est alors < 1,
et les estimations (18), pour k£ > 4, assurent que les fonctions ag‘ﬁfay
sont bornées pour |«| + || > 4 par des constantes indépendantes de
Y. D’apres le théoreme 3.2, il en résulte que les opérateurs ay sont
uniformément bornés inférieurement, ce qui termine la démonstration.
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