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SUR L�IN�EGALIT�E DE FEFFERMAN�PHONG

par

Jean�Michel Bony

Un op�erateur A de symbole a positif est formellement autoadjoint �en
quanti�cation de Weyl� � mais il n�est pas vrai en g�en�eral qu�il soit positif
ni m�eme born�e inf�erieurement �c�est	
a	dire que �A� j�� � �Cte k�k�L�
pour � � S��
On utilise couramment le nom d��in�egalit�e de G
arding pr�ecis�ee� pour

d�esigner deux �enonc�es assez di��erents� Tous deux permettent d�a�rmer
que A est born�e inf�erieurement� mais les conditions portant sur a sont������ ��xa�x� ����� � C�� h�i

��j�j pour j�j� j�j � � ���

dans le premier cas et������ ��xa�x� ����� � C�� pour j�j� j�j � � ���

dans le second�
Le premier �enonc�e s��etend au cas de symboles associ�es 
a une m�etrique

g sur l�espace des phases� dans le cadre du calcul de Weyl	H�ormander�
Toutefois� le r�esultat n�est non vide que s�il existe un calcul symbolique
asymptotique non trivial �c�est	
a	dire si les commutateurs sont �d�ordre�
strictement moins �elev�e que les produits�� Nous allons donner ici un
�enonc�e �th�eor
eme ���� qui contient les deux cas ci	dessus et qui est si	
gni�catif m�eme en l�absence de calcul asymptotique� On verra d�ailleurs
que c�est dans ce dernier cas que l��enonc�e est le plus fort� et que le cas
g�en�eral s�y ram
ene ais�ement�
L�in�egalit�e de Fe�erman	Phong �FP� est une am�elioration tr
es substan	

tielle des conditions ci	dessus� Dans le cas le plus simple� elle assure que
l�on peut remplacer � par � dans l�exposant du membre de droite de ����
Elle s��enonce aussi pour des m�etriques g g�en�erales� mais ne fournit un

III � �



r�esultat e�ectif que s�il existe un calcul asymptotique� Nous en donnerons
une g�en�eralisation �th�eor
eme ���� qui ne pr�esente pas cet inconv�enient�
Par exemple� il su�t d�avoir les in�egalit�es ��� lorsque j�j� j�j � � pour
que A soit born�e inf�erieurement�
Nos d�emonstrations sont tr
es directement inspir�ees de celles de �H�o�

x����� Les seuls points r�eellement nouveaux sont l�importance que nous
donnons 
a des conditions de lenteur suppl�ementaires sur la m�etrique�
et l�exploitation syst�ematique du fait que les termes de reste� dans le
d�eveloppement de la formule de composition des symboles� ne d�ependent
que des d�eriv�ees de ceux	ci �th�eor
eme �����

�� Composition et restes

Nous rappelons bri
evement dans cette section les �el�ements du calcul
de Weyl	H�ormander �voir �H�o� x������ On note X � Rd� �Rd�� l�espace
des phases� muni de la forme symplectique

��X� Y � � h� � yi � h	 � xi pour X � �x� �� et Y � �y� 	�


Si g est une m�etrique riemannienne sur X � on peut� pour chaque point
X � X � trouver des coordonn�ees symplectiques �xj� �j� dans lesquelles la
forme quadratique gX se mette sous la forme

gX�dx� d�� �
X
j

dx�j � d��j
�j�X�




Les �j sont des invariants de gX et on pose ��X� � infj �j�X��
La forme quadratique g�X est la forme quadratique inverse de gX � le dual

de X �etant identi��e 
a X par la forme symplectique� Dans les coordonn�ees
ci	dessus� elle prend la forme

g�X�dx� d�� �
X
j

�j�X��dx
�
j � d��j �


On utilisera en�n la forme quadratique �X moyenne g�eom�etrique de
gX et g

�
X � C�est la plus grande des formes quadratiques d�e�nies positives

� telles que l�on ait �en notant aussi � la forme polaris�ee� j��S� T �j �
gX�S�

���g�X�T �
���� Dans les coordonn�ees ci	dessus� on a �X�dx� d�� �P

j�dx
�
j � d��j ��

On dit que g est sous�symplectique �resp� symplectique� si on a g � g�

�resp� g � g�� ou encore si � � � �resp� � � ���
On dit que g est une m�etrique de H�ormander si elle est sous	

symplectique et si elle v�eri�e les deux conditions suivantes �

III � �



Lenteur� � gX�Y �X� � C�� �� �gY 
gX�
�� � C ���

Temp�erance� � �gY 
gX�
�� � C�� � g�X�Y �X��N ���

On dira que g admet C et N comme constantes de structure�
Une fonction M d�e�nie sur X et strictement positive est un g	poids si

on a

� gX�Y �X� � C�� �� �M�Y �
M�X���� � C ��

� �M�Y �
M�X���� � C ��� � g�X�Y �X��N
�
�

et on dira de m�eme que C � et N � sont des constantes de structure de M �
L�espace S�M� g� est constitu�e des fonctions a de classe C� sur X

v�eri�ant pour k � N

kakk�S�M�g� � sup
X�Tj

�
j�T� 
 
 
 �Tla�X�j

M�X�

����� l � k� gX�Tj� � �
�
���

en posant �Ta � hT � dai�
La quanti�cation de Weyl associe 
a un symbole a l�op�erateur aw d�e�ni

par

awu�x� �
ZZ

eihx�y � �ia�x�y
�
� ��u�y� dy d�
����d


L�invariance symplectique de cette quanti�cation jouera un r�ole im	
portant� Si � est une transformation symplectique de X � on a �a ���w �
U�awU o
u U est un op�erateur m�etaplectique� En particulier U est uni	
taire et la borne inf�erieure de l�op�erateur aw� si elle existe� est la m�eme
que celle de l�op�erateur �a � ��w�
On d�e�nit le compos�e a� a� de deux symboles par �a� a��

w � aw� �aw�
lorsque ce dernier op�erateur est d�e�ni� Dans les bons cas� par exemple si
a	 � S�X �� on a

a� a��X� �
ZZ

e��i��X�X� �X�X��a��X��a��X�� dX� dX�
�
�d
 ���

Si g est une m�etrique de H�ormander� si M est un g	poids et si a �
S�M� g�� l�op�erateur aw applique S�Rd� dans lui	m�eme� S ��Rd� dans lui	
m�eme et� si M � �� L��Rd� dans lui	m�eme� Si de plus M � est un g	
poids� alors il en est de m�eme de MM � et� pour a� � S�M �� g�� on a
a a� � S�MM �� g��
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Le d�eveloppement asymptotique de la formule ��� est classique� mais
nous aurons besoin ici de l�expression exacte du reste

a� a��X��
m��X
p�	

�
p


�
�
�i
���X�

� �X�
�
�p
a��X��a��X��X��X��X

�Rm�a�� a���X�

Rm�a�� a���X� �
Z �

	

��� ��m��

�m� ��!

ZZ
e��i��X�X��X�X���


�
�
�i
���X�

� �X�
�
�m

a��X��a��X�� dX� dX� d�
����
�d�

o
u ���Y � �Z� est l�op�erateur di��erentiel sur X � X qui� dans toute base
symplectique� se met sous la forme

P
j��

�
�	j�zj��
�
��j�yj�� En notant

fa� � a�g le crochet de Poisson� le d�eveloppement de a� a� commence par
a�a� � fa� � a�g 
�i� � � �
L�expression du reste sugg
ere d�introduire la loi de composition

a� 


a��X� �

ZZ
e��i��X�X��X�X���
a��X��a��X�� dX� dX�
����

�d


qui correspond d�ailleurs 
a la quanti�cation a�x� �� �	 aw�x� �Dx�� Il est
important d��enoncer avec pr�ecision les estimations de composition�

Proposition ���� � Soit g une m�etrique de H�ormander� M� et M�

deux g�poids� Pour tout k entier� il existe des constantes l � l�k�� C �
C�k�� ind�ependantes de � � ��� �� et ne d�ependant de g� M�� M� que par

l�interm�ediaire de leurs constantes de structure� telles que l�on ait���a� 


a�
���
k�S�M�M��g�

� C ka�kl�S�M��g�
ka�kl�S�M��g�




La moyenne g�eom�etrique �X de gX et g
�
X � qui interviendra dans les

�enonc�es suivants� n�est pas n�ecessairement temp�er�ee� mais on v�eri�e fa	
cilement que l�on a

��Y 
�X�
�� � C�� � g�X�Y �X��N 


Th�eor�eme ���� � Soient g� M�� M� comme ci�dessus et m � N�
Soient a� et a� de classe C� sur X v�eri�ant� pour � � �� � et pour

k � N�

j�S� 
 
 
 �Sm�T� 
 
 
 �Tka	�X�j � CkM	�X� pour �X�Sj� � � et gX�Tj� � �


Alors Rm�a�� a�� et la restriction de ���X�
� �X�

�ma��X��a��X�� 	a la dia�

gonale appartiennent 	a S�M�M�� g��
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Pour chaque point X	 � X � on peut choisir une base symplectique
de X form�ee de vecteurs Sj v�eri�ant �X�

�Sj� � �� On peut alors �ecrire
Rm�a�� a�� comme une somme �nie d�int�egrales� pour � � ��� ��� de termes
c du type

c � ��Sj� 
 
 
 �Sjma�� 

��Sk� 
 
 
 �Skma��
 ���

L�hypoth
ese �"� assure que le premier facteur appartient 
a l�espace
S���� g�� avec

���X� �M��X�
Y

�X�Sjp�
���

et le second facteur appartient 
a un espace S���� g� du m�eme type� Ces
poids �	 d�ependent de X	 et du choix des Sj mais leurs constantes de
structure ne d�ependent que des constantes de structure de g� M� et M��
Il en r�esulte que l�on a kckk�S������g� � Ck avec des constantes Ck ind�e	

pendantes de X	 et des Sj� Comme ���X	����X	� �M��X	�M��X	�� on
a en particulier

j�T� 
 
 
 �Tkc�X	�j � CkM��X	�M��X	� pour gX�
�Tj� � �


En sommant et en int�egrant en �� on obtient la m�eme estimation pour
Rm�a�� a�� en tout point X	� et donc le r�esultat�

Corollaire ���� � Supposons que l�on ait� pour � � �� ��

j�T� 
 
 
 �Tka	�X�j � CkM	�X� pour k � m et gX�Tj� � �
 �"�

Alors Rm�a�� a�� et la restriction de ���X�
� �X�

�ma��X��a��X�� 	a la dia�

gonale appartiennent 	a S�M�M��
�m� g��

Il su�t de remarquer que les hypoth
eses du th�eor
eme sont satisfaites
en rempla#cant M	 par M	�

�m��� ce qui r�esulte directement de �X�T � �
��X�gX�T ��

�� In�egalit�e de G�arding pr�ecis�ee

On se donne une m�etrique de H�ormander g qui pourra �eventuellement
�etre plus �lente� qu�il n�est requis par la condition ��� � on introduit une
fonction R �le rayon de lenteur� d�e�nie sur X � v�eri�ant � � R�X� � �
et

gX�Y �X���� � C ���R�X� �� �gY 
gX�
�� � C �
 ���

On conserve les notations ci	dessus pour � et ��
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Th�eor�eme ���� � Soit a une fonction positive� de classe C� d�e�nie

sur X � v�eri�ant���� kY
j��

�Tja�X�
���� � Ck��X�

k�� pour k � � et gX�Tj� � � �$�

et

a�X� � Cte��X��R�X��
 ����

L�op�erateur aw est alors born�e inf�erieurement� c�est�	a�dire que l�on a

�awu ju� � �Cte kuk�L� pour u � S�Rd��

Pour d�emontrer ce th�eor
eme� on peut se ramener au cas � � �� En
e�et� la m�etrique eg � �g est aussi une m�etrique de H�ormander pour
laquelle on a e� � � et eR � ����R� Relativement 
a la m�etrique eg� la
fonction a v�eri�e donc aussi les conditions ���� et �$� qui sont inchang�ees�
Nous supposerons donc dans la suite � � � et aussi �quitte 
a remplacer
a par a� �� a � ��
Posons b � a���� On a b b � b����R��b� b�� Nous allons montrer que

R��b� b� � S��� g�� ce qui entraine imm�ediatement le th�eor
eme puisque la
di��erence entre l�op�erateur aw et l�op�erateur �bw��� qui est positif� est
alors born�ee sur L�� D�apr
es le corollaire ���� il nous su�t de montrer
que ���� kY

j��

�Tjb�X�

���� � C �
k pour k � � et gX�Tj� � �


Dans la gX	boule de centre X et de rayon R�X�� la m�etrique g est
essentiellement constante� et un d�eveloppement de Taylor 
a l�ordre �
dans cette boule� joint 
a l�estimation �$� pour k � �� entra�%ne que l�on a
j�Ta�X�j � Cte�a�X���� � a�X�
R�X�� pour gX�T � � �� On a

�T��T�b�X� �
�T��T�a�X�

�a�X����
�
�T�a�X��T�a�X�

�a�X����



Le premier terme est born�e du fait que a � �� Le second terme peut
s�estimer par max�a�X������ a�X����R�X���� et est donc born�e en vertu
de ����� Les d�eriv�ees d�ordre plus �elev�e de b s�estiment de m�eme� ce qui
ach
eve la d�emonstration�

Remarque 
�
� � Pour la m�etrique euclidienne� on a R�X� � ��� la
condition ���� dispara�%t� et on retrouve les conditions ���� Pour une
m�etrique g�en�erale� si on compare les hypoth
eses ci	dessus 
a la condition
usuelle a � S��� g�� on voit que toutes les conditions portant sur a sont
a�aiblies� 
a l�exception de la condition portant sur les d�eriv�ees secondes
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qui est inchang�ee� Dans le cas o
u la m�etrique � est elle	m�eme temp�er�ee�
le th�eor
eme �enonc�e pour la m�etrique � fournit des conditions su�santes
encore plus faibles�
Il existe plusieurs variantes de ce r�esultat� les zones de lenteur op	

timales n��etant pas n�ecessairement des g	boules� Nous nous limiterons
au th�eor
eme suivant qui s�applique notamment aux m�etriques �de type
��� ��� �

h�i�� dx� � d��
 h�i�
 � pour � � � � � et � � ��

avec &R �� et qui permet de supprimer dans ce cas la condition �����

Th�eor�eme ���� � On suppose que la m�etrique g est scind�ee �

gX�dx� d�� � g�X�dx� � g�X�d��

o	u les g	X sont des formes quadratiques sur Rd et �Rd��� Soit &R une

fonction d�e�nie sur X � v�eri�ant � � &R�X� �� et

g�X�y � x���� � C ��� &R�X�
g�X�	 � ����� � C ���

�
�� �gY 
gX�

�� � C �


Le th�eor	eme 
�
 est alors valable en rempla�cant la condition ���� par

a�X� � Cte��X� &R�X��
 ����

On se ram
ene comme pr�ec�edemment au cas � � � et a � �� Pour des
vecteurs T v�eri�ant gX�T � � �� la d�emonstration pr�ec�edente montre que
l�on a j�Ta�X�j � Cte�a�X���� � a�X�
 &R�X�� si T est �horizontal� �i�e�
parall
ele 
a Rdx� et j�Ta�X�j � Ctea�X� dans tous les cas�
Cette derni
ere majoration montre que la condition de lenteur est v�e	

ri��ee pour a� Montrons que la condition de temp�erance est aussi satis	
faite� En posant V � Y�X et Yt � X�tV � on a a�Y � � a�X���V a�X��
Cte

R �
	 gYt�V � dt compte tenu de l�estimation sur les d�eriv�ees secondes de

a� On a j�V a�X�j � CtegX�V �
���a�X� et gYt�V � � CgX�V ����g

�
X�V ��

N �
On a donc a�Y � � Ctea�X��� � g�X�V ��

N � Nous avons ainsi montr�e que
a est un g	poids� et il en est de m�eme de a��� et a�����
Comme ci	dessus� on pose b � a��� et on se ram
ene 
a prouver

que R��b� b� � S��� g�� Il faut maintenant reprendre l�argument du
th�eor
eme ���� Pour chaque X	 � X � on peut choisir une base de Rd

dans laquelle g�X�
et g��

�X�
se diagonalisent simultan�ement et telle que

leur moyenne g�eom�etrique prenne la forme
P
dx�j � En y adjoignant les

vecteurs de la base duale de �Rd��� on obtient une base symplectique
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dans laquelle �X�
prend la forme

P
dx�j �

P
d��j � On peut �ecrire R��b� b�

comme somme �nie d�int�egrales� pour � � ��� ��� de termes du type

c � ��S��S�b� 


��S��S�b� ����

o
u les Sj sont des �el�ements de la base ci	dessus� deux d�entre eux �etant
horizontaux et les deux autres verticaux� On a gX�

�Sj� � �X�
�Sj� � ��

Nous poserons �j�X� � �X�Sj�
��� et nous distinguerons deux types de

cas

� S� horizontal et S� vertical� On peut contr�oler les semi	normes du pre	
mier facteur dans S������ g�� et celles du second facteur dans S������ g��
Le point essentiel est la majoration

j�S�a�X��S�a�X�j

a�X����
� Cte

a�X�
�
a�X���� � a�X�
 &R�X�

�
a�X����

���X����X��

le membre de droite �etant major�e par Cte���X����X� en vertu de �����

� S� et S� horizontaux� On a alors

j�S�a�X��S�a�X�j

a�X����
� Cte

�
a�X���� � a�X�
 &R�X�

��
a�X����

���X����X��

qui se majore par a�X��������X����X�� En majorant aussi les d�eriv�ees�
on peut estimer les semi	normes du premier facteur de ���� dans l�espace
S�a���������� Pour le second facteur� o
u S� et S� sont verticaux� on peut
contr�oler de m�eme ses semi	normes dans S�a���������
Dans les deux cas� on obtient donc c � S����������� les semi normes

�etant ind�ependantes de X	 et du choix des Sj� On en d�eduit que
R��b� b� � S��� g� en reprenant la �n de la d�emonstration du th�eor
eme ����

Exemple 
��� � Si g est la m�etrique �de type ��� ���� on a &R �� et la
condition �$� s��ecrit������ ��xa��� � h�i

j�j�j�j
� � h�i��j�j h�i

j�j�j�j��
� pour j�j� j�j � ��

Si on compare avec la condition classique ���� on voit que la condition
portant sur les d�eriv�ees d�ordre k est inchang�ee pour k � �� supprim�ee
pour k � �� et a�aiblie pour k � �� On remarque aussi que la condition
ne se distingue pas de celle que l�on obtiendrait pour la m�etrique de type
��
�� �
�� qui� en l�occurrence� est la m�etrique �g �ou ���
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De m�eme� pour chaque � � �� la condition������ ��xa��� � h�i��j�j�j�j� pour j�j� j�j � ��
garantit� si a est positif� que aw est born�e inf�erieurement�

�� In�egalit�e de Fe	erman
Phong

Nous conservons les notations de la section pr�ec�edente� et en particulier
la d�e�nition ��� du rayon de lenteur R�X��

Th�eor�eme ���� � Soit a une fonction positive� de classe C�� d�e�nie
sur X et v�eri�ant���� kY

j��

�Tja�X�
���� � Ck��X�

k�� pour k � � et gX�Tj� � �� ����

a�X� � Cte��X��R�X��� ����

j�T��T�a�X�j � Cte��X��R�X�� pour gX�Tj� � �
 ����

L�op�erateur aw est alors born�e inf�erieurement�

Il est clair que les hypoth
eses ci	dessus sont satisfaites si a � S���� g�
et on retrouve l��enonc�e classique� Dans le cas particulier de la m�etrique
de type ��� ��� on obtient l��enonc�e suivant� dont la d�emonstration sera en
fait une �etape pour la d�emonstration du cas g�en�eral�

Th�eor�eme ���� � Soit a une fonction positive v�eri�ant������ ��xa�X���� � Cj�j�j�j pour j�j� j�j � �
 ����

Alors aw est born�e inf�erieurement par une constante ne d�ependant que

d�un nombre �ni des Ck� k � ��

Remarque ���� � La d�emonstration du th�eor
eme ��� que nous allons
esquisser est directement inspir�ee de la d�emonstration originale de
Fe�erman	Phong �FP� et de celle du th�eor
eme ������ de �H�o�� mais plu	
sieurs di��erences vont appara�%tre�
�� � Dans les d�emonstrations classiques� on suppose a � S���� g� et on
se localise dans des boules plus petites que les g	boules �i�e� on introduit
une m�etrique G � g adapt�ee au symbole�� Dans notre situation� o
u on
peut avoir � � �� une telle construction n�est pas possible sans violer le
principe d�incertitude� En fait� apr
es nous �etre ramen�e au cas � � ��
c�est une m�etrique G � g que nous construirons�
�� � Pour un poids m convenable� le symbole a appartiendra 
a S�m� g�

III � �



mais pas� contrairement au cas classique� 
a S�m�G�� Toutefois� les esti	
mations des quatre premi
eres d�eriv�ees de a sont celles de cette derni
ere
classe de symboles� Cette situation� analogue 
a celle du calcul paradi��e	
rentiel �o
u les m�etriques de type ��� �� et ��� �� jouent le r�ole de G et g��
permet d�avoir un d�eveloppement limit�e de la formule de composition des
symboles avec de bonnes estimations du reste�
�� � La d�emonstration comporte une r�ecurrence sur la dimension et l�on
doit prouver qu�une fonction compos�ee a�F �X ��� X �� v�eri�e les m�emes
estimations que a ce qui� sous nos hypoth
eses� est un peu plus d�elicat�

La d�emonstration se fera en plusieurs �etapes� et les lemmes suivants
nous serviront d�abord dans la d�emonstration du th�eor
eme ���� puis dans
celle du th�eor
eme ���� Sauf indication du contraire� les �constantes� ne
d�ependront que de celles apparaissant dans ����� ���� et de la constante
C� de ���� ou ����� On supposera toujours a�X� � ��

Lemme ��	� � Supposons v�eri��ees les hypoth	eses du th�eor	eme ��


avec � � �� posons

��Y � � max
�
a�Y ���� '

�����Sa�Y ������� ���� gY �S� � �� et GY � ��Y ���gY 


La m�etrique G est une m�etrique de H�ormander� � est un g�poids et un

G�poids et on a� pour � assez petit�

GY �X � Y � � ��

GY �Tj� � �
� � k � �

	
�
� ��
���� kY
j��

�Tja�X�
���� � Cte��Y ���k
 ��"�

On a ��Y � � CteR�Y � en vertu de ���� et ���� et la m�etrique g est
essentiellement constante dans les boules

BY�� �
n
X
���GY �X � Y � � ��

o
pour � assez petit� Un d�eveloppement de Taylor 
a l�ordre � �voir �H�o�
lemme �����$� permet d�obtenir les estimations ��"�� Il en r�esulte que
���X�
��Y ���� � Cte pour x � BY�� et la propri�et�e de lenteur est donc
v�eri��ee pour G�
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Pour Z � X � en posant Yt � Y � t�Z � Y � et en utilisant encore la
formule de Taylor� on a

a�Z� � Cte
�
��Y �� � � � �� ��Y �gY �Z � Y ���� �

Z �

	
gYt�Z � Y �� dt

�
� Cte��Y ��

�
� � g�Y �Z � Y �

�N � Cte��Y ��
�
� �G�

Y �Z � Y �
�N




On majore de m�eme le carr�e des d�eriv�ees secondes de a�Z�� et donc
��Z��� par les membres de droite� Il en r�esulte que G est une m�etrique
de H�ormander et que � est un poids pour les deux m�etriques�
On a a � S���� g�� il est faux en g�en�eral que l�on ait a � S���� G�� mais

les estimations ��"� assurent que���� kY
j��

�Sja�X�
���� � S���� g� pour � � k � � et GX�Sj� � �


Lemme ��
� � Sous les hypoth	eses du th�eor	eme ��
 avec � � �� sup�
posons qu�il existe �� � � et� pour tout Y � une fonction aY � C��X �
�egale 	a a dans B�Y� ��� et v�eri�ant� avec des constantes ind�ependantes

de X et Y ����� kY
j��

�TjaY �X�
���� �


��C
���Y ���k si k � �

C �
k si k � �

pour gY �Tj� � �� ����

et

�awY u ju� � �C � kuk�L� 


Alors aw est born�e inf�erieurement�

On �xe une partition de l�unit�e du type suivant

� �
Z
(Y �X�

� jGY j
��� dY

o
u les (Y � 
a support dans BY���� forment un ensemble born�e dans S��� G��
On a not�e jGY j le d�eterminant de la forme quadratique GY �
On a le d�eveloppement

(Y aY (Y � (Y aY(Y �
�
�i
�(Y faY � (Y g� f(Y � aY g(Y �

�R��(Y aY �(Y � �R��f(Y � aY g �(Y � �R��(Y � aY � (Y �

o
u le premier terme vaut a(�
Y � le second �etant nul� On peut estimer les

termes de reste en utilisant le corollaire ��� pour la m�etrique constante
gY � en majorant les d�eriv�ees d�ordre � � de aY par le poids ��Y ��� et
celles de (Y par le poids ��Y �

���� � g�Y �� � BY����
�N ��egal 
a ��Y ���
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sur le support de (Y �� Les constantes de structure de ces poids �et des
m�etriques constantes� ne d�ependant pas de Y � on obtient���� kY

j��

�Tj �(Y aY (Y � a(�
Y �
���� � C ��

kN�� � g�Y �� � BY����
�N

pour gY �Tj� � �� avec des constantes ind�ependantes de Y � En int�egrant
en Y � compte tenu de GY � g�Y � on obtient

a�
Z
(Y aY (Y jGY j

��� dY � S��� g�


On a d�autre partZ �
�(Y aY (Y �

wu
���u� jGY j

��� dY

� �C �
Z
k(w

Y uk
�
L� jGY j

��� dY � �C �� kuk�L� �

et le lemme r�esulte imm�ediatement des deux relations qui pr�ec
edent�

���� D�emonstration du th�eor	eme ��
� � La m�etrique g est ici la m�e	
trique euclidienne de X et la m�etrique G est fournie par le lemme ����
On �xe �� � �� assez petit devant �� et une famille� born�ee dans S��� G��
de fonctions �Y 
a support dans BY�� et valant � dans BY����
Notre objectif est de construire des fonctions aY v�eri�ant les conditions

du lemme ��� et nous distinguerons deux r�egions de l�espace des phases�

Zone d�ellipticit�e� � Il s�agit des points Y o
u a�Y � � ����Y �
�� On pose

bY � �Y a
���� On a

bY bY � ��
Y a�R��bY � bY �


Les estimations ��"� entra�%nent que les d�eriv�ees de b d�ordre � � sont
born�ees� et on a donc R��bY � bY � � S��� g�� Il su�t de poser aY � ��

Y a
pour satisfaire aux conditions du lemme�

Zone de convexit�e� � Pour les autres points Y � �y� 	� � X � on
a a�Y � � ����Y �

� et il r�esulte encore de la formule de Taylor que

j�Ta�Y �j � Cte�
���
� ��Y ��� On a supT �

�
Ta�Y � � ��Y �� pour jT j � � et

on peut supposer� quitte 
a faire un changement de coordonn�ees sym	
plectiques conservant la m�etrique� que ��a
���� � ��Y ��� On posera
X � � �x�� x�� ��� 
 
 
 � xd� �d��
Pour �� assez petit devant �� l��equation �a
������� X

�� � � poss
ede une
solution �� � F �X �� avec j�� � 	�j � ���Y �
� pourvu que jX � � Y �j �
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�����Y �� Pour des vecteurs unitaires S
�
j du sous	espace f����g� on a���� kY

j��

�S�
j
F �X ��

���� �

��C

te��Y ���k pour k � �
C �
k��Y �

�� pour k � �
��$�

o
u C �
k ne d�epend que des Cl de ���� avec � � l � k��� On peut �ecrire

a���� X
�� � a�F �X ��� X �� � ��� � F �X ����L�X�

L���� X
�� �

Z �

	
��� t�

��a

����

�
���t�F �X ���t�� � X

�
�
dt


Posons aY � b�Y � cY avec bY � �Y ��� � F �X ���L�X���� et cY �X
�� �

a�F �X ��� X ����Y �X
��� o
u les ��Y sont 
a support dans la boule de centre Y

�

et de rayon �����Y �� et valent � dans la boule moiti�e�
En utilisant le fait que ��a
���� � Cte��Y �� dans BY��� on montre

sans di�cult�e que les d�eriv�ees d�ordre � � de bY sont born�ees� On a
donc bY bY � b�Y � S��� g� et l�op�erateur de symbole b�Y est born�e inf�e	
rieurement�
En ce qui concerne cY � nous allons montrer que ses d�eriv�ees d�ordre

� � sont born�ees ce qui revient 
a estimer les d�eriv�ees d�ordre � � de
a�F �X ��� X �� pour jX �j � �����Y �� La d�erivation de F ne fait gagner un
facteur ��Y � que pour les trois premi
eres d�eriv�ees� mais il se produit un
ph�enom
ene de type �composition rugueuse� � on a

�

�X �
j

a�F �X ��� X �� �
�a

���
�F �X ��� X ��

�F

�X �
j

�X �� �
�a

�X �
j

�F �X ��� X ��

et le premier terme du membre de droite est nul par d�e�nition de F �
L�estimation des d�eriv�ees d�ordre � � de �a
�X �

j�F �X
��� X �� ne pr�esente

pas de di�cult�e compte tenu de ��$��
Le symbole cY �x�� �� v�eri�e donc� uniform�ement en x�� les hypoth
eses

du th�eor
eme ��� en dimension d � �� En supposant� par r�ecurrence� le
th�eor
eme �etabli dans ce cas� on aura donc

�cwY u ju� �
Z �

cwY �x�� x
�� D��u�x�� ��

��� u�x�� ��� dx�

� �Cte
Z
ku�x�� ��k

�
L��Rd��� dx� � �Cte kuk�L��Rd� 


Cela montre que les awY sont �uniform�ement� born�es inf�erieurement et
ach
eve la d�emonstration du th�eor
eme ����

���� D�emonstration du th�eor	eme ��
� � La m�etrique g est maintenant
une m�etrique g�en�erale et quitte 
a remplacer g par �g� ce qui ne modi�e
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pas les conditions requises sur a� on peut supposer ��X� � �� Nous
noterons G la m�etrique fournie par le lemme ��� et �Y une famille born�ee
dans S��� G� de fonctions 
a support dans la G	boule BY�� et valant �
dans BY��� � Nous allons montrer que les fonctions aY � �Y a v�eri�ent les
hypoth
eses du lemme ����
Les estimations ���� sont imm�ediates et il reste 
a montrer la condition

sur les op�erateurs awY � Quitte 
a composer aY avec une transformation
symplectique� on peut supposer gY mise sous la forme

P
�dx�j � d��j �
�j�

La gY 	norme des vecteurs de la base canonique de R
�d est alors � ��

et les estimations ����� pour k � �� assurent que les fonctions ��� ��xaY
sont born�ees pour j�j � j�j � � par des constantes ind�ependantes de
Y � D�apr
es le th�eor
eme ���� il en r�esulte que les op�erateurs awY sont
uniform�ement born�es inf�erieurement� ce qui termine la d�emonstration�
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