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PAR
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CNRS UMR 6625 IRMAR
Université de Rennes I, Campus de Beaulieu
35 042 Rennes Cedex, France

cheverry@maths.univ-rennes1.fr

0. INTRODUCTION

On s’intéresse dans cet exposé au probleme de Cauchy associé a une
loi de conservation scalaire multidimensionnelle:

N dro(t,z) + 0, 0p (Ao 0)(t,2) =0, (t,2) € Rf x RY
(£0) { 0(0,z) = go(x)

ou le flux A(-) est supposé suffisamment régulier:
(Hi) A= (A,...,Ay) e C*(RRY), a:= A" € C*(RRY).
La donnée initiale est choisie bornée et a support compact:
(Ha) 20" = Il eo llzeo(@r) = sup [eo(#)| < oo.
zERN

Sous les hypothéses (H;) et (Hs), le probleme de Cauchy (L) est
bien posé. Les travaux de Kruzkov|[Kr| garantissent 1'existence d’une
solution faible, unique sous des conditions d’entropie, qui respecte le
principe du maximum et qui est continue en temps & valeurs L'(RY) :

(0.1) | 0 llzemexrmy < 057, 0€ c? (R‘f, Ll(RN)).

L’étude des propriétés de la fonction p(+) ainsi exhibée est une préoccupation
ancienne, considérée par exemple dans les articles [Br], [L1], [Ol], [P-T],
Se], [Sm], [Tal, [Vo]
1



2 C. CHEVERRY

C’est un fait avéré que la non linéarité du flux conduit a des méca-
nismes de dissipation (augmentation d’entropie, expansion des ondes
de raréfaction, cancellations entre chocs et ondes de détente interagis-
sant ...). De maniére heuristique, ces phénomenes se traduisent au
niveau de la solution p(-) par un gain de régularité ou encore par un
comportement asymptotique en temps décroissant. Ces deux aspects
ont été abordés sous des angles différents: méthode des caractéristiques
[Co], [D1], [L2], [L-P], [Sc], [Zu] ; compacité par compensation [E-E],
[Mu] ; point de vue semi-groupe [B-C], [Ot] ; formulation cinétique et
lemmes de moyenne [L-P-T], [Va].

Nous proposons ici une analyse qui réalise la synthese de ces ap-
proches et qui s’ouvre sur des résultats (visiblement) optimaux. Seuls
les arguments formels sont fournis. Les démonstrations rigoureuses
sont rédigées dans [Ch].

Notre démarche introduit un opérateur de scattering qui substitue a
I’évolution non lindaire (£)') un modele linéaire:

(7) { 0ug(s,,v) +a(v) - Vog(s,2,0) =0, (s,3,0) € RV+2
0 g(O,x,v) :go(x,v), g(tvxvv) :XQ(UU)(U)
ol il est fait usage du profil cinétique:

1 st O0<ov<aqa.
aeR LPR) 3 xof) =X -1 si a<v<0.
0 ailleurs.

La difficulté consiste & montrer que la dérivée en v de go(-) est une
mesure de Radon bornée:

(0.2) O(t, 00) = Il Dugo |l mY xr,) < 00, VEER].

L’estimation (0.2) est fondamentale. Elle est exploitée aprés moyen-
nisation en v de Iéquation de transport (7). Elle donne acces aux
effets de lissage sous-jacents & I’évolution non linéaire (£)'). Ceux-ci
s’expriment de fagon variée:

- La divergence de la vitesse de propagation est systématiquement
une mesure de Radon bornée (voir la proposition 1.1).

- Pour N = 1, l'application qui & ¢ dans R associe o(t, -) dans L' (R)
est meilleure que ce qui est annoncé en (0.1) (voir la proposition 2.1).

- La trace de g(+) a tout instant ¢ > 0 tombe spontanément dans des
espaces de Sobolev W*P?(RY) avec s > 0 (voir la proposition 2.2).

- A tout instant ¢ > 0, la fonction p(t,-) récupére un soupgon de
régularité deux-microlocale. Les moyennes par rapport a n’'importe
quel feuilletage de codimension un d’expressions non linéaires bien
ajustées de p(-) sont nécessairement & variations bornées en la vari-
able transverse (voir la proposition 2.3).
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Par souci de concision, on ne précise pas toutes les notations. Celles-
ci sont définies sans ambiguité dans notre article [Ch] auquel le lecteur
peut se reporter.

1. L’OPERATEUR DE SCATTERING

Les effets de lissage dépendent du comportement de I’application
qui & v associe A(v). Ils sont plus marqués lorsque 1'accélération A”(-)
s’annule peu. En dimension un d’espace, il est aisé de classifier les flux
selon ce critere. Trois situations se dégagent:

- La dégénérescence linéaire:
(£D)! A'(v) =d'(v) =0, Vwel[-a o]
- L’occurence d’un (unique) point d’inflexion:
(D) Alia €05, 05y A"(ia) = a'(ia) =0.

Dans la suite, il sera uniquement tenu compte des points d’inflexion
non dégénérés pour lesquels ’accroissement:

R>v +— A(v) = A(ia+v) — A(ia) — A'(ia) v €R
est astreint a:
@F a1 o AW = v AW, Yoe - o)
Pour les flux homogenes A(v) = cv™ ! avec m > 2, on a exactement:
vA(w)/Alw) =m+1=wvy >3, YveE[—oF, o)

Pour les flux qui ne sont pas plats au voisinage du point d’inflexion:
(L1) 3m>2, A™V(G,) #£0, AV(ig) =0, Vje{0,...,m},
la minoration v4 > 1 est une conséquence de la condition d’entropie
donnée par Oleinik[Ol].

- La vraie non linéarité:
(VNL)! A'(v)y=d(v) #0, Yve[—o, o]

En multidimension d’espace, il devient plus difficile de mesurer la
facon dont le flux s’annule. Une maniere naturelle de procéder consiste
a polariser le flux dans chaque direction afin de ramener la discussion a
la situation monodimensionnelle détaillée ci-dessus. La notion adaptée
est la suivante:

Définition: On dit que le flur A(-) est admissible si pour tout angle
w de la spheére SNt la fonction w- A(+) vérifie l'une des trois conditions
(LD)! ou (Z)* := (2)1 U (2)} (avec une constante v indépendante du
choiz de w dans S¥ 1) ou (VN L)L q
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Les flux A(-) dont toutes les composantes A;(-) sont des polynémes
de degré m + 1 inférieur a 3 sont admissibles. Si m = 0, on a toujours
(LD). Sim = 1, on est confronté & (LD)' ou (VNL)!. Sim = 2,
les trois possibilités (LD)', (Z)' et (VN L)' sont de mise. Un flux
multidimensionnel ne peut jamais vérifier (VA'L)! pour tous les angles
de la sphere. En effet:

N>2 = V(Av) e PBRRY) xR 3FwesSVh w-A"(v)=0.

Cette remarque explique pourquoi les mécanismes de dissipation in-
duits par la non linéarité sont atténués lorsque plusieurs directions in-
terviennent. Pour N > 2, la solution g(-) n’acquiert pas systématiquement
une variation totale finie. Il en va de méme pour ’expression composée
Bo o(-) dés que B(-) #Z 0.

Notre attention se tourne & présent vers la transformation 2V dont
le mécanisme se lit sur le diagramme (D) représenté ci-dessous:

L¥(RY) 3 o(t,r) — Xoa)(v) € LRV

@@ | l |

L=(RY) > go(2) — go(z,v) € L>(RY*Y)
A gauche de (D), I’évolution non linéaire s’interprete a l'aide de la
formulation cinétique décrite dans [Br], [P-T]:

Osf(s,2,v) +a(v)-Vuf(s,x,v) = 0ym(s,z,v), [f(52,7)= Xo(s2)(V),
qui implique:
(1.2) || 0uf(s5,-) I,y sy = 2 [supp o(s,-)| < oo, Vs e€l0,t].

A droite de (D), le retour a I'instant initial se fait via le transport
libre (7,). Le terme source d,m(-) a disparu de sorte que I’équation
est linéaire, réversible. On retient la formule explicite:

(1.3) 2 (00)(7,v) = g0(@,v) = Xo(tastao)) (v)-

A premiére vue, I'application go(-) est simplement bornée (a valeurs
discretes sélectionnées parmi le triplet {—1,0,1}) et & support compact.
En fait, il y a sous-jacent & la construction de Z une propriété de
compatibilité qui lie les contraintes (L)) et (77Y), qui veut que la
majoration (1.2) ne soit pas perturbée aprés retour via le transport
libre. Ce principe se traduit par une estimation fine ayant trait au

nombre O(t, gy).
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Lorsque la loi scalaire (L)) est & coefficients constants ou lorsque
la solution o(-) est continue sur la bande [0,¢] x RY, laction de =V
sur go(-) n'est autre que le passage au profil cinétique x,po()(-). On en
déduit (0.2). Plus précisément, on a alors: O(t, go) = 2 |supp 0| < o0.

La question est de savoir si la borne (0.2) résiste en présence de
non linéarité et apres la formation des chocs. Conserve t’on I'inégalité
stricte (0.2) pour toute donnée initiale go(-) dans L>(RY) lorsque
l'accélération A”(-) n’est plus identiquement nulle 7

Une réponse partielle (mais déja significative) est apportée par le
résultat suivant:

Théoréme 1.1. Lorsque le flur A(-) est admissible (et, pour N > 1,
sous une hypothése non restrictive (H) expliquée dans [Ch]), on a:

(1.4) JC(A) eRY; Vg€ LPRY), VteR!,
O(t, 00) < C(A) |suppoo+t| < oo.

Nous expliquons en quelques mots comment la démonstration du
théoreme 1.1 s’articule. Les détails sont précisés dans [Ch].

Pour gy(+) dans BV,(RY), I'inégalité (1.4) écrite avec une constante
C(A, 0o) qui dépend de || go || pv(ry) est immédiate.

Pour go(-) dans L®(RY), on procéde par approximation. On ap-
proche la fonction gy (-) par une suite {0y (+)}-c10,1] dont chaque élément
est dans BV, (RY). Il s’agit alors d’établir le controle uniforme:

(1.5) JC(A) e R";  sup  C(A 0.) < C(A) < .
€€]0,1]

L’inégalité (1.4) se déduit facilement de I'information (1.5) apres pas-
sage a la limite (¢ tend vers zero). Cette technique est commode, effi-
cace et précise puisqu’elle permet d’exploiter toute la richesse de struc-
ture des solutions BV (RY). Le point crucial réside ici dans I'obtention
de l'inégalité (1.5). Les méthodes employées a cette fin s’adaptent a la
spécificité des cas de figure rencontrés. La situation test est la dimen-
sion un d’espace (N = 1). Des calculs explicites sont alors possibles.

Sous (VN'L)!, I'estimation (1.4) est le fruit d’une propriété géométri-
que. Le retour & l'instant initial via le schéma (D) ne provoque pas
I'apparition de plis sur le graphe de g(+). En d’autres termes, on dispose
pour l'application ¢(s,-) d'une écriture sous forme réduite:

(1.6) Voo € LP(R), V(t,s)e R x[0,t], Fot,s,-) € LO(R);

9(5,2,0) = Xo(ta—(s—1)a() (V) = Xa(t5.2)(0);
complétée par une localisation concernant le support des données:

supp 0(t,s,-) C supp oo +tV.
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Bien entendu, I’équation hyperbolique non linéaire (£J)) n’est pas
réversible. Si un choc est présent a l'instant ¢, il n’est pas possible de
récupérer go(-) connaissant seulement la trace o(t,-). Cette particula-
rité n’est pas incompatible avec le procédé de scattering. En effet, la
donnée gy(-) est remplacée (et lissée) sur certains intervalles de R en
un go(-) convenable. De toute évidence, la relation (1.6) garantit (0.2).

Sous (Z)!, larelation (1.6) est mise en défaut. Les chocs mixtes (c’est
a dire ceux qui mettent en jeu deux états situés de part et d’autre du
point i4) conduisent a la formation d’un pli. Il faut vérifier que les
contributions qui en découlent ne détruisent pas (0.2). Cela revient &
évaluer I'aire occupée par les surfaces qui engendrent les chocs mixtes.
A ce niveau, la gestion des discontinuités semi-caractéristiques s’avere
particulierement délicate. A cet endroit, la minoration (Z)3 joue un
role crucial. A

En multidimension d’espace, il devient plus difficile de raisonner
comme précédemment sur les caractéristiques rétrogrades. On préfere
une approche plus directe qui consiste a établir un lien avec la diver-
gence de la vitesse de propagation. On s’intéresse a la distribution:

D(t,-) := div (a0 o)(t Z Or, o0)(t,-) € S'(RV).

Lemme 1.1. On a toujours:
(1) £ 1D e < Oftoo), Y (to) € BE x L2(E),

Lorsque le flur A(-) est admissible, un contréle inverse est vrai. Il
existe une constante C'(A) telle que:

(18) Ot 00) < 2 |supp plt. )|+ C(A) 1 || D(t.) agye)

L’inégalité (1.7) est une conséquence directe de l'identité (& com-
prendre dans un sens formel):

//go £,0) 0,b(x + ta(v))] de dv = t /D(t,x) b(z) da.

La comparaison (1.8) se traduit & l'aide du calcul fonctionnel de
Vol'pert[Vo] en une information ponctuelle. Il s’agit d’établir:

(19) | /0 (b)) (2, Lyolt, 2) + 1 (loo — 1_yo) (£, 2) dr|

X |(l,o—1_, 0)(t, )| < C(A) [(l,aco—I_,a00)(t, )|, V(t,z) € (o),
ou I'(p) regroupe 'ensemble des positions en lesquelles la fonction o(-)
subit une discontinuité d’ordre zéro (un saut).
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La majoration (1.9) est évidente sous (LD)! et (VA L)L. Sous (Z)?,
elle résulte de la condition d’entropie mise & jour par Oleinik[Ol]. A

D’apres (1.8), les majorations (0.2) et (1.4) se ramenent a une esti-
mation sur la quantité D(-). Tel est I'objet de 1'énoncé qui suit:

Lemme 1.2. Lorsque le fluz A(-) est admissible (et, pour N > 1, sous
une hypothése (H) expliquée dans [Ch]), on a:

La contrainte (H) n’est pas restrictive. Elle autorise par exemple
tous les flux quadratiques.

Nous exposons & présent les raisons qui fondent (1.10).

— (1): La distribution D(t,-) se décompose en sa partie positive
moins sa partie négative:

(1.11) M(RY) 5 D(t,-) = D*(t,-) — D™ (t,-), D*(t,-) >0.
Puisque D(t,-) est de moyenne nulle, on a:
(1.12) | D) lmpnyy = 2 [ DT () [y eny -
Par conséquent, pour obtenir (1.10), il suffit de concentrer son at-
tention sur DT (¢,-).

— (2): La condition d’Oleinik associée & (Z)} implique I'inégalité
stricte A(a, o 0)(t,z) < 0. Il s’ensuit que pour tout I' C I'(p), on a:

/F D(t, ) Hy_ (dz) = /r Aay 0 0)(t, 7) Hy_1(dz) < 0.

Cela signifie que les singularités d’ordre zero de la solution p(-) sont
incorporées dans D~ (t,-). Elles ne sont pas pergues au niveau de
D7 (t,-). Ce fait combiné avec (1.12) indique qu'’il convient de porter
I'analyse sur la partie D (), & I'intérieur du domaine RY \ I'(p), 1
ou DT (+) est suffisamment régulier pour pouvoir progresser a ’aide du
calcul différentiel.

— (3): A lintérieur de I'ensemble RY \ I'(p), la fonction D(-) est

(génériquement) de classe C'. Un calcul rapide qui est valide sur le
domaine

T :={(t.z); DT (t,x) >0} C (R \I(o)).

montre que 'application D*(-) est assujettie sur T & la contrainte
différentielle:

N
(1.13) D (t,x) + > a;op(t,x) D (t,x) + D (t,x)* = 0.

=1
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Cette identité indique que le scalaire DT (¢, z) est borné par 1/t pour
peu que la caractéristique rétrograde issue de (¢, x) soit bien définie et
contenue a l'intérieur de Y sur l'intervalle [0,¢]. Une telle estimation
est en accord avec (1.10). A

L’implémentation rigoureuse des étapes (1), (2) et (3) se heurte a
des obstacles d’ordre technique. Par exemple Iapparition (éventuelle)
de surfaces de contact fait que 'expression DT (t,y) peut tendre vers
+oo lorsque la position (¢,y) se rapproche de I'(g). L’exploitation
de I'équation différentielle (1.13) devient alors délicate. Dans [Ch],
ces difficultés sont contournées par approximation parabolique. Cette
approche n’est pas forcément la mieux adaptée car elle requiert la
vérification de I'hypothese ().

Néanmoins, la combinaison des lemmes 1.1 et 1.2 justifie (0.2) pour
une large classe de flux. La majoration (0.2) exprime une propriété
de compatibilité qui lie (L)) et (7). On s’attend & ce qu’elle soit
satisfaite en toute généralité.

L’intérét de la démarche ainsi dégagée tient a ses nombreuses appli-
cations.

2. DES RESULTATS DE REGULARITE

Le point de vue dégagé au théoreme 1.1 se révele fructueux. Il per-
met d’améliorer notre connaissance des phénomenes de régularisation.

Discutons d’abord des progres réalisés en ce qui concerne la dimen-
sion un d’espace.

- Benillan et Crandall ont observé que les solutions de (L) associées
& une donnée gy(-) dans L}(R) et & un flux homogene de degré m + 1
(avec A(Av) = A"1A(v)) satisfont:

. 1
(2.1) tﬁgoﬁHQ@+hﬁ—Q@)HD®

<2 |l olleiw /m, YteR].

La preuve donnée dans [B-C] repose sur deux observations. D’une
part, I'équation (L£}) n’est pas affectée par le changement d’expressions
o(t, ) en AV/™ p(At,z). D’autre part, le semi-groupe associé a (£}) est
une contraction dans L' (R). Le premier argument (& savoir I'invariance
par scaling) ne résiste pas a la perte d’homogénéité. Toutefois, il est
possible d’étendre les idées de Bénillan et Crandal a condition de se
placer sous 'hypotheése (1.1). Dans le cadre (1.1), suivant les idées de
[B-C], F. Otto a en effet récemment mis & jour la régularité Hélderienne:

o€ C*(RY; LNR), s=1/(m+1)<1/3<1.
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Il se trouve que l'indice s peut étre choisi aussi proche que souhaité
du seuil 1. En tout cas, I'inégalité (2.1) est de mise pour tous les flux
raisonnables:

Proposition 2.1. Sous (1.1), Uapplication qui a t associe o(t,-) vit
dans Uespace Lipy,. (R ; L'(R)).

- Dafermos[D2] a étudié avec soin le comportement asymptotique en
temps des solutions d’'une loi scalaire ayant un unique point d’inflexion
(le contexte est N = 1 sous (1.1) et pour i4 = 0). Il remarque incidem-
ment que 'application D o o(-) ot D(-) désigne la fonction conjuguée
du flux:

4
(22)  D(0) =0 A'(0) — A(o) = / vd(v) dv, ¥ocR
0
acquiert la régularité BV (R). On a:

(2.3) TVe(Doolt.)) < 2 || ool /t. VtERS

Dans un contexte 1légerement modifié (pour N =1, dans le cas ho-
mogene avec m > 2 quelconque et sous la restriction gy(-) contenu dans
BV (R) ), K. Zumbrun[Zu] analyse comment la vitesse de propagation
se comporte pres de l'instant initial lorsque la norme BV (R) de gy(-)
grandit. Il obtient:

(2.4) TVg (a o oft, )) = O(1) gm/(m+1) y=m/(m+1)

x TVg (a0 g™V, VteR!,

ou le parametre 0 désigne le diametre du support de go(+) et oti le (O)(1)
ne dépend que de m.

Notre démarche fournit le catalogue complet (voir la proposition 2.3)
des expressions B(-) qui apres composition avec g(-) conduisent a une
majoration analogue a (2.3). Ce qui importe & cet endroit, c’est la
platitude de D(-) au voisinage de zéro. On gagne une puissance de v
par rapport a D(-). Par ailleurs, le controle des variations de la vitesse
se fait sans 'intervention de gy(-). On peut remplacer le second membre
de (2.4) par O(1)d¢t (voir le lemme 1.2).

Signalons aussi qu’il est aussi possible d’extraire des informations sur
le comportement asymptotique en temps des solutions périodiques.

Considérons a présent le cas de la multidimension d’espace. Dans
ce cas, la non linéarité du flux est souvent mesurée par l'indice o qui
intervient dans la condition de non-stationnarité:

NSY 3CeRY, Jaclo1]; Vdoelol], V(r,w)eSY,
my ({v; [o] <o . [7+(w,a(v) | <d}) < Cd°
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Sous (N'S)Y, Lions, Perthame et Tadmor[LPT] ont montré que la
solution possede la régularité Sobolev:

(2.5) o(t,) e WHH(RY), Vr1e0,a/(a+2), VteR!.

La limitation imposée & 7 en (2.5) provient du second membre mesure
Jym(-) inhérent & toute formulation cinétique. Ce terme source dis-
parait lorsque la donnée initiale est tordue via 'opérateur de scatter-
ing ZV. 1l devient alors possible d’appliquer les lemmes de moyenne
dans leur version optimale [Bo|. Ceux-ci garantissent de la régularité
Sobolev en (¢, ) pour les moyennes en v de g(-). En utilisant I’équation
(74Y), Pestimation & priori (0.2) et des techniques d’interpolation, on
obtient ’amélioration:

Proposition 2.2. Sous (N'S)Y et (0.2), on a:
(2.6) olt,) e WRY), Vr<a/2, VteR'.

(2.7) olt,) e W RY), Vr<2a/3, VteR .

Sous (VN'L)!, on a o = 1. L’appartenance annoncée en (2.6) est
cohérante avec I'inclusion des fonctions BV,(R) dans H'?(R). A cet
égard, l'information (2.6) est optimale.

- Un résultat (désormais classique) dii a Oleinik[Ol] et Lax[L1] affirme
que la solution d’une loi de conservation scalaire strictement convexe
(N = 1) devient spontanément a variations bornées:

(28)  TViy(aoolt,))) <2 (y—x)/t,
V(t,z,y) e RF xRxR, y—x >t
L’extension a des flux quelconques et a la multidimension d’espace
de ce premier pas fait intervenir deux ingrédients supplémentaires: la

composition non linéaire et la moyennisation en x. L’interprétation est
alors celle d'une régularité deux-microlocale:

Proposition 2.3. Pour tout angle w de la sphére SN71, pour toute
fonction B(-) sélectionnée dans l’espace fonctionnel:

(2.9) C4YR) := {B; 3be Lip.(R) avec:

v
B(v) = / b(r) w-d'(r) dr, YveR},
—00

il existe une constante C(A,w,b) telle que pour toute donnée initiale
00(+) dans LL(RYN) et tout instant t positif, on ait:

1) Vo ([ Blotto) am..) < SR

¢ G(tv QO)?
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ot dmy, , représente la mesure de Lebesques N — 1 dimensionnelle sur
Uhyperplan H,, , = {z; w-z = z}.

Il faut comprendre que 1’énoncé (2.10) n’est pas un résultat de pro-
pagation. L’expression placée a gauche de 'inégalité (2.10) n’est pas
controlée par une quantité similaire évaluée a l'instant initial mais
(compte tenu du théoréme 1.1) par une constante universelle fois un
facteur qui dépend de l'instant ¢ et de la mesure du support de go(-).
Considérée sous cet angle, la logique qui méne & (2.10) s’apparente a
celle qui sous-tend (2.8).

On explique brievement (et formellement) comment déduire (2.10) en
travaillant sur le modele linéaire (7). Une démonstration rigoureuse
et complete est donnée dans [Ch].

On introduit la moyenne:
g(s,w,z,v) = / g(s,xz,v) dm,,,

qui est astreinte a une famille d’équations de transport paramétrées
par 'angle w:

; 0,(s,w, 2,0) +w - a(v) D.g(s.w,7,0) = 0 o
N
(76 ) { Q(O,W’Z’/U) :go(w’z”v)’ ) w ES .

La définition (0.2) garantit:
| Go(w, ") |l BV @, xra) < O, 00), Vwe SV
D’apres (1.3) et (2.9), on a:

(2.11) / Boop(t,x) dmy,,

:/Rb(v)w-a()go(z—tw a(v), )dv

Comme ’expression go(-) est a support compact en les variables z et
v, il vient:

/]R Oy {b(v) go(z —t w-a(v),v)} dv = 0.

On développe la dérivée 0, a l'intérieure de la parenthese puis on se
souvient de (2.11) pour obtenir:

t|8z</H“ B(o(t,z)) dmwz | < |/b' ) §o(z —tw-a(v),v) dv]

+|/ (0y Go) (2 — tw - a(v),v) dv].
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Ainsi la dérivée en z se trouve reportée selon une dérivée par rapport
a v. En passant la valeur absolue sous le signe somme puis en intégrant
selon la variable z, on voit surgir la majoration (2.10). A

En suivant la méthode adoptée par P. Gérard dans [Ger], on déduit
de (2.10) I'appartenance de B o () & une classe de Hormander H™7
avec 7 > 0.

En conclusion, il existe une propriété de compatibilité entre la loi
de conservation (L)) et le modele linéaire (7;") qui se traduit par le
controle uniforme (0.2). A l'aide de (0.2), il devient possible d’analyser
avec une grande précision les effets de lissage induits par la non linéa-
rité du flux. En particulier, 'estimation classique (2.8) de Lax[L1]
n’est autre qu'un transfert de dérivée (en v) pergu apres moyennisation
d’une équation de transport (sans terme source), qui se transcrit a la
situation non linéaire via un opérateur de scattering. Son extension a
la multidimension d’espace se fait en appliquant la transformation de
Radon puis en multipliant la fonction g(w, -) par un poids adapté (du

type b(v) fois une puissance de w - a'(v) ).
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