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Existence globale dans des espaces critiques
pour le systéeme de Navier-Stokes compressible

Raphaél Danchin

Laboratoire d’Analyse Numérique, Université Paris-VI,
4 Place Jussieu, 75252 Paris Cedex 05 France.
E-mail: danchin@ann.jussieu.fr

1 Introduction

L’évolution d’un fluide compressible isentropique est décrite par le modele suivant

(NSC) Op + div(pu) =0,
O (pu) + div(pu @ u) — pAu — (A + p)Vdivu + VP = pf,

ol p = p(t,z) € RT désigne la densité au point # € RY & Dinstant ¢ > 0, et v = u(t,z) € RY,
la vitesse. Pour simplifier, les coefficients de viscosité du fluide A et p sont supposés constants et
vérifient 11 > 0 et A 4+ 2u > 0, condition réalisée dans les cas physiques. Le fluide considéré est
isentropique, c’est-a-dire que la pression P est une fonction de p seulement, que ’on supposera
réguliere. Enfin, f désigne une densité de force extérieure. Dans tout ce travail, on suppose que le
fluide évolue dans 'espace entier: & € RY (N > 2) mais les résultats obtenus s’adaptent facilement
au cadre périodique.

On s’intéresse a la résolution de (NSC) pour tout temps ¢ positif, I'état initial (p,u);1=0 =
(po,up) étant donné dans une classe fonctionnelle que 1'on s’attachera & choisir “la plus grande
possible”.

Il est naturel de présenter notre approche du probleme et les résultats que ’on peut espérer
obtenir en faisant un parallele avec quelques résultats classiques pour les fluides incompressibles.
Le mouvement d’un fluide incompressible visqueux de viscosité v > 0 est régi par

(NSI) { Oyu + div(u ® u) — vAu+ VP =0,

divu = 0.

On sait depuis les travaux de J. Leray en 1934 (voir [11]) que le probléme de Cauchy associé avec
donnée initiale ug € L2(R™) & divergence nulle admet une solution faible globale v telle que

t
2 2 2
Ju(®) 2 + 20 / IVu(s)]2 ds < Juoll
0

mais le probleme de 'unicité de cette solution lorsque N > 3 reste ouvert.

Une facon d’aborder 1’étude de 1'unicité consiste & chercher des classes de données initiales les
plus grandes possibles donnant ’existence et 1'unicité d’une solution (que nous appellerons solution
forte) dans un cadre fonctionnel bien choisi.

Cette approche trouve probablement son origine dans un article de H. Fujita et T. Kato (voir
[9]) ot 'on considére des champs de vitesse initiaux ug & divergence nulle et dans 1’espace de Sobolev
homogene H % 1.

Les auteurs prouvent l'existence d’un temps 7' > 0 tel que (NSI) ait une unique solution (forte)
dans L>°([0,T]; H= =) N L2(0,T; H?). Lorsque de plus HUOHH%” < v, cette solution est en fait
globale.
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Signalons que l'indice de régularité s = N/2 — 1 est l'indice minimal pour lequel on sache
établir I'existence et I'unicité d’une solution globale avec donnée initiale petite dans H*. Ceci est
étroitement 1ié au fait que I'espace L°°(0,T; H> ~1)NL2(0,T; H> ) avec donnée initiale dans H 2 ~1
est invariant par le scaling de (NST).

Rappelons que ce scaling correspond & la transformation

u(t, x) — Lu(C*t, lx) et wug(x) — lug(lx),

qui manifestement laisse le systeme (NSI) invariant ainsi que la norme des espaces fonctionnels
mentionnés ci-dessus.

Bien d’autres espaces fonctionnels vérifient cette propriété d’invariance si bien que de nombreux
travaux consistent & établir I'existence de solutions fortes dans ce type d’espaces (on pourra par
exemple consulter le livre de M. Cannone [2]). En schématisant & I'extréme, ces solutions sont
obtenues & ’aide d’'une méthode de point fixe dans un espace fonctionnel adéquat, invariant par
le scaling de (NSI). On obtient d'une part I'existence locale d’une solution forte pour des données
initiales de taille quelconque, d’autre part I'existence globale lorsque la donnée initiale est petite
par rapport a la viscosité dans 1'espace considéré.

Rappelons maintenant quelques résultats sur les fluides compressibles.

La preuve de l'existence de solutions faibles globales ¢ la Leray pour (NSC) avec des lois de
pression du type P(p) = p” (y > 3/2si N =2,v>9/5si N =3 ety > N/2si N > 4) est
due & P.-L. Lions (voir [12]). Si I'on part de données initiales (p, pu);—o = (po,mo) telles que
po € L7, |mol?/po € L' (ot 'on convient que mg = 0 sur py*({0})), et si f € L*(R*; L>/(0r=1),
ces solutions vérifient 'inégalité d “énergie suivante:

1 t
e (ot + 52530 o [ o (i 0t i
1 2
g/ N<2|n;(;| p0>dx+// pu - fdxdr.

A Topposé, pour des données initiales tres régulieres, on connait lexistence de solutions
classiques. L’existence locale pour une densité initiale réguliere bornée et loin du vide (i. e.
0 < p < po < p<+oo pour des constantes p et p), est par exemple établie dans [15].

Lorsque les données initiales sont de plus proches d’un équilibre stable, on a existence globale.
Dans [13], T. Nishida et A. Matsumura construisent une solution forte pour une donnée initiale
proche de (p,0) dans H?(IR?) avec la condition de stabilité P'(p) > 0.

On peut aussi dans certains cas remplacer la condition de petitesse sur la donnée initiale par une
hypothese de proximité d’un état incompressible & densité constante. Dans le cadre bidimensionnel
et périodique avec donnée initiale réguliere vérifiant une telle hypothese, T. Hagstrom et J. Lorenz
ont prouvé lexistence d’une solution globale forte (voir [10]).

Dans ce travail, on s’inspire de 'approche de H. Fujita et T. kato pour faire descendre I'indice
de régularité exigé sur les données initiales dans le cas compressible. On s’attend & ce que les
espaces critiques correspondants soient invariants par le scaling de (NSC), s’il existe.

Un calcul immédiat montre que (NSC) est invariant par la transformation

(p(t, ). u(t,x)) —> (p(£¢, Lx), Cu(Pt,€x)) et (po(a), uo(w)) — (polLe). Lug(fx)),

a une modification prés du terme de pression, qui peut étre vu comme d’ordre inférieur.
Sil'on s’en tient aux espaces de Sobolev, il est donc naturel de chercher & résoudre (NSC) pour
des données initiales proches de (5,0) dans HN/2 x (HN/2=1)N
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Construire des solutions fortes pour (pg — p, ug) dans HN/2 x (HN/2=1)N semble cependant
hors de portée: on voit mal comment se passer d’un controle L>° sur la densité, ne serait-ce que
pour traiter le terme de pression. Par ailleurs, 1'espace HN/2 3 un mauvais comportement vis-a-vis
du produit usuel (ce n’est pas une algebre par exemple), ce qui risque de poser quelques problémes
pour estimer les termes non linéaires dans (NSC).

Il serait sans doute plus réaliste d’'imposer en plus py € L°° mais 'espace L™ se préte mal aux
techniques d’analyse harmonique que nous allons utiliser.

C’est pourquoi, nous avons préféré considérer des espaces de Besov homogenes du type B
35,1 trés proches des H* mais un peu plus petits. Ce type d’espace a d’ailleurs déja été utilisé pour
les mémes raisons et avec succes d’autres types d’équations: signalons par exemple les travaux de
D. Tataru sur I’équation des ondes semi-linéaire [16], I'étude de J.-Y. Chemin et N. Masmoudi sur
les fluides visco-élastiques [5] et notre travail en collaboration avec B. Desjardins sur les fluides
capillaires [8].

On peut définir les espaces B® comme suit. Rappelons d’abord que la norme dans H* est
définie par [[v]|%. = [|€]>*]6(¢)]? d€. On a donc

[N
[MIES

ol = [ SV 02] avec o, 9 / E16(6) 2 dg
foll e = { 3 o3 VLG

qEZL

On définit alors

o]l gs = Z Uq

9EZZ
Pour s < N/2, on pose

B® = {v eS'(RY), 6 eL? (RY) et |v|ps < —l—oo},

loc

et l'on renvoie & 'appendice pour la définition dans le cas s > N/2.
Il est classique que BY/2 est une algebre incluse dans L>. De plus, BY/2 x (BN / 2=V st
visiblement invariant par (po(z), uo(z)) — (po(bx), buo(£x)).

Introduisons maintenant 1'espace fonctionnel dans lequel on va résoudre (NSC):

Définition 1.— Pour s € IR, on note
d
B = (LA(R* B*) N C(R"; B* N B*Y)) x (LM(R*; B 1 C(R*; B°7))

L'espace E* est manifestement invariant par le scaling de (NSC).
Enoncons le résultat principal de ce travail:

Théoréme 1.—Soit p > 0 tel que P'(p) > 0. Il existe une constante « > 0 telle que pour tout
triplet (po,uo, f) tel que (po — p) € BN2 N BN/2=1 yy € BN/2=1 f € LY(IRT; BN/271) et

loo =2l s+ llwollsrams + 1l gy <

le systeme (NSC) admette une solution (p,u) telle que (p — p,u) € E® qui est unique si N > 3.
Pour tout N > 2, si de plus (po — p) € B®, ug € B~ et f € LY(B*7Y) pour un s €
|N/2,N/2+1], alors il existe une unique solution (p,u) telle que (p— p,u) appartienne o EN/2NE®.
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Remarques: 1) Les données initiales n’appartiennent pas tout & fait & un espace invariant par
le scaling de I’équation, puisqu’on a supposé en sus que (pg — p) € BY /2=1 Remarquons toutefois
que cette hypothese ne porte que sur les basses fréquences de la densité (et ne change donc pas la
régularité locale exigée), et n’est pas tres surprenante dans la mesure olt ce que nous avons appelé
scaling de (NSC) ne tenait pas compte du terme de pression. Il se trouve d’ailleurs que 1’on peut
se passer de (pg — p) € BY/2=1 tant que I'on se limite & des résultats locaux en temps (voir [7]).

2) L’unicité dans F! en dimension 2 pose probléme: certains termes non linéaires apparaissant
dans le systéme vérifié par la différence des solutions ne peuvent pas étre estimés convenablement
sous la seule hypotheése que les solutions appartiennent & E*.

3) Dans un travail en collaboration avec B. Desjardins, nous avons établi un résultat similaire
pour les fluides compressibles avec capillarité. Le scaling des équations associées a de tels fluides est
le méme que pour (NSC). Cependant, le terme de capillarité a un effet régularisant sur la densité
qui n’apparalt pas ici.

Nous adopterons le plan suivant.

Dans la premiere partie, nous donnons les éléments essentiels de la preuve du théoréme 1.
Nous renvoyons & [6] pour la preuve intégrale.

Dans la deuxiéme partie, nous étudions plus spécifiquement un systéme linéaire de type mixte
qui correspond au linéarisé de (NSC) pres de (p,0), ot 'on a gardé le terme de convection.

Dans la derniére partie, nous indiquons des généralisations de notre résultat. On s’intéresse
d’une part & des espaces critiques autres que EN/2 et qui n’ont pas de lien proche avec les espaces
d’énergie, d’autre part au cas de fluides compressibles polytropiques.

Enfin, nous donnons en appendice une définition des espaces de Besov homogenes et de la
décomposition de Littlewood-Paley que nous utilisons dans la deuxiéme partie. Nous rappelons
aussi quelques propriétés importantes de ces espaces.

1 Principe de la preuve

En faisant le changement d’inconnues c(t,z) = p(e*t,ex)/p — 1, v(t,z) = eu(€’t,ex) avec
e = (P'(p))~'/2, on se raméne au systéme

Oic+v-Ve+dive = —cdiv,

(1) 8tv+v-Vv—.Av+Vc:—<1iC)Av—K(C)VC—{—f_,
avec ji = p/p, A= \/p, A=A+ A+ p)Vdiv, f = f(e*t,ex) et K(c) = %—1

Pour s € IR, notons A® T'opérateur défini par A°z = F~H|£|*Z). Posons d = A~ldivo,
Q= A"1rotv (avec rotv = Vv —tVv) et 7 = A + 2ji. Le systeme (1) se réécrit
Oic+ Ad = —v-Ve—cdivo,
Oyd — vAd — Ac = —A~1 div (v -Vou+ (

C

1+¢
L) Av) + A~ trot f,

o) ) Av + K(c)Vc) + A=t div f,

0, — iAQ = —A~trot | v-
A I ro (v Vv+<1+c

v = —A7'Vd+ A~ 1divQ.

L’équation vérifiée par la partie incompressible de la vitesse (c’est-a-dire par ) se découple
linéairement des deux premieres et peut étre traitée comme une équation de la chaleur. La preuve
du théoréme passe donc d’abord par une étude approfondie du systéeme linéaire

0 ()0 ()+(2)- (5)-(2) = o (8 5
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En basses fréquences (i. e. pour v|{| < 2), le systéme (3) a un comportement de type parabolique:

e WP (4
les deux valeurs propres de A(§) sont A= (&) = D) 14 e L)

=1e|2

v 4

La situation est assez différente en hautes fréquences out A (¢) = — |§| (1 +4/1- W)
7

Un calcul aisé montre que pour |£| — +o0, le mode A~ correspond & un amortissement en e~*/?

sur ¢ et que le mode A\ traduit un comportement parabolique pour d.

Un calcul explicite du semi-groupe donne 'estimation suivante:

Proposition 1.— Soit (¢,d) une solution de (3). Pour tout r € [1,4+00] et p € IR, on a
@) lelly, Fory + oy (go-r+2m) < Clllcollgo.e +lldollge-1 + 1 fll s (Foo0) + N9llzs Bo-1)):

ou C ne dépend que de d et ot l'on a noté || - || les normes de Besov hybrides suivantes:

ROsT
BD

déf — a—g\ 12/
el g5.» = 2% max (7,279) " | Agul ..
qEZL

Cette proposition ne nous permet pas encore de prouver le théoreme 1: le terme de convection
v - Ve qui, a priori, a un cran de régularité de moins que ¢, pose probleme. On peut cependant
généraliser la proposition 1 au cas d'un systéme linéaire de type (3) avec terme de convection:

o w(w) (@)= (@) 6) ()., ()

Proposition 2.—Si l’on se restreint auz indices p €]1—N/2,1+N/2], les solutions de (5) vérifient
c
une estimation analogue a (4) ot l'on a remplacé C' par Ce ||UHL1T(BN/2+1).

Nous renvoyons a la partie suivante pour la preuve de ce résultat.

Le théoreme 1 en découle moyennant une méthode d’approximations successives mettant en
jeu des systemes linéaires de type (5). On peut par exemple procéder de la maniére suivante. On
pose (c?,v%) = (0,0) et on définit ((c™,v™)),ew par récurrence: une fois (¢, v™) construit, on prend
(1 0™ *1) comme étant la solution du systéme

Qe 4 om Vet 4 Adn T = P

0, A1 4 o - VA — pAGTT — A+l = G 4 A-Ldiv f,,
(6) 0,071 — GAQPH = H™ 4 A=V rot f,,

pH = ZATLVAH 4 AL diy O

(L dntt Qrtl), o = (cp, A" div o, A" 1ot v,,),

Cp = Z Acha Up = Z AqUOa fn = Z Aqfa

lg|<n lg|<n lg|<n

F" = —c"divo”,

avec

G" =" - Vd" — A"t div <v" Vo + K(c")V" + 1 j_ .Av") ,
C'n/

H" = —A"'rot (v" Vo' + ¢ Av") .
1+cn
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On remarquera que la définition de cette suite ne pose pas de probleme, tous les termes étant en
fait réguliers et & décroissance rapide en espace.

La premiere étape dans la preuve de l'existence d'une solution pour (2) consiste & écrire des
estimations uniformes pour ((¢",v")),en dans E= . Ceci se fait aisément & D'aide de la proposition
2, de la proposition A.3 de 'appendice et grace aux propriétés des espaces de Besov données dans
les propositions A.1 et A.2.

Dans une deuxieme étape, on établit des bornes uniformes pour ((9:c™, 04v"™))nenw dans des
espaces ayant un cran de régularité de moins (sauf dans le cas N = 2 ou il faut étre un peu plus
soigneux). Ceci nous donne des propriétés de compacité suffisantes pour prouver l'existence d’une
limite & une extraction prés pour ((¢”,v™))pen. En revenant aux estimations uniformes dans B
on montre que cette limite est dans E2 et vérifie (6) au sens des distributions.

L’unicité se prouve en estimant la différence de deux solutions (c1,v1) et (ca,vs) dans B2 ~1
a ’aide des propositions 2 et A.3. Lorsque N = 2 cependant, certains termes non linéaires tels que
(vo —v1) - Vg ne peuvent pas étre majorés convenablement & 1’aide de bornes de v; dans E! et de
vy —v; dans E°. Il faudrait en effet étre capable d’estimer ce terme dans L'(IR*; B®) ce qui n’est
pas possible en général sachant que le produit usuel n’opere pas de B® x B! dans B°, mais dans
un espace un peu plus gros (I'espace de Besov 33700 pour les connaisseurs).

Nous renvoyons le lecteur intéressé par les détails techniques a [6].

2 Etude d’un systéme linéaire mixte avec terme de convection
La preuve de la proposition 2 découle d’une méthode d “énergie appliquée & (LPH) apres locali-
sation en fréquences a 1’aide d’une décomposition de Littlewood-Paley homogene (voir I’appendice).
Dans toute cette partie, on désignera par C' une “constante” qui peut varier d’'une ligne &
I’autre mais qui ne dépend que de la dimension, des parametres de régularité et de viscosité. On
notera (a|b) le produit scalaire dans L?(R™).
Soit (¢, d) une solution de (LPH) et K > 0. On pose
—KV(t),

é= , d=e KV F=eKVWEp G=cKVHG.
En appliquant A, & (LPH), il vient
(LPH) D AGe+ Ag(v-VE) + AN d = AJF — KV' (1) A4,

“ O Dgd + Ay(v-Vd) — PAA,d — AAE = A,G — KV (1) A, d.

Nous étudierons (LPH,) différemment suivant que 'on se trouve en régime de basses fréquences

(¢ < qo — 1) ou de hautes fréquences (¢ > qq) ol qo L [log, 7] (et donc 2 < 2907 < 4).

21 -
Posons g, = 2"(”_1)\/||Aq6||i2 + HAqd ‘L2 - Z(DAAquqd) si g <gqo—1,

~112
o = 2q<p—1>\/||yAAqa||§2 +2 HAqd ‘LZ —2(AAEAd) si > qo.

La décomposition de Littlewood-Paley construite dans I’appendice est telle que Supp F(A,c) C
29C(0,5/6,12/5), si bien que

+1

. 9q — <C
207 max (v, 277) | Agé| p» + 29(p=1) HAqd

L2

pour une constante universelle C.
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Dans les deux premieéres étapes de la preuve, on considere les basses fréquences puis les hautes
fréquences pour montrer que

®) 5o
(avec > gy <1et k>0 constante universelle).

On montre alors dans la troisitme étape que cette inégalité donne un amortissement hautes
fréquences pour c et d.

En revenant & (LPH),, on en déduit alors dans la derniére étape un effet régularisant de type
parabolique pour d.

gq +romin(27,77%) g7 < Cagge(|1F | g0 +|Gllpo-r + V' (el oo + 1l 5o-2)) = K Vg,

Premieére étape: les basses fréquences

~||2 ~
1/-— ~
a2 T 1(PAAGE|Agd).
Prenons le produit scalaire L? de la premiere équation de (LPH), avec A,¢ et de la deuxiéme
avec Agd. Il vient

On suppose que g < gg et 'on pose qu = ||AqE||i2

1d

©) 2 dt

(10)

IIAqCIILz (Ag(v- VEAGE) + (AAd|AGE) = (A F|AE) = KV A

+1/

2+(Aq(v-VJ)|AqJ) — (AAEAd)=(A,G|Ad) — KV

En considérant les produits scalaires “croisés” (apres avoir appliqué 'opérateur A & la premiere
équation), on obtient également

d g
any = (7A82184d) +7

2 - -
od)| = PIAAGE L2+ (PAAGE A (0:Vd)) + (PAA(0-72)|Ayd)
+7(A2Ad|PANLE) = (PAAF|A,d) + (PAALEA,G) — 2KV (FAA ¢ Ad).
Une combinaison linéaire de (9), (10) et (11), et ’équivalence suivante:
5)

< 2

(12 S ING <3

permettent d’obtenir I'existence d’une constante s (1/32 fait 1'affaire) telle que

(13) 5#2 + (kP22HK V') f2 < (A F|A0) +(A,G)A, ci)—é((DAAqFIch?H(DAAqéIAqC?’))

Ay (0-VE)|AgE) — (A (v-Vd)| Ayd) + 8((VAch|A (0-Vd)) + (VAAq(v-ve)qu)).

A ce stade, on utilise une variante d’'un lemme de [4] démontrée dans [6]:

Lemme.1— Soit F € C°(RN\{0}) une fonction homogéne de degré m. Supposons que 1—N/2 <
p<1+N/2and —N/2 < p' < N/2+ 1. Alors on a les trois inégalités suivantes:

(F(D)Ay (v - VO)F(D)Age)| < Cag2™ " =™ lo|| _x s llell g [F(D)Agell 2 s
|(F(D)A (v V)| F(D)Age)| < Cag2™ 1™ min(2%, 774 o]l Ly llel g0 (D) Agell s
[(F(D)Ag(0-Ve)|Agd) + (Ag(v-VA)[F(D)Age)| < Cagllv]] ;v
X279 | F(D)Age]| 2 lldl| g + 27707 min(27%, 771) el 5p.00 186l ),

ot C ne dépend que de p, p' et N, et 35 g <1.
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Ceci permet de majorer les quatre derniers termes de (13). En se souvenant de (12) et comme
2%y < 2, on trouve

Ld

S f2 w2 fE < of

8P|+ ]| AdG]| |, +27 VeV ellzpm + o)) = KV' 12,

avec Y ez g < 1.
Multiplions I'inégalité ci-dessus par 22¢(°=1) 1] vient

1d

2 ,02q,2 1 -
Eagq—i—mﬂ 19, < Cgq <2q<p— ) HAqF‘

LAV AG] oV (g~ HldI ) KV

Deuxiéme étape: les hautes fréquences

Supposons maintenant que ¢ > go. On applique 7A & la premiere équation de (LPH), puis on
prend le produit scalaire L? avec 7AA,é. 11 vient

1d

(14) S IPAAGET, + (PAA (v VO PAAZ) + (A24,dI7AA¢)

= (DAAQF‘|DAAQ6) — KV |[7AA G-

~12
Soit £2 = [[PAAZ] %, +2 HAqd ‘B — 2(FAAE| A d). Daprés (10), (11) et (14), on a

Ld

— ~112 — k1
S 12+ PIAAET,+7 [AAd

2 ~ ~
‘Lz ~2(AAE1AG) + KV 2 = (PAA FIAAS)

+2(Ad|A,G) — (FPAALEALG) — (PAALF|A,d) — (PAA, (v - VE)|[TAAE)

2 (Aq(v : Vd)|AqJ) + (DAAq(v : ve)qu) + (DAAqE|Aq(v : vJ)) .
Comme pour g > qg, on a trivialement

- <12 <12 7 <12
sl 2l > o,

L2

des calculs immédiats conjugués au lemme 1 donnent

d _ _ _ ~ _ ~
Egg + m/gg < Cgq (2‘1(” b HVAA(IFHB 4 2a(p=1) HAqG‘

1
2 1o

tagV' (ellgpee + 1dllmo-s ) ) = KV'g2

pour une constante universelle x > 0. Ceci acheve la preuve de (8).

Troisieme étape: I’amortissement

En intégrant (8), on établit que
t t B ~
(15) gy(t) + K7 min(22,77%) / ga(7) dr < g,(0)+C / () F) 500 + 1G] o-1) dr
0 0 v

+/0t Vi) (Caq(T)(Hé(T)Hﬁg'“ + ||CZ(T)||BP—1) - Kgq(’/')) dr.
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Par ailleurs, (7) nous assure que

Cag(r) (16() 5500 + ld(7)[ 5o-1) = Kgq(r) < Cog(T)IIE(7) ] 50,00

—KC7129% max(,277) || Ay¢] > + C’o[q(q-)||c'[(7—)||Bp,1 — KO~ 194(p—1) ‘

Si I'on choisit K > C?, on en déduit que

Y Cay(n)(lem)5 Boo T ld(r)ll po-1) = Kgq(7) < 0.

qE€Z

En injectant cette dernieére inégalité et (7) dans (15) aprés sommation sur 7Z, on conclut que
(16) [1E(t)]| .00 +1|d() | s + 157 / le(m) g dr+ Y / 2000 win(2%,52) | A,d(r)||  dr
v 0 v 0
/4

t
< ¢ (lleol gy + lldoll -1 + / (17 ()| g + 1G (D 5o-1 ) dr).

Quatriéme étape: 1’effet régularisant

Il ne reste plus qu’a montrer l'effet régularisant de (LPH) sur d. On a déja obtenu cet effet
pour les basses fréquences dans (16), on se limite donc dans cette section a g > qq.

Soit g4 4 94(p-1) HAQ&HH. D’apres (10) et le lemme 1, on a

d ~
508 + k2292 < gy (200 | 8gell o + 29070 || 8,6 ) + 02V (0)(Cadlpos — Kg)-

On en déduit donc que

t t t
)+ 20 [ g,y dr <o)+ [ 207 8,60 dr+ [ 20180500 i
0 0

e / ) os dr,
d’ou

t
e ] o [ £ g o <
0

42490

/nG ||Bp1d7+/ 3 2 A2l dr -+ OV (1) sup ().

q4>qo

En revenant a (16), on conclut que

/ 3 oulrr1) HA d(r HLZ dr < (C + CV(t))(IIC()Ilg»,oo + lldol| go-1

q>4qo
+/0t <||F(r)||§g,oo + ||é(7)||Bp,1) dT)_

Cette derniére inégalité combinée avec (16), permet d’achever la preuve de la proposition 2. []

Remarque 4.— L’existence (et 1'unicité) d’une solution réguliere pour (LPH) dans le cas de
données régulieres est classique (voir par exemple [6] pour une esquisse de preuve.)
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3 Quelques généralisations
3.1 Existence locale dans d’autres espaces critiques

Dans le cas incompressible, on connait de nombreux résultats d’existence globale de solutions
fortes dans des espaces invariants par le scaling de I'’équation qui ne sont pas construits a partir de

lespace L2. On dispose par exemple de tels résultats pour des données initiales dans les espaces
N

N_g
de Besov homogenes By (définis en appendice) pour 1 < p < 4o00.

Lorsque p > N, l'indice de régularité de I'espace ci-dessus est strictement négatif. On sait
pourtant que lorsque la donnée initiale mesurée dans cet espace de Besov est petite, on a existence
globale d’une solution forte. Ceci permet par exemple d’obtenir I'existence globale pour une vitesse
initiale “grande en module” mais trés oscillante.

Ces considérations motivent 1'étude de (NSC) avec une densité initiale py telle que (py — p) €
N N

pr et une vitesse initiale uy € pr _1. Lorsque p # 2, nous ne sommes malheureusement pas
encore en mesure de prouver un résultat d’existence globale sous 'hypothese ci-dessus, méme sous
une condition de petitesse. Nous devons nous contenter d’un résultat d’existence locale pour une
densité initiale proche d’un état constant p > 0 quelconque.

Introduisons 'espace fonctionnel suivant pour 77> 0, s € R et 1 < p < 4o00:

Eszz(c%m;U;B;D x(LFGLIE£$+1)HCXQ11£§_U){

p

L’espace E » est manifestement invariant par le scaling de (NSC).
Dans [7], nous prouvons le résultat suivant:

Théoréme 2.—Soit p > 0 et p € [1,2N][. 1l existe une constante o > 0 telle que pour tout triplet
(po.uo, f) tel que (pg = p) € By'", ug € BY"™", f € LN(RY; BT et

lpo =7l x <
Bpp

N

il existe un temps T > 0 tel que (NSC) admette une solution (p,u) vérifiant (p — p,u) € Ef . Si
de plus p < N, cette solution est unique dans ’espace fonctionnel ci-dessus.

La preuve de ce résultat utilise une variante de la proposition A.3 et des estimations sur les
équations de transport par un champ de vitesse dans Ll(O,T;B%H). Tout revient finalement
a remarquer que le couplage linéaire entre les deux équations de (NSC) n’intervient que par des
termes d’ordre inférieur que 'on peut traiter comme des termes de forces tant que 'on se limite a
des résultats locaux en temps.

On remarquera que la partie existence du théoreme autorise des indices de régularité s négatifs
pour la vitesse (avec toutefois s > —1/2 au lieu de s > —1 dans le cas incompressible) mais que
I'unicité semble exiger que s > 0.

Signalons enfin que si 'on considére des données initiales un peu plus régulieres (c’est-a-dire
(po—p) €Bs,upe Bi ™l et f € L'(R*: Bs~1) pour un s > N/p), on peut remplacer la condition
de petitesse ||po — /3||B% < «a par une hypothése du type “loin du vide”:

p

0< 4 <po avec p constante.
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3.2 Cas d’un fluide polytropique

L’évolution d’un fluide compressible “général” est décrit par le systeme suivant:

Op + div(pu) =0,
O (pu) + div(pu @ u) —divrt + VP = pf,

(V5P) ) <p<% +e)> +div[u<p<g +e) +P)] = div(7 - u) = divg + pf - u.

Contrairement aux hypotheses faites dans le cas isentropique, la pression P dépend de la densité
et de 'énergie interne du fluide par unité de masse, e(t,z). On a noté 7 = Adivu1 + 2uDu (ou
(Du);; L 1(9;u? + 9;u’) est le tenseur des déformations) et on suppose pour simplifier que les
coefficients A\ et ;o sont constants et tels que > 0 et A + 2, > 0. Enfin, g désigne la conduction
thermique et s’écrit ¢ = —kVT avec k constante strictement positive et 7 = T (¢, x), température
du fluide.

Dans les conditions “normales” de température et de pression, un tel fluide est polytropique.
I1 vérifie la loi de Mariotte: P = RpT (R constante des gaz parfaits) et la loi de Joule: e = C, T
avec (', constante strictement positive.

On s’intéresse & de petites perturbations d’un état & densité et température constantes (p, T).

On vérifie aisément que (NSP) est invariant par la transformation

(p(t, ), u(t, z), T(t, ) — (p(0%t, Lx), Lu(C*t, Lx), O>T (L%, L))
(po(.%'),UO(.QT),%(QT)) — (po(éx),Euo(éx),£275(£x)),

a des termes d’ordre inférieur pres provenant de la pression. Ceci nous suggere d’étudier I'existence
de solutions fortes pour des densités et vitesses initiales dans les mémes espaces que pour (NSC),
et d’imposer & Ty — 7 un cran de régularité de moins que pour la vitesse.

Si 'on se limite & des espaces de type B®, on s’attend donc & obtenir 'existence globale de
solutions fortes sous ’hypothese

(17) lpo = pll yy o+ llwoll gy + 170 = Tl oy o + Il <1,

B2 NB2 Ll(B%_l)
En reprenant les méthodes employées ici dans le cas isentropique, on prouve que c’est effectivement
le cas en dimension N > 4, ce qui n’est pas tres intéressant d’un point de vue physique !

En dimension N = 3, on peut construire une solution globale sous la condition (17) mais on
perd la partie unicité & moins de supposer un peu plus de régularité sur les données initiales.

En dimension N = 2, la situation est encore pire, méme pour obtenir l'existence, il faut
supposer plus de régularité que ce que suggerent nos considérations de scaling.

Le lecteur intéressé par les résultats détaillés pourra consulter [7]. Indiquons juste que la
encore, la partie incompressible de la vitesse se découple des autres équations. On doit finalement
prouver des estimations a priori pour un systeme linéaire mixte de trois équations avec terme de
convection, les équations portant respectivement sur I'écart & la densité de référence, c, la partie
compressible de la vitesse, d et I’écart a la température de référence.

Appendice

Nous définissons ici pour la commodité du lecteur les espaces de Besov homogenes, la décomposition
de Littlewood-Paley et en rappelons quelques propriétés classiques.

A.1 La décomposition de Littlewood-Paley et les espaces de Besov homogeénes
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Avant toute chose, définissons une décomposition de Littlewood-Paley homogene. On part
d’une partition dyadique de I'unité, c’est-a-dire d’une fonction ¢ € COO(]RN ) que I'on supposera &
support dans la couronne C X {€ e RN, 5/6 < |¢] < 12/5} (pour fixer les idées) et telle que

Do) =1 si E#£0.
/4
Si Pon pose h = F~ 1, on définit les blocs dyadiques A, par
déf o
Agu % o271 DYy = 20V /]RN 2y )u(z — y) dy.

La décomposition formelle
u = Z Agu

/4
est appelée décomposition de Littlewood-Paley homogene.
On prendra garde au fait que 1'égalité ci-dessus n’est pas toujours valable dans S'(IRY) mais
seulement dans S’(IR") modulo les polynémes (voir [14]). En effet,
i) Le membre de droite ne converge pas toujours dans S'(R"),
ii) Méme lorsqu'il converge, I'égalité peut ne pas étre vraie dans S'(R") (penser au cas u = 1).

En revanche, les propriétés de support de ¢ conferent & la décomposition d’agréables propriétés
de quasi-orthogonalité. Par exemple, on a

AAu=0 si [p—gq|>2.
Nous pouvons maintenant définir les espaces de Besov homogenes que nous utiliserons:
Définition A.1.—Soit 1 < p < +00, s € R et u € S'(RY). On pose

déf
lullpy S 207 A ul
qEZL

Dans le cas p = 2, cette définition coincide avec celle donnée dans I'introduction. Lorsque p # 2,
une définition correcte des espaces B, nécessite une troncature réguliere.

On notera que ||| 5. n’est pas une norme sur {u € S'(R™), |ju|| 5. < +oo}. En effet, si u est
p p

dans S'(R™), ||u|| 5. = 0 si et seulement si u est un polynome.
B
b

En suivant [1], ceci nous conduit & définir nos espaces de Besov homogenes de la fagon suivante:
Définition A.2.— Soit s€e R, 1 <p < +oo et m=—[N/p+1—s]. Sim <0, on pose
Bi = {ueS'(R"), lull g, < o0 et u= > Agu dans S'(RV)}.
qEZ
Lorsque m > 0, on note Py, [RN] I’ensemble des polynomes de degré < m et on pose

Bi = {ueS'(RY)/Pm[R"], ||ull . <00 et u = Z Aqu dans S'(RN) /P, [RN]}.
€Z

Dans l'article, nous utilisons principalement I'espace B35 que nous notons B® en l'absence
d’ambiguité. Cet espace est inclus dans I'espace de Sobolev homogene H?®: en effet, on a

2
2
Julle = D2 (27 18gull2 )
N/
ce qui montre que B?® et H? sont en fait trés proches.

Plus généralement, les espaces By et W*? sont aussi tres proches et on a toujours By — W*#P.
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A.2 Quelques propriétés classiques des espaces de Besov
Enongons maintenant quelques propriétés importantes des espaces B,.
Proposition A.1.— On a les résultats suivants:

i) Densité: L'ensemble Cg° est dense dans B, des que |s| < N/p.
ii) Dérivation: Il existe une constante universelle C telle que

O ull gy < [Vull g1 < Cllul .

iii) Dérivation fractionnaire: Soit A e vV—A et o € IR. L'opérateur A? est un isomorphisme
de B, dans B;~°.
iv) Propriétés d’algébre: lorsque s > 0, B, N L est une algébre.

v) Interpolation: (By*, By?)g,1 = B§31+(1‘0)52.
Signalons de plus que Pespace BN/? est une algebre incluse dans l'espace C, des fonctions

continues tendant vers 0 a D'infini.
Les espaces B, vérifient des propriétés du type estimations douces:

Proposition A.2.— Soit s >0, 1 <p < +oo,u € L*NB; etv € L*NB,. Alors uv € B, NL*>
et l'on a les estimations douces suitvantes

luvll g, < C (lullo 10l 55 + 0] 10l ;) -

Soit s1, s3 < N/p tels que sy + 52 >0, u € Byt etv € By2. Alors uv € B;“LSZ_N/p et de plus

||uv||BZl+sTN/p < Cllull gz [l g2z -

On renvoie & [3] pour la preuve de ces résultats.
Le lemme de composition suivant nous sera fort utile pour estimer le terme de pression dans

(NSQC).
Lemme A.1.—Soit s >0, 1 <p < 400 et u € ByNL®. Si F € WS> (RY) vérifie F(0) =0

oc
alors F(u) € B,. De plus, il existe une fonction d’une variable Cy ne dépendant que de s, p, N et

F, et telle que
1E ()l gy < Co ([ull poe) lull g,

A.3 Propriétés régularisantes de 1’équation de la chaleur

Dans cette partie, on donne des propriétés régularisantes de I'équation de la chaleur utilisées
pour estimer la partie incompressible de la vitesse dans (NSC). Introduisons d’abord quelques

notations.
1/r

) T
Pour T'> 0, r € [1,+00] et X espace de Banach, on pose ||u||L%(X) e (/ lu(r, )]s d7'>
0
et

L"(0,T; X) L {u(t,z), u(t,-) € X pour presque tout ¢ €)0,T] et ||u||L;(X) < +oo}.

g [ [T Hr
On pose aussi [|ull,-(x) = </ u(r, )| d7'> et
0
L"(RT; X) L {u(t,z), u(t,-) € X pour presque tout ¢ >0 et [[ul| . x) < +oo}.
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Soit C([0,T); X) (resp. C(IR™; X)) I'espace des fonctions de L>(0,T; X) (resp. L=(IR"; X)) telles
que 'application ¢ ~ u(t, -) soit continue de [0,7] (resp. R") dans X.

D’apres [3], on a la proposition suivante:

Proposition A.3.— Soit s € R, p € [1,+o0o[, r € [1,+00], et u solution de

{atu—VAu:f,

Ut=0 — UQ-

1l existe une constante C > 0 ne dépendant que de N, v et r et telle que pour tout 0 < T < 400,
on ait

ll .y gevermy < C (ol g + £l o) ) -

De plus, u € C([0,T]; B;).

[1]
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