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1 - Introduction

L’objectif du texte qui suit est de donner un apergu (rapide et incomplet!)
de I'étude menée par les auteurs ([15], voir aussi les notes [16], [17]) sur une
classe générale d’équations aux dérivées partielles stochastiques fortement
(on dit aussi “complétement”) nonlinéaires.

Apres avoir insisté sur les motivations et sur les principales difficultés
mathématiques de ce type de probleme, nous donnerons un résultat comme
échantillon représentatif de notre théorie. Et nous concluerons par quelques
questions ouvertes, qui semblent pourtant d’une grande simplicité...

La principale classe d’équations étudiées est la suivante

(1) du = H(z,t,w,u, Dyu).dW; + F(x,t,w,u, Dyu, D>u)dt
pour t > 0, z € RY (par exemple...), avec une condition initiale

(2) u‘tio = uy sur RY .

oll ug est une fonction scalaire sur R™Y (supposée bornée, uniformément con-
tinue par exemple, on notera dorénavant cet espace de fonction par BUC' (]RN ))-
Outre le caractére scalaire de 1’équation (1), notre théorie s’applique & la
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classe d’équations vérifiant, au moins formellement, le principe du maxi-

mum ce qui revient a exiger que F' vérifie pour tout (z,t,w), u € R, p € RY
(3) F(z,t,w,u,p,A) > F(z,t,w,u,p,B) si A>B

ou A et B sont des matrices symétriques, N x N quelconques.

D’autres hypotheses, plus techniques, sont nécessaires, pour exclure I'appa-
rition de “chocs”, portant par exemple sur les dépendances de H et F' en u
(H et F Lipschitzien en u, localement en u, uniformément en p, A...). Nous
ne les détaillons pas ici.

Le caractere stochastique de (1) provient de la présence de terme dW;,
différentielle (au sens d’It6) d'un mouvement Brownien standard W; a valeurs
dans IRY (de sorte que H est bien siir & valeurs dans IR"). Dans la section
2 ci-dessous, nous indiquons brievement quelques applications d’équations
du type (1). Puis, nous expliquons dans la section 3 quelques-unes des
principales difficultés mathématiques qu’il nous faut résoudre. Enfin, nous
présentons dans la section 4 un résultat typique de ce que notre théorie de
solutions de viscosité stochastiques permet de faire.

2 - Applications
Nous indiquons une bréve liste d’applications que nous ne détaillerons
pas ici.

i) Analyse Stochastique et EDPS linéaires (ou semilinéaires) :

Un exemple classique en Analyse Stochastique d’équations du type (1) est le
cas ol H est linéaire en Du, F' est linéaire en D?u (en général, des conditions
supplémentaires sont imposées comme l'indépendance de H et F' par rapport
a u et la linéarité de F' en Du...) et ’équation est “parabolique” au sens ou
il existe v > 0 tel que

F(A) > vTr (A), VA symétrique .

Nous renvoyons le lecteur a E. Pardoux [19], H. Watanabe [23] (...) pour plus
de détails. L’exemple le plus simple d’équations de ce type est le suivant :

1
(4) du = Du.dW;+ 2 Au dt
et, au vu de la formule de Ito, la solution est donnée par

(5) u = uo(x+ Wy) .
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ii) Filtrage et controle stochastique avec information partielle :

Il est bien connu que l’équation de Zakai joue un role fondamental en fil-
trage nonlinéaire et dans la théorie du controle stochastique avec information
partielle. Cette équation gouverne notamment 1’évolution temporelle de la
densité conditionnelle (non normalisée) d’une diffusion et elle est de la forme
(1) avec H lindaire en u et Du, et F linéaire en Du, D*u (indépendante de
w). Pour plus de détails, on pourra consulter M. Zakai [24], B.L. Rozovsky
[22], E. Pardoux [20], [21], N.V. Krylov et B.L. Rozovsky [11], H. Kunita
[12]...

iii) Modeles de taux en Finance Mathématique :

Des modeles généraux du type (1) ont été proposés récemment pour I’évolution
de la courbe des taux en Finance Mathématique (voir R. Cont [5], M. Musiela
(18] ...).

iv) Controle stochastique trajectoriel :

De la méme facon que le controle optimal de systemes modélisés par des
équations différentielles ordinaires (déterministes) peut étre abordé par I’équa-
tion de Hamilton-Jacobi-Bellman (H = 0, F' = F(z,t, Du) convexe en Du),
le controle trajectoriel de diffusions conduit a des équations de Hamilton-
Jacobi-Bellman stochastiques du type (1) - voir P.-L. Lions et P.E. Souganidis
[15], [17] pour plus de détails.

v) Propagation stochastique de fronts et d’interfaces :

Des modeles en Physique et en Science des Matériaux (pour étudier notam-
ment les phénomenes de nucléation) introduisent des propagations stochas-
tiques de fronts ou d’interfaces. Le cas le plus simple en dimension 2(= N) est

u mouvement d’un ur rmée réguliér n vi norm
le cas d ouvement d’une courbe fermée réguliére dont la vitesse normale
"

de propagation est donnée par un bruit blanc o
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“ "
X = Vn, y W
dt

Rappelons que si la vitesse V' est une constante ¢, alors, en introduisant
une fonction ug sur IR? telle que la courbe de niveau {u, = 0} soit précisément
la courbe initiale (et la zone {uy > 0} corresponde a I’extérieur de la courbe...),
les courbes de niveau {u(t) = 0} donnent le mouvement de la courbe dés que
w résout (au sens des solutions de viscosité)

Il est donc naturel d’imaginer que le cas d'une vitesse normale donnée par
un bruit blanc conduise a I’équation

(6) du = |Du| dW .

. . , aw .
Plus généralement, si la vitesse normale est donnée par V = oz% — BC ou

C' désigne la courbure (o € IR, # > 0), cet argument heuristique conduit &
I’équation

azuaju)

Pour plus de détails sur le cas déterministe, le lecteur pourra consulter le
cours [1] ainsi que G. Barles et P.E. Souganidis [4], G. Barles, H.M. Soner et
P.E. Souganidis [3].

vi) Problémes asymptotiques avec coefficients aléatoires oscillants :

Il s’agit de déduire des équations de type (1) a partir d’équations faisant
intervenir des coefficients aléatoires rapidement oscillants. Jusqu’a présent,
seul le cas linéaire avait été étudié (voir par exemple H. Kushner et H. Huang
[13], H. Watanabe [23]). D’autres problemes asymptotiques concernent les
transitions de phase dans des milieux aléatoires. Ainsi, a partir d’équations
de type Allen-Cahn avec un terme aléatoire rapidement oscillant de “forcing”
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temporel, on peut déduire formellement des équations de type (7), cette
déduction a d’ailleurs été justifiée si N = 2, pour des courbes délimitant un

ensemble convexe régulier et pour un intervalle de temps convenable, par T.
Funaki [9].

3 - Difficultés mathématiques

3.1 Méme dans le cas de solutions régulieres (en z) de (1), la formulation
des équations n’est pas claire. Pour se convaincre de la difficulté, donnons
deux exemples. Tout d’abord, dans le cas de ’équation (6), on s’attend a
ce que l’équation (6) soit invariante par changement monotone d’inconnue
(u — B(u) ou [ est réguliere et strictement croissante sur IR) : en effet, u et
B(u) ont les mémes lignes de niveau ! Or, la formule de It6 implique

A = Fludu+ 5 () |Duf’ de

= [DB()] dW + 5 5" ()| Duf* dt

Et I'invariance désirée n’est pas vérifiée !
Le second exemple porte sur le cas trivial d'une équation linéaire avec
N=1
du = u dW + Augdt , A>0.

D’aprés la formule de 1t6, en posant v = u(x — Wy, t), on obtient

dv = du — u,dW + %umdt — Uppdt = ()\ — %)umdt = (A - %)vmdt

1
de sorte que si 0 < A < 2’ le probléme est mal posé (équation de la chaleur

rétrograde !). De maniére plus générale, (1) est mal posé (au moins formelle-
ment) & moins de supposer (en notant p = Du, A = D%u)

1 OH oH

F(p,A) > —(A — —

(n,4) > 5( o ) B,

2
La solution a ces difficultés consiste a remplacer la différentielle de Ito
par celle de Stratonovich (notée odW;) et d’écrire (1) sous la forme

(p)) . VA,p.

(8) du = H(z,t,w,Dyu)odW, + F(zx,t,w,u, Dyu, D>u)dt
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Ainsi, (6) devient
(9) du = |Du|odW

et on a bien, grace au calcul de Stratanovich,
dB(u) = f'(u)|Du|odW = |DpB(u)|odW .
D’autre part, ’équation, pour A > 0,
(10) du = u,odW + \u,,dt
devient, en posant v = u(x — W, t),
dv = X vy, dt

et est donc bien posée pour tout A > 0.

I1 convient alors d’observer que (8), (9) et (10) peuvent se réécrire avec des
différentielles de It6 et deviennent alors respectivement (dans le cas ou H ne
dépend que de Du)

1 OH OH
8 du = H.dAW + (F + = (D*u.——, ——)) dt
1
(9") du = |Dul.dW + i(Dzu.Du,Du) |Du| 2 dt |
et 1
(10”) du = udW + (A + 5) Ugy dt .

3.2 Nous venons de voir que le cadre naturel était fourni par le calcul de
Stratanovich. Pourtant, celui-ci crée une difficulté mathématique considérable
puisqu’il nécessite des fonctions et des processus “réguliers”. Or, on ne peut
s'attendre au mieux, en général, qu’a une régularité du type w Lipschitzien
en x uniformément en ¢t. En effet, ceci est déja le cas pour des équations
déterministes (H = 0) dans le cas ou F' ne dépend que de Du (équations de
Hamilton-Jacobi du 1 ordre avec ’apparition de “chocs” i.e. de disconti-
nuités sur Du). Ce type de singularités est a I’origine de l'introduction, dans
le cas déterministe, de la théorie des solutions de viscosité (M.G. Crandall
et P.-L. Lions [7], voir également ’article de revue M.G. Crandall, H. Ishii
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et P.-L. Lions [6] ainsi que les ouvrages [1], G. Barles [2], W.H. Fleming et
H.M. Soner [8]...).

3.3 Pour donner un sens a (8), trajectoire par trajectoire, il nous faut donc
trouver une formulation de type solutions de viscosité (i.e. de transformer la
propriété formelle de principe du maximum en notion de solution...). Pour
une trajectoire brownienne (W;, ¢t > 0) quelconque (p.s.), on ne dispose que
d’'une propriété de continuité par rapport a ¢ (ou méme Holder d’exposant
6 < 1/2) alors que la théorie classique des solutions de viscosité nécessite au
moins une propriété d’absolue continuité (W*1(0,T) pour tout 7' > 0) - voir
P.-L. Lions et B. Perthame [14] et H. Ishii [10] - qui n’est jamais vérifiée pour
le Brownien ! On peut néanmoins tenter d’adapter la notion introduite dans
[14] en considérant, pour toute fonction réguliere p(x) sur IRY, les quantités
r%?vxu(t) —o(z) =m(t), I]%%vn u(t) — ¢(z) = m(t) et en écrivant

(11) dm < H(Dg(,)) 0 dW, + F(Dg(x), D*¢(xy)) dt
et
(12) dm > H(Dg(x;) o dW; + F(De(x:), D*p(xy)) dt

en ne considérant, pour simplifier la présentation, que le cas ou H ne dépend
que de Du et F ne dépend que de (Du, D?*u). Dans les inéquations (11)
ou (12), x; est un point de maximum ou de minimum de u(t) — ¢. Et
méme si on néglige la question de la sélection de x; (point technique qui peut
facilement étre contourné...) la question fondamentale de la signification de
H(Dgo(xt)) o dW; subsiste et nous ne savons pas s’il est possible de donner
un sens a cette expression...

3.4 (Un exemple utile).

Dans le cas particulier ou H ne dépend que de Du et est régulier, et F' =0,
on peut construire, par la méthode des caractéristiques, sur un intervalle de
temps de la forme [tg, ¢y + 7] (7 > 0) une solution de

(13)

du = H(Du) odW pour t € [ty,to+ 7]
'M(to) = U

en supposant que ug € W>*(RY) (et F € C®).
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11 suffit en effet de résoudre pour tout y € RY, t € [tg, to + 7]
v —{W(t) = W(to) }.H'(Duo(v)) = y.

et de poser Du(y, t) = Dug (), u(y, t) = uo(w)+ (W (t) =W (to) ) { H(Duo ()~
H’(Duo(x)).Duo(x)}. Cette construction est clairement possible pour ¢y €
[0,7] (T > 0 fixé) si 7 est choisi suffisamment petit de sorte que

(max |W<s>—w<s'>|) ( max ||H”<p>||) D%l < 1.
Ip|<[|Duol| ;oo

0<s<T
s —s|<T

Observons que seule la continuité de W est requise dans cette construction
et que la solution ainsi construite, notée u = SO(H, W, to,t).ug ou S°(to,t).ug
s'il n'y a pas d’ambiguité, est de classe C? uniformément en t, € [0, 7],
t € [to,to + 7] si ug € C%

4 - Un résultat typique

Dans cette derniere section, nous présentons un résultat typique tiré de
[15] (voir aussi [16], [17]) et nous indiquons une extension possible ainsi que
quelques exemples de problemes ouverts. Nous n’aborderons pas ici les di-
verses applications mentionnées dans la section 2 ci-dessus (voir [15] et [17])
qui peuvent toutes étre traitées grace a notre théorie. Enfin, de fagon a sim-
plifier le plus possible la présentation, nous ne considérerons que le cas ot H
ne dépend que de Du et F ne dépend que de Du et D*u de sorte que (8) se
réduit a

(14) du = H(Du)odW + F(Du, D*u)dt dans RY x [0, 00|

avec la condition initiale (2) ott ug € BUC(IRY). On suppose que H est
Lipschitzien sur RY et de classe C?, et que F est continue et vérifie (3).
Nous allons en fait résoudre (14) de maniere trajectorielle, c’est-a-dire en
considérant une trajectoire (W(t),t > 0) quelconque (p.s.). En fait, nous
montrerons que l'on peut considérer une trajectoire (W (t),¢ > 0) continue
quelconque i.e. une fonction continue de ¢t > 0 quelconque & valeurs dans R” .
Pour ce faire, on introduit la notation suivante : si W € WhH1(0,T) (VT > 0) -
ouméme W € C*([0, +o0[ )...—, la théorie classique des solutions de viscosité
donne l'existence d'une famille (continue par rapport a ¢) d’opérateurs S(t)
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qui & ug € BUC(IR™) associe u(t) ol u(x,t) est I'unique solution de viscosité
dans BUC(RN x [0,T]) (VT > 0) de

Ju aw
— = H(Du).— + F(Du, D?
(15) ot (Du) @ (D, D7)
dans RY x [0, 400, u‘tio = uy dans IRY,

et on sait que u dépend contintiment de W dans W' (ou C*...) - ainsi
d’ailleurs que de H et F' (pour la topologie de la convergence uniforme sur
tout compact)... . De plus, on a (le principe du maximum !)

(16) S(tug < S(t)vy sur RY x [0, +oo] si ug < vy sur RY

et
(17) S(t)(up+c) = S(t)ug+c, VeelR
de sorte que I'on a pour tout ¢t > 0
+
(18) sup(S(t)uo - S(t)vo) < sup(ug — vp) ™.
RN RN

On notera dorénavant S(W,t) = S(t).

Le résultat typique que nous pouvons alors énoncer est le suivant :

Theoréme : La famille d’opérateurs S(W,t) se prolonge, par continuité,
de maniere unique a toute fonction W & O([O, —i—oo[,]RN) en une famille
continue d’opérateurs sur BUC(IRY) vérifiant (16)-(18). En d’autres ter-
mes, si W € C’([O,+oo[,]P{N), et si on choisit W, € Ol([0,+oo[) qui
converge uniformément vers W sur tout compact de [0,+o0], u,(z,t) =
S(W,,t).up(z) converge uniformément sur RY x [0,T]) (YT > 0), et cette
limite est indépendante de la suite (W,,), choisie. De plus, S(W,t) vérifie les
propriétés (16)-(18). O

De ce résultat, on déduit aisément la formulation qui suit, de type solu-
tions de viscosité, de I'équation (14). Cette formulation est en fait a la base
de la démonstration du résultat précédent.

Corollaire : Pour tout uy € BUC(IRY), u(z,t) = S(W,t).uo(x) € BUC(IRN x
[0,T]) (VT > 0) vérifie les propriétés suivantes pour toute fonction ¢ de classe
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C? et Lipschitz sur RY, pour toute fonction g de classe C* sur [0, +-00[, pour
tout T > 0 fixé et pour tout t € [0,T] : si u(.,t+.) — S°(t+.,t).0(.) — g(.)
admet un point de maximum (respectivement, minimum) en xy, hy €|0, 7],
alors on a

(19)  ¢'(ho) < F(D(S(t + ho,).9) (x0), D*(S(t + ho, 1)) (w0)),
(respectivement

(18)  g'(ho) = F(D(S(t + ho,t).0) (x0), D*(S(t + ho, 1)) (w0))).0

Les résultats précédents permettent donc de résoudre (14) dans le cas ou
H est de classe C2 et Lipschitz sur RY. On peut bien siir éliminer I’hypotheése
que H est Lipschitz sur IRY en supposant par exemple que ug est Lipschitz
sur RY et que H est localement Lipschitz mais, en revanche, I’hypothése que
H est de classe C? est une restriction beaucoup plus génante. On observera,
qu’elle n'est pas vérifiée dans le cas de I'équation (9) (correspondant a des
propagations de courbe, voir section 2 ci-dessus). Il est donc important
d’éliminer, au moins partiellement, cette hypotheése. Dans [15] (voir aussi
[17]), nous montrons qu’il suffit de supposer que H est Lipschitz sur IRY
et que H peut s’écrire comme la différence de deux fonctions convexes. On
peut alors étendre par continuité, de maniére unique, les opérateurs S(W,t) =
S(H,W.,t) a de telles fonctions H.

Concluons cette bréve présentation par quelques problemes ouverts. Tout
d’abord, nous ne savons pas vérifier, en général, que la notion de solutions
introduite dans le Corollaire précédent caractérise u(x,t) = S(W,t).uo(x).
L’unicité de telles solutions est établie dans [15] (voir aussi [16]) dans le cas ou
F ne dépend que de Du, ou dans le cas ou H est affine en Du. D’autre part,
nous ne savons pas si S(H, W, t) peut s’étendre, de maniére unique, a toute
fonction H Lipschitzienne (en d’autres termes, est-il nécessaire de supposer
que H est la différence de deux fonctions convexes 7). Enfin, terminons par
une question ouverte, en apparence trés simple (...!), dans le cas ou N =1 :
en supposant ug réguliere, H régulier, la solution de

du = H(u,) o dW + Aug,dt
(respectivement,  du = H(uy)dW + Aug,dt)
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est-elle réguliére en = (pour tout ¢ > 0) dés que A > 0 (respectivennent,

1 ’ 2 0
A> cmax{|[H' () / Ipl < ]l }) ?
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