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Variation de la phase de diffusion et distribution des
résonances

Vesselin Petkov et Maciej Zworski

1 Introduction

Dans cet exposé on se propose d’examiner la variation de la phase de diffusion associée &
lopérateur de diffusion

S(\) : L2(S"Y) — L2(S™ Y, A eR,

dans le cas d’une perturbation compacte du Laplacien —A. Sous des hypothéses assez générales
que nous allons préciser dans la section suivante on a

SA) =1+ AN, NeR,
ot A()\) est un opérateur & trace et cela permet d’introduire la phase de diffusion
s(\) =ilogdet S(\), s(0) =0.

Le comportement asymptotique de s()\) est similaire au comportement asymptotique de la
fonction de comptage des valeurs propres N(\) d’'un opérateur elliptique @) ayant un spectre
discret et on a ’estimation

8(A) — coA™| < CoA™ 1, A = o0 (1)
avec ¢g > 0, Cy > 0 (cf. [10], [16], [2]).
Dans les expériences physiques on s’intéresse a la variation
s(t4+06)—s(r—20), 6>0

et on observe que cette variation change extrémement vite quand 7 est suffisament pres de la
partie réelle ®)\; d’une résonance \; de S(\). De plus, il y a des exemples (cf. [3], [11]) on
pour une suite convenable de résonances \;, |A;| — oo, nous avons

| (RA))] > Ce®®Nl o > 0.

Dans la littérature physique on suppose que si on a une particule instable suivant une loi
exp(—I't) avec I" > 0 assez petit et si Ey — iI" est une résonance, alors la densité de I’énergie
est donnée approximativement par la distribution de Breit-Wigner

r
o)t E€R.
O marE—m) T€
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Evidemment, ’existence de plusieurs résonances ayant une grande concentration rend beaucoup
plus compliquée 'application des arguments physiques. En analogie avec la distribution de
Breit-Wigner introduisons le noyau de Poisson

1 Sz

A= 22

P(z,\) =

Sz >0
et la mesure harmonique

wo,(z7) = [ PN\, 7€ R=0Cs.
v

associée au demi-plan C; = {z € C: &z > 0}. Dans le cas d’'un opérateur () ayant un spectre

discret la fonction de comptage N(\) détermine une mesure dN()\) et

N(r+8) =N -8 = > 8,(r-d7+9),

|1 —7]<0

pj étant les valeurs propres de (). En remplacant les mesures de Dirac d,,, par des mesures
harmoniques wc, (Aj,.), ot A; € C sont les résonances de S(A), on pourrait supposer qu'un
résultat pareil soit valable. Dans cette direction notre théoréme principal justifie 'approximation
de Breit-Wigner.

Théoreme 1. Soit 0 < € < 1 fiz€ et soit L un opérateur satisfaisant les hypothéses (6)-(8)
ci-dessous. Alors pour 0 < § < €/2 on a

s(t+6) —s(r—0)=2m Z we, (Aj, [T = 6,7 +68]) + O (67" 1), Vr > 1, (2)
Aj—Tl<e

ot les résonances \j sont incluses avec leurs multiplicités.
I1 est intéressant d’examiner I’existence de résonances dans des petites ”boites”

{z€ C:|Rz—171| < BJ Sz <de}, B>0. (3)

Dans cette direction nous avons été motivés par le cas examiné dans [3] (cf. aussi [16] pour
les perturbations de longue portée). Soit s;,(\) la phase de diffusion relative associée aux
opérateurs L;j(h) = —h?A + Vj(z), j =1,2, h >0, ott Vi(z) est un potentiel non-captif pour
le niveau d’énergie 0 < \g = |£|? + Vi(z), tandis que Va(z) étant un “puits dans un ilot” est
un potentiel captif pour le niveau Ao = |¢|? + Va(z). Désignons par I'(h) Pensemble des poles
d’opérateur de diffusion associé a L;(h), j = 1,2, et supposons que A(h) € I'(h) est un pole
simple. Apres soit §(h) > 0 tel que
SA(h)

R~ _ : .
llzli,%h d(h) =0, }ILI\I‘I(I] 50h) =0 (4)

et soit {2(h) un voisinage complexe de Ay tel que

() Q(h) = {Xo}, RA(R) £6(h) € QR)NR, 0<h < hg,
h>0

dist (T'(h), 0Q(h)) > cce™/", Ve > 0.

De plus, supposons que A(h) est le seul pole dans Q(h). Sous ces hypothéses Gérard, Martinez
et Robert [3] (cf. aussi [16]) prouvent que

Jim [S(RA(R) £ 6(h)) — s(RA(R))] = % (5)
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2 Hypotheéses et résultats

On va rappeler les hypothéses de ”"black box” scattering (cf. [21], [23]). Soit H un espace
Hilbertien complexe ayant la décomposition orthogonale

H =Hp, ® L*(R"\ B(0,Ry)), n>2.

Soit L un opérateur auto-adjoint avec domaine D C H tel que
1|rm\B(0,re)P = H*(R™ \ B(0, Ry)), (6)

1|rm\B(0,Re) L = —Al|Rm\ B(0,Ro)» (7)

opp(L)N[0,00) =0, L>-C, C>0.

On suppose aussi que L est elliptique dans le sens suivant: soit L Popérateur de référence de
L obtenu en considérant L sur H! = Hp, ® L*>((R"/RZ") \ B(0,Ry)), R > Ry dans le sens
naturel. Alors on suppose que

BN N eo(lf), N <r}=CLyr"+00" 1Y), r— . (8)

Autrement dit Popérateur de référence Lf admet une asymptotique de Weyl avec un reste
comme dans le cas classique des opérateurs elliptiques. De plus, (8) implique les propriétés
nécessaires pour que la formule de Poisson soit valable (cf. [23], [20]).

Un exemple typique ot les hypotheses (6)-(8) sont satisfaites est une perturbation métrique
de —A dans un domaine extérieure R" \ O avec L de la forme

L=-— Z Oz; (ai’j(x)awi) , sur R"\ O,
ij—1

ou JO est régulier, R"™\ O est connexe et on considere des conditions de Dirichlet ou Neumann
sur le bord. Les coefficients a; j(x) sont & valeurs réelles et les conditions suivantes sont
satisfaites:

a@j(m) € COO(|Rn), ai,j(x) = ajﬂ'({L'), 1<4,5 <n,

> aij(@)& & = 6olél?, 6o >0, Vo € R", V¢ € R,
i,J

il existe Ry > 0 tel que a; j(x) = d; j pour |z| > Ry.
Dans ce cas L est un opérateur elliptique positif dans L?(R™ \ ), de domaine H2(R" \ O) N
H}(R"\ O).
On a montré dans [21] que la résolvante

RN =(L-X)"1:H—D, SA<0, A2 ¢ opp(L)

admet un prolongement méromorphe dans C comme un opérateur R(\) : Heomp — Dioc si
n est impair et sur le plan logarithmique, A, si n est pair et les poles, A\;, S\; > 0, sont de
multiplicité finie. L’opérateur de diffusion S(\) : L2(S"~1) — L2(S"1), X € R, admet un
prolongement méromorphe dans C pour n impair et dans A pour n pair. Les poles de S()\)
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coincident avec les poles de R(\) et ils sont de multiplicité mg(A\) = mg(X) —mpr(—X), mr(\)
étant les multiplicités des poles de la résolvante (cf. [32] et les références citées). Dans la suite
les poles \; seront appelés résonances.

Sous les hypotheses ci-dessus la fonction de comptage des résonances admet des estimations
polynoéminales pour n impair obtenues suivant la généralité dans [9], [31],[21], [26]

A N < rp < Apr”, r > Ay (9)
Pour n pair on a une estimation similaire
A [Nl <y Jarg Aj| < p} < Apr", r > Ay, (10)

(cf. [21] pour une preuve concernant p < 7/2 et [28], [29] pour le cas général et la dépendance
de A, de p). Finalement notons que I'asymptotique (1) est valable pour des opérateurs satis-
faisant (8) (cf. [2]).

Dans la suite de 'exposé on suppose que L satisfait les hypotheéses (6)-(8). Les résultats
ci-dessous concernent les bornes inférieures et supérieures de la variation de la phase de diffu-
sion.

Proposition 1. Soient C; > 1, C = 2(1 — Cl_l)_l deuz constantes fixées. Alors pour tout
0<e<l, §d>0etT7>10na

s(T+60)=s(r) > (mn=Ce) f{N\j: 7 <RN; <7+ Ci’ I\ <ed}+ 06", (11)
1
s(1) =s(1—=08) > (mn—=Ce) f {\j: 7 — C’i <SRN <7, SN\ <edt+0O0T Y, (12)
1

ou O(07" 1) est indépendant de e.

Remarque. La constante m1 — C'e dans la partie droite de (11) correspond & 7 dans le
résultat semi-classique (5). En effet, supposons qu'il existe des résonances \,, telles que

S S CRA) ", 0< RN — 400, m —r 00, C > 1.

Soit
0<v <1, 8n=CRN\N2)™"™, €= (RN0)7Y, T = R

On déduit de la Proposition 1 que
i — > .
mh_{n()o (3(Tm +0m) S(Tm)) ZT (13)
On peut choisir §,,, €, convenablement pour que A, soit la seule résonance dans
Om
{zeC:|Rz—1p| < Yok Sz < Omé€m} -
De plus, si cette résonance est simple, on peut montrer qu'on a une égalité dans (13).
La Proposition 1 permet d’obtenir une estimation pour le nombre de résonances

Ij{/\jt’l’ﬁ%/\jg’r—i-l, %/\j§26}.
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En effet, choisissant C1 =2, C =4, 6 =2 et 0 < e < (2mr —1)/8, on conclut que
f{N 7 <RA; <741, QN <2} < 2[8(7 +1)— S(T)]—i—AlT"*l.
La différence s(7 + 1) — s(7) peut étre estimée par (1) et on obtient
s(t4+1) = s(7) <co((T+1)" = 7)) +2Com" 1 < Ay L, 7> 1,

oucy >0, Cy >0 et Ay > 0 sont indépendants de 7. De telle facon on a les propositions
suivantes:

Proposition 2. Pour 0 < e < (2r —1)/8 il existe une constante A > 0 indépendante de T
telle que
f{Aj 7 <RA\; <741, %)\jSQG}gAT"*l,TZl. (14)

Proposition 3. Pour tout € >0, 0 <y <y <let0<d<d(y), 7> ona
s(1 —8) —s(r+ )| <2mf {N; : [RN; — 7] <8, SN < €612} 4 Cgmin(nrz2) o=l

avec une constante C¢ > 0 indépendante de vy1,7ys.

Dans les applications concernant les perturbations métriques que nous allons exposer dans
la section suivante on prend 1 = 2/3, 4o = 1/3 et on obtient un reste C.0'/377 1,

Comme conséquence immédiate du Théoreme 1 on déduit une estimation pour la dérivée
de la phase de diffusion qui semble nouvelle méme dans le cas de diffusion sur un obstacle.

Proposition 4. Supposons qu’il existe une fonction continue F'(X) > 0 telle que F(A+6) <
CF(X) pour 0 < § <1 et qu'on n’ait pas de résonances dans le domaine

{IANEC:RA> 75> 0,3\ < Co(F(RN) ™}

Alors
ds

VAR CF ()" I > 1.

Pour la preuve remarquons que la démonstration du Théoréme 1 implique la représentation

sSA)=2r Y PQALA)+O0NTY, A>1> 1
‘)\7)\]‘|<1

Alors I'inégalité P(A;,A) < 7 1(SA;)~! combinée avec les hypotheses donne le résultat. Dans
le cas d’une perturbation métrique de —A hors d'un obstacle le résultat récent de Burq [1]
permet de conclure que |s'(\)| admet une estimation exponentielle.

3 Distribution des résonances pres de ’axe réel

Dans cette section nous allons appliquer nos résultats dans le cas d’une perturbation métrique
du Laplacien en supposant que L est de la forme

L=- Xn: Oz (ai,j(m)a$i>

t,j=1
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décrite dans Section 1. Soit I(z, &) le symbole principal de L et soit

S = {(x,€) € T*(R") : I(z,€) =1}

Posons r(z, &) = /I(x,€) et désignons par @' = exp(tH,) le flot Hamiltonien de r sur X. On
dit qu’un point v € ¥ est périodique avec période T > 0 si

exp(TH,)v = . (15)

On note par T'(v) > 0 le minimal 7" > 0 pour lequel (15) a lieu. L’ensemble des points
périodiques dans ¥ sera noté par II. Pour v € II fixé, soit

() = {((0), &(0) € T"(R™) : 0 < o < T(v)}

la trajectoire périodique passant par v au temps o = 0. Introduisons l'indice de Maslov
m(v) € Zy (cf. Sect.21.6 dans [7]) associée & y(v) et la variété Lagrangienne

C=A{(txy,1,&&n) €T (IR X IRZ”) T+ r(z,€) =0, (2,8 =exp(tH,)(y,n)}

et posons ¢(v) = Zm(v). On dira que v € IT est absolument périodique avec période T'(v) > 0
si dans des coordonnées locales z au voisinage de v avec z(r) =0 on a

o <<I>T(z) - z) l.—o =0, Va.

Finalement on désigne par II,(7T) I’ensemble des points absolument périodiques v € II ayant
période T et on pose II, = Us~oIl,(¢). Notons que p(IT) = p(I1,) (cf. [18]), ou ici et dans la
suite u est la mesure de Liouville sur .

Considérons la fonction

Q) = 0" [ [r = AT() = a(v))or T (V)

a

introduite dans [5], [17], ot on choisit le résidu —m < [z]or < 7 de telle facon que z =
[2]2x + 2km, k € Z. La fonction Q(\) est continue & droite et

QAN +0)—Q(A\—0) = (2r) ! ; T 1(v)dv,

O\ ={rvell,: \T'(v) + ¢(v) =0mod (2m)}.

Dans [11] I'un des auteurs a obtenu pour n impair I'estimation

) )
e+ -d] -G o Y s ) s -0 (10
30 30
< [Q(T +3)-Qlr - 7)} 7Ly Coor L 4 op(r" )
avec Cyp > 0 indépendante de 7 et d, tandis que os(7"~!) désigne que pour § > 0 fixé nous
avons ety
os(T"
pu — o0 0.
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On généralise facilement ’argument de [11] dans le cas de dimension paire.

Supposons qu’il existe Ty > 0 tel que p(I1,(7p)) > 0. L’indice m(v) prend des valeurs
dans Z4 et sans perte de généralité on peut supposer qu'il existe I1y C II,(Tp) avec u(Ily) >
2u(IT,(Tp)) ayant la propriété T'(v) = Ty, q(v) = qo, Vv € Iy. Posons 7, = (2mm—qo)/Tp, m €
IN et observons que

Q(7m +0) = Q(7m — 0) > (2m) " T 1u(Ig) = mo > 0.

En appliquant la Proposition 3 avec 3 = 2/3, 72 = 1/3 on prouve l'existence de résonances
avec des parties imaginaires arbitrairement petites.

Proposition 5. Supposons qu’il existe un ensemble Ty C T, avec u(Ily) > 0 tel que
T(v) =To, q(v) = qo, Vv € Ily. Alors pour tout € > 0 fixé il existe T > 0 tel qu’on a

(2m)~"

BN RN — 7| <€, SN <€} >
2Ty

M(HO)Tnfl, T > Te (17)

De plus, pour tout € > 0 fizé nous avons

(2m)—n—1

B RN <7, SN < 2 > -

(T (1 - oe(%)> s 4oo. (18)

Ce résultat est analogue aux propriétés de concentration de valeurs propres établies dans
[5], [17], [19] puisque la constante (27r) " (27p) 1 1u(Iy) > 0 est indépendante de € > 0. D’autre
part, la Proposition 5 est plus précise que les résultats dans [22], [12] et [14]. La constante
dans (18) est indépendante de T et elle coincide modulo le facteur (27r) ! avec celle dans [14].
Notons qu’une constante pareille apparait dans les bornes inférieures avec facteur ™ obtenues
par Stefanov [24]. Finalement, 'hypothese 1(II,) > 0 est nécessaire pour la concentration de
résonances et on a la proposition suivante:

Proposition 6. Supposons qu’il existe des constantes k > 0 et B > 0 et des suites
em N\ 0, T S Ho0 telles que

B\ 0 [RA; — 7| < Bem, S\ < €2} > w7t ¥m € N.

Alors

2(2m) " . T v)dv > k. (19)

4 Idée de la démonstration du Théoréme 1

Pour simplifier I’exposé nous allons traiter seulement le cas de dimension impaire et dans la
suite on suppose que n est impair. On renvoie a [13] pour les détails concernant le cas n pair.
Pour l'étude de la variation de s()\) nous avons besoin d'une représenattion de s'(\). Nos
hypotheses permettent de définir la distribution

U(t) =2 tr (COS(t\/Z) — 1|R”\B(0,R0) Cos(t\/z):”R”\B(O,Ro)) € DI(IR) .

La liaison entre u(t) et la phase de diffusion est donnée par la formule de Birman-Krein:

1 ds
t) = ——(2 2 At t
U() 27Tdk()+ 22 COS(])? #0
/\jEJpp(L)
%/\j<0
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(cf. [2] et les références citées). D’autre part, on a la formule de Poisson

u(t) = Z eNiltl £ (20)
J

au sens de distributions sur R\ {0}, ot la somme est prise sur toutes les résonances \; in-
cluses avec leurs multiplicités. Cette formule a été établie en suivant la généralité par Bardos-
Guillot-Ralston, Melrose et Sjostrand-Zworski (cf. [20] et les références citées). Rappelons
I'idée de Melrose [10] pour la régularisation de s(A) qui donne une justification générale de
I’approximation de Breit-Wigner.

Soit x(t) € C*°(R) une fonction telle que 0 < x(¢) < 1, x(t) = 1 pour 5/6 <t < 7/6, x(t) =
0 pour t > 4/3 et pour ¢t < 2/3. Introduisons
d Al

Trsnom(N) =21 3 x(55) PG A, Snom(0) =0, (21)
)\jEAp

ol P(z,\) est déterminé en Section 1, et posons syeg(A) = 5(A) —5norm () . Melrose a prouvé que
Sreg(A) € S"(R) est un symbole d’ordre n. Par conséquence nous devrons examiner seulement
I'intégrale

T+0
| Shom ).
T—0

En utilisant (21) on prouve les Propositions 1 et 2 et pour que (2) soit valable on doit montrer
que
Y PN =0, ATk (22)
e<|\j—7|<2T

puisque l'intégration sur [7 — d, 7 + ¢] donne le facteur 6.

La somme des noyaux de Poisson, P(\;,\), apparait naturellement dans I'estimation de
Carleman (cf. [25], 3.7 et 3.71). Soit h(z) une fonction holomorphe dans 3z > 0 ayant des
zéros \; qui n’appartiennent pas aux demi-cercles |z — \;j| = p et |z — A;| = 2r. Alors pour
A € R nous avons

SA; 4r 1 TN L 7N
Y o —ls< —(—/ log |h(A+2re )|sm0d9——/ log |h(A+pe”)|sin6db (23)
<< A — Al 3\27r Jo 7p Jo

+i/2r (i—i> log [h(A + y)h(A — y)ldy)
2 J, \y? 4r? & 4 yNney) -

Dans le probléme qui nous intéresse il est naturel de choisir comme fonction h le déterminant
de la matrice de diffusion multiplié par un polynome:

MY T (A +2j)det S(—A).
/\J?eapp(L)
%Aj<0

Notons que pour A < 0, S(A) est méromorphe avec un nombre fini de poles A\; # 0 pour
lesquels /\5 € opp(L) et des zéros en —\j, oll A; sont des résonances. De plus, S(\) est unitaire
pour A réel et |det S(A)| = 1 sur 'axe réel.
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Afin de traiter le premier terme dans la partie droite de (23) nous allons démontrer une
estimation qui généralise le résultat de la Proposition 2 et (14) de [31]:

Lemme 1. Soit L un opérateur qui satisfait les conditions dans Section 1 mais avec (8)
remplacée par une condition plus faible

B 2 N eo(lf) N<r}<CWL)r™, m>n. (24)
Alors pour SA >0, |A— :\| >e N2 e opp(L) on a
| det S(—\)| < C.exp(C.SAA"1).

Preuve. Soit SA > Cp > 1. On désigne par C différentes constantes indépendantes de A.
On va profiter de la représentation de S(—\) = I + A(—\) obtenue dans la démonstation du
Théoréme 4 dans [33]:

A(=X) = = X" PB2 (V) [A, 2 R-NIAXE? ().
ou E?()\) : L3(R™) — L?(S™ 1) a pour noyau K(6,2) = exp(i\(z,0))¢(x), et ¢j,x2, X €
CG°(R™), sont spécialement choisies et égales & 1 pres de B(0, Ryp). On a pour SA > ()
C
[R(=Mlp—n < D

et on obtient facilement
1A, x2] R(=M[A, X]llz2 (rr )= 22(Rm) < CIAl, SA> Co .
On en déduit
JA(=N\)(0,w)| < CIA" 3 S > G

et lanalyticité du noyau A(—\)(0,w) de A(—A) par rapport & 6. Alors les estimations de
Cauchy impliquent
IATA(0, w)| < C™(2m)1eC N SX > ¢

et en suivant [9],[31] on estime les valeurs caractéristiques de A(—\):

_1
pi(A(=N)) < CeCRITI™HC e N,

En appliquant les inégalités de Weyl (cf.[31]) on conclut que

|detS H 1+ M] ))) < CeC(%z\+(n71)10g|/\\)|,\‘n—1 L\ > .

Pour A € R on a |det S(—\)| = 1, tandis que pour |A — \| = €, \2 € app(L), |det S(=N)| < C..
De plus, comme dans [4], [32] on peut estimer det S(—\) globalement hors des petits disques
autour des résonances:

[det S(=N)] < Ce“N™ g | DOy, V1T, AL > 1
A;#0

En combinant cela avec l'estimation sur l'axe réel et le principe du maximum on obtient
|det S(—A)| < exp(C|A|Y) pour SA >0, [A — A > €, A2 € gpp(L), N étant un entier fixé.
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Afin d’appliquer le principe de Phragmén-Lindelof considérons la fonction
g(\) = €PN det S(=N), IA>0, [RA| > Cy >0,
ou la constante B > 0 sera choisie ci-dessous. Sur la courbe
y={A e C:3\=log |\ > Cy, RA > Cy >0}
on a

Z () =172

en supposant que Cs > 0 est assez large. Cela implique
B\ nB
BN < exp(—T%/\(%/\)"_1> , AEN.

Combinant cette inégalité avec I’estimaiton pour |det S(—\)|, on déduit |g(\)| < C, X € v si
on prend B = 2CCH ot |A|/RX\ < O3 sur 4. D’autre part, [g(A\)| = 1 pour S\ = 0 et le
principe de Phragmén-Lindelof donne le résultat pour £\ > Cs. On traite de la méme maniére
le cas RA < —C5 et avec le principe du maximum on achéve la démonstration.

La difficulté dans l'application de I'estimation de Carleman (23) est liée avec l'analyse de
Iintégrale sur le p-demi-cercle uniformément par rapport & A ~ 7. Pour cet objectif nous avons
besoin d’une borne inférieure de log |h(A + pei?)|.

Lemme 2. Pour tout 0 < p < 1/2 fizé et pour 7 > 1 il existe p/2 < p(T) < p tel que
log | det S(—7 — p(7)e?)| > —A,7" 1, 0<6 <, (25)

ou A, > 0 est indépendante de 7.
Preuve. Soient \;, 1 < j < J(7), les résonances dans |A + 7| < 1 avec J(7) < C7"~! selon
la Proposition 2. On écrit

J(T)
N—rl<1, PN TT A+ )5) (26)

=1

~—

HO) et 5(-) = e T2

S
~—
.

ot g, est holomorphe dans |\ — 7| < 3/4 et satisfait 1'égalité g,(\) = —g-()\). En particulier,
Rg-(\) = 0 pour A réel. Pour |A — 7| < 3/4 on trouve

|Pr(\)] < Cexp(Clr|"™).

Le lemme de Cartan (cf. [6], Lemma 6.17) implique que hors de I'union de disques ayant rayons
Tjy 275 < € ona

€ J(T> 1 n—1
1P-(\)] > (%) > exp(—Clog o ):
Si € < 1 nous pourrons choisir p/2 < p(7) < p de telle facon que pour |7 — A| = p(7),
|[Pr(V)] > exp (—Cr"71) (27)
En combinant cela avec 'estimation du Lemme 1 et le principe du maximum on conclut que

Rg-(\) < O™ 1, IA>0, [A—7|<3/4.
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Apres on considére la fonction harmonique positive G(}) :A2C’17'"_1 — Rg-(\) et on applique
I'inégalité de Harnack dans les disques D(A, ) C D(A,3r), SA > 3r. En comparant le maximun
et le minimum de G(\) sur D(A,r) on montre que

—3C1T" < Rg,(N) <O, SA>0, |A—7] <3/4.
La borne inférieure (27) et I'estimaition de Rg, impliquent
log|[H(\)| > =Com™ ™, [ X=7[=p(1), SA>0
et la preuve est complete.

En appliquant les Lemmes 1 et 2 on obtient immédiatement 1’assertation du Théoréme 1.
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