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1. Introduction

Les équations de Maxwell-Bloch sont couramment utilisées pour modéliser 'interaction lumiere
matiere et décrire la propagation d'un faisceau laser dans un milieu nonlinéaire (cf [BW], [NM],
[Bo] ou [PP]). Elles vont nous servir & motiver I'introduction d'un probléme d’optique géométrique
non linéaire. Un des objectifs est de justifier certains calculs formels de [Do] de solutions BKW.
Ce probléme échappe aux résultats connus de 'optique géométrique non linéaire (voir par exemple
[JMR1], [JMR2] et leurs références). En effet, les théorémes généraux ne tiennent pas compte des
propriétés particulieres des non-linéarités et dans certains cas leur application se révele décevante,
par exemple lorsque les coefficients d’interaction s’annulent, rendant linéaires les équations de
transport. Ce phénomene est applelé transparence dans [Do]. Pour atteindre les comportements
non linéaires, on augmente les amplitudes (ou les énergies) des solutions, ce qui permet d’atteindre
les régimes attendus pour les équations de Maxwell-Bloch. Ceci introduit de nouvelles difficultés.
La théorie générale considérait les non linéarités comme des perturbations “de degré zéro” (pour des
systemes hyperboliques du premier ordre). En augmentant les amplitudes, les termes non linéaires
viennent lutter avec le propagateur et on ne peut plus les considérer comme des perturbations. On
verra que ces termes ne sont dangereux qu’aux résonances et que celles ci apparaissent comme des
croisements de valeurs propres (pour un systéme ad hoc). Le probléme est analogue & un probléme
de multiplicité variable. On sait bien que pour ce type de probléeme il faut imposer des conditions
sur les termes d’ordre inférieur. Dans notre contexte, ces conditions se lisent comme des conditions
de compatiblitité dont la transparence n’est que le premier volet.

Nous exposons ici les grandes lignes de [JMR 3] ou 'analyse esquissée ci-dessus est menée a
bien pour une classe d’équations que nous préciserons plus loin. Deux questions sont posées :

1) quelles sont les conditions qui permettent de construire des solutions formelles BKW 7

2) quand elles existent, sont-elles stables, i.e. sont-elles les développements asysmptotiques
de solutions exactes?

L’analyse repose sur 1’étude des interactions résonantes qui, & cause des (plus) grandes amplitudes,
peuvent étre la source d’instabilités fortes (voit un exemple §9) . De tels mécanismes d’instabilités
sont bien connus en physique et notamment en optique. Ils sont attendus pour des non linéarités
générales. Les conditions de compatibilité expriment I’annulation des coefficients d’interaction
pour les résonances potentiellement instables. Notons qu’il y a beaucoup plus d’interactions a
controler pour la question 2) que pour la question 1), et on donnera des exemples de solutions
BKW fortement instables.

Dans la classe d’équations que nous considérons, les équations de Maxwell-Bloch vérifient les
conditions de compatiblités les plus fortes. En fait, il existe un choix canonique d’inconnues qui
les transforme en un systéme ou les résultats standards de l'optique géométrique peuvent étre
appliqués. Si on ne s’intéresse qu’a ces équations particulieres, I’histoire s’arréte la. Pour nous,
c’est plutot le point de départ de ’analyse. On veut comprendre ce qui se passe pour des systemes
plus généraux comme par exemple des systemes couplés d’équations de Klein-Gordon. IIs nous
serviront a illustrer les différents niveaux de compatibilité. Au bout du compte, on montrera
comment l'existence d inconnues canoniques est relié aux hypotheses de compatibilité.

2. Equations de Maxwell-Bloch

Les équations de Maxwell-Bloch modélisent I'interaction d’un champ électro-magnétique avec
un milieu électronique ([BW], [NM], [Bo] , [PP]). Le champ vérifie les équations de Maxwell :

OB + rotE = 0, divB = 0,
(2.1)

8tE — rotB = —8tP, le(E+P) = 0,



ou P est la polarisation qui est reliée & 1’état électronique du milieu traversé. Les équations de di-
vergence sont propagées par I’évolution et nous les oublions totalement dans la suite. Les équations
de Bloch donnent I’évolution de I’état électronique sous I'action du champ électromagnétique. Elles
utilisent le formalisme quantique des matrices densité qui est pratique pour tenir compte par exem-
ple de phénomenes statistiques dus au grand nombre d’électrons. Dans I'approximation dipolaire
(cf [PP]), la matrice densité p et P vérifient

(2.2) iep = [Qp] — [E-T,p], P =tr(p)

ou §2 est ’'Hamiltonien électronique en absence de champ externe et I' 'opérateur moment dipolaire.
Il est & valeurs vectorielles et il crée le potentiel —F - T'.

Les ouvrages de physique mentionnés ci-dessus, ne retiennent qu'un nombre fini d’états propres
de € qui représentent les niveaux électroniques qui peuvent étre effectivement excités par le champ.
Dans ce cas, Q et I' sont des matrices N x N a symétrie hermitienne. Les coefficients de €2
sont scalaires, ceux de I' sont des vecteurs de C®>. La “matrice” densité p est elle aussi une
matrice hermitienne N x N. La réduction & un Hamiltonien en dimension finie est argumentée
dans [PP]. Elle se fait au prix de l'introduction de termes supplémentaires d’amortissement dans
Péquation (2.2) dont Veffet est par exemple de relaxer I’évolution de p vers un état d’équilibre
thermodynamique en I'absence de champ extérieur. Pour simplifier, nous oublions ces termes
d’amortissement : les grands ne feraient que diminuer la taille du systeme effectif et les petits
n’introduisent que des perturbations qui ne modifient pas substanciellement l'analyse (cf [Do]).
Les ouvrages de physique introduisent aussi des “corrections de champ local” pour tenir compte
du champ electro-magnétique créé par les électrons. Au bout du compte, ces corrections aboutissent
a modifier la valeurs de certaines constantes, ce qui ne change pas la teneur de la discussion.

Le petit parametre € dans (2.2) joue un role crucial dans I’énoncé du probleme qui nous
intéresse. Il intervient a trois endroits.

1) Le probléme rentre dans la classe des équations dispersives (cf [Do], [DR]) :
(2.3) L(ed,)U = F(U).

2) En désignant par w; les valeurs propres de , les quantités wj /e = (w; — wy)/e,
représentent les fréquences caractéristiques des transitions entre les niveaux d’énergie. L’interaction
lumiére-matiére est pensée comme un phénomene d’excitation/desexcitation des électrons par le
champ. En particulier, les énergies d’excitation sont comparables aux énergies des photons. Sil'on
normalise {2 pour qu’il soit de taille & 1, alors 1/¢ est comparable & la fréquence du champ. Avec
la normalisation de la vitesse de la lumiére faite en (2.1), cela veut dire que les champs qui nous
intéressent sont de longueur d’onde = ¢.

3) Les équations de Maxwell-Bloch concernent des champs faibles se propageant dans des
milieux peu excités, c’est-a-dire voisin de I'état fondamental. L’amplitude (ou I'énergie) de la
perturbation par rapport a £ est un élément important de la discussion.

En résumé, on s’intéresse & des solutions de (2.3) de la forme

(2.4) Us(x) ~ U + & Z e Uy, (z,p-x/e)
n>0

ou U est une solutions constante, les U, (x, ) sont de fonctions périodiques de § € T™ et [ est
une matrice m x (1 + d), m désignant le nombre de phases présentes.



Pour les équations (2.2) un concept important est celui de parité des états propres de €. Par
exemple, 'Hamiltonien associé & un électron agit dans un espace L?(R*) et les fonctions propres
de © sont des fonctions ¢; d’une variable § € R3. L’opérateur de moment dipolaire est —e § ol e
est la charge de I'électron. Dans la base {¢;} la matrice I' est donnée par

(2.5) Ljr = e /R3 G () er(y)dy -

(voir [PP]). Pour des raisons physiques, {2 est souvent invariant par le changement § — —7 et les
fonctions propres ¢; peuvent souvent étre choisies paires ou impaires. Dans ce cas, les coefficients
I'; 1 associés a des états de méme parité s’annulent.

EXEMPLE 2.1. Les équations en dimension un d’espace.

Elle décrivent la propagation d’'une onde unidimensionelle. £ a une direction constante, or-
thogonale a la direction de propagation. B est perpendiculaire & E et a 'axe de propagation. P
est parallele & F. Les équations s’écrivent

8tb + 8y6 =0 y
(2.6) Ore + 0yb = —0itr(L'p),
igatp = [va] - € [va] ’
ou e et b sont scalaires, €2, I' et p sont des matrices hermitiennes.
EXEMPLE 2.2. Les équations & deux niveaux en dimension un.

Les matrices sont de taille 2 x 2. On peut diagonaliser €2, de valeurs propres wi < ws. Avec

1
P = Y1,2P2,1 t 72,1012, ¢ = i (71,2021 —721P12), 1= pra— pae.

on obtient les équations

€dib+edye = 0, €0ip = wa1q + (71,1 —72,2) €q,
(2.7) edre +e0yb = —wa1q, ediq = —wa1p + (P22 —M1)pe + 2212 ne,
edn = —2egq.

Quand les états 1 et 2 ont une parité définie alors y1,1 = 72,2 = 0 et les équations se simplifient.
Plus généralement, quand 7; 1 = 72,2, on obtient les équations suivantes :

(2 8) {@b—i—(‘)ye = 0, 82 8tp + (w271)2p: 2(4}2’1 ’}/2’1 2 ne,
' Ore + 0yb = —04p, on = — %e@tp.

EXEMPLE 2.3. Un modeéle a deux niveaux en dimension 3.
Il s’agit de 'extension de (2.8) & R3, invariante par rotation (voir [PP], [Bo] , [Do]).
(2.9) {atB—i—rotE:O, e20,P + Q?P = vy NE,
OHE — rot B = ~9,P, N = —7,0,P-E.

Ce systeme est a rapprocher d’autres modeles en optique, comme celui de l'oscillateur anhar-

monique ([DR]) :

(2.10) 9B +rotE =0, 2P + VPP +|PPP = 1 E.
' OHE — rot B= —8,P.

Pour v; = 0, on retrouve le modele linéaire de Lorentz.



EXEMPLE 2.4. Un autre modéle a deux niveaux, isotrope.

On considere des matrices 4 x 4, 2 et I' telles que

_ (v 0 n\_( 0 AE-¢
(2.11) Q‘(ol wQ1d3X3>’ E'F<¢>_<n7E idEAq/;)’

ol les blocs correspondent & une décomposition de C* en C x C3. L’Hamiltonien Q a deux valeurs
propres, wi < ws. L’état fondamental est simple et I’état excité est triple. Le groupe des rotations
SO(3) agit de facon évidente sur les champs. Il agit aussi sur C*, de fagon triviale sur I'état
fondamental et par rotation sur les états excités. Il agit sur p par conjugaison. On vérifie que les
équations (2.1) (2.2) sont invariantes par cette action de SO(3). Le modele est donc isotrope.

EXEMPLE 2.5. Un modéle pour I'effet Raman.

Un modele pour la description de 'effet Raman en dimension un, s’obtient comme cas parti-
culier de (2.6) (cf [Bo], [NM ], [PP]). C’est un systéme & trois niveaux simples, w; < wy < ws. Les
états 1 et 2 ont la méme parité et ’état 3 est de parité opposée. On a donc :

wi 0 0 0 0 g3
(212) Q= 0 w9 0 y I'= 0 0 72,3
0 0 w3 Y31 Y32 O

Comme 715 = 0, la transition 1 — 2 est en principe interdite. Mais on 'obtient par effet non
linéaire résonant comme succession des transitions permises 1 — 3 — 2.

3. Optique géométrique pour les équations de Maxwell-Bloch

3.1. Hyperbolicité. Nous cherchons des solutions U = (B, E, p) proches de U = (0,0, p) ou
I'état fondamental p est le projecteur spectral de €2 associé a la plus petite valeur propre w;. Dans
la décomposition CV = QCN & (Id — Q)(CN , on décompose les matrices en

0 p12 7 pii 0
3.1 =pl +p'", ’=< ) =g )
(3.1) p=p +p P pai 0 P 0 poo
o (wiId 0 o (Id 0 o A 0 —Tip
En particulier, 2 = ( 0 Qo ), p=r- =19 o et G := [Faﬁ] =G = To1 0 .

On note u := (B, E, p') et v = p'L. Alors, le linéarisé de (2.1) (2.2) autour de U a la structure
suivante :

(52) {L(s&p)u + Nu

M(e0y) v

avec :
a) M(edy) := ey +iad Q. L’identité Im tr([€2, p]p*) = 0 implique que M est conservatif..
b)

€0:B + erotk
(3.3) L(g0y)u = e B — erotB — itr(T1[Q,p']) + itr(T(E - Q)
edypl +i[Q,p"] —iE-G

5



L(e0;) est hyperbolique symétrique au sens ou, pour les solutions de L(g0,)u = 0, I’énergie définie
positive suivante est conservée :

B+ 1B + ) (wr = w) tr(pre pi ) + Y (wi = w) tx(pjap50)-
k J

On a désigné par w; < wg < ... les valeurs propres de {2 et par p;; la décomposition par blocs de
p dans la résolution spectrale de 2. Il est crucial ici que w; soit la plus petite valeur propre de €.

c) Nv = —itr(TH[Q, p!1]).

Le but est de construire des solutions vérifiant (2.4).

1) Quand I'! # 0, la difficulté vient du manque d’hyperbolicité des équations. En effet, le
systeme (3.2) n’est pas conservatif. Il n’est pas non plus fortement hyperbolique, au sens ot il n’y
a pas d’estimations d’énergie L? indépendantes de e, puisque le terme de couplage Nv introduit
un bloc de Jordan aux points d’intersection des variétés caractéristiques de L et M. On ne peut
donc appliquer les résultats connus de 'optique géométrique non linéaire.

2) Quand T = 0, (3.2) et (2.9) sont hyperboliques symétriques. La théorie de 'optique
géométrique dispersive de [DR] s’applique aux solutions de taille O(¢) mais conduit & des équations
de propagation linéaires (transparence). Par ailleurs, pour le modele cubique (2.10), optique
géométrique standard s’applique aux solutions de taille O(y/¢). Pour le modele (2.9) qui est sensé
étre un raffinement de (2.10), il est donc naturel de rechercher des solutions d’amplitude /e (cf
[Do] pour la recherche de solutions BKW).

3.2. Mise a I’échelle des amplitudes. On cherche des solutions dont les composantes sont
d’amplitudes différentes :

(3.4) E=¢"E, B=¢"B, pl =cPpl, pll=p4 c¥pll.

Ce choix est motivé par trois raisons. D’abord, quand T'*f = 0, les solutions BKW de [Do] sont de
ce type avec p = 1/2. Ensuite, quand T''Z # 0, le systéme linéarisé (3.2) est toujours faiblement
hyperbolique et on a toujours des estimations d’énergie en temps O(1) pour la norme £2|u|? + |v]?.
Pour des ondes U = (u,v) d’amplitude O(¢) cela suggere de de poser u = ¢t et v = €27, c’est-a-dire
(3.4) avec p = 1. La troisitme motivation est plus profonde. L’équation (2.2) implique que les
propriétés spectrales de p sont propagées en temps. Donc, si on pense que 'interaction démarre au
temps t = 0 et que p(0,y) est Pétat fondamental p, alors pour tout temps p(t,y) est un projecteur
(spectral) orthogonal. Par suite, les perturbations O(g?) de p sont nécessairement de la forme

pl = 0(e?) et p'f = p+ O(e%).

On obtient pour u = (E, EN?, p!) et v = p! un systeme de la forme :

(3 5) L(Ea)u + Epfl(uvv) + 52pf2(u,v) = 07
' M(d)v + q(u) +€Pg1(u,v) + P go(u,v) = 0.
ol le “mauvais terme” est maintenant q(u) := —i[E - ', 5/]. De méme, en posant (E,B,P) =

\/E(E', B, ﬁ), Q :=¢c8,P et N = Ny + eN, les équations (2.9) deviennent

OB + erotE = 0, e E — erot B= —Q,
(3.6) eP —Q =0, £0,Q + Q*P = v NoE + ey1 NE,
Eatf\}: —’}/2@'@.



3.3. Changement d’inconnues. Introduisons les variables
IT . AIT | A Al (-1 0
(3.7) o =p" +pJp, J._<0 1d

Ce choix est lui aussi motivé par les calculs formels. On peut aussi noter que si p est un projecteur
orthogonal tel que p — p = O(e?), alors o'/ = O(e*) est d’ordre inférieur. On notera aussi que le
changement (3.7) est compatible avec le choix d’échelles (3.4).

La deuxiéme équation de (3.5) devient

(3.8) edyoll +i[Q, 0] —ie? [EB-TH o] —ic® [[E-T!, o1 — plupl)Jpl] = 0.
Par conséquent, u et w := o!! sont solutions d’un systéme (3.5) ol le mauvais terme q(u,u) a
disparu. On peut donc maintenant appliquer les résultats de [DR]. De méme, pour le systéme
(3.6), on introduit

~ Yo ~5 979

et la derniere équation devient

(310) Eatn — 5%]\7@@ = ¢ (cln — 02(62 +Q2ﬁ2)) QE
0

3.4. Applications. On renvoit a [JMR 3] pour plus de détails.

1) Le cas T''! =0, asymptotique en temps O(1) de champs O(\/z) .

Si Fil = 0, les termes f; et g1 dans (3.5) sont nuls. On choisit p = 1/2 et on vérifie que
u=(B,E,p") et w= o sont solutions d’un systeme de la forme :

(3.11) {L(ea)u + ef(u,w) =0,

M(ed)w + eg(u,w) = 0.

[DR] construit des solutions exactes de (3.11), de taille O(1) et ayant un développement asymp-
totique (2.4). Il ne reste plus qu’a revenir aux inconnues initiales. Cette démarche s’applique au
systeme (2.9), justifiant ainsi les calculs formels de [Do].

2) TYf =0, diffraction en temps O(1/¢) de solutions O(¢).

Si I'on choisit p = 1, on obtient pour u = (B, E, 5') et w = ¢! le systeme

(3.12) {L(eé?)u + & flww) = 0,

M(ed)w + %g(u,w) = 0.

On peut alors appliquer les résultats de [Lan| pour la diffraction en temps O(1/e) (voir aussi
[DJMR] et [JMR 4] dans le cas des équations non dispersives). Les solutions sont de la forme

(3.13) Uz) ~ > e"Unlet,z — vgt, B~ z/c)

En particulier, on justifie ainsi la stabilité en temps T /e des solutions BKW correspondant a
(3.13) pour les équations (2.9) calculées dans [Do].

7



3) Le cas 11 #£ 0, solutions O(g) en temps O(1), effet Raman stimulé.

I

Dans le cas général, on choisit p = 1. Les équations pour u et w = o sont de la forme

{L(Sa)u + Sfl(uaw) + 82f2(u7w) = 07

(3.12) M(£0)w + eg1(u,w) + £2ga(u,w) = 0.

A nouveau, [DR] fournit en temps O(1) des solutions exactes de taille O(1) ayant un développement
asymptotique (2.4). La théorie des développements résonants multiphases de [JMR 5] [JMR 6]
[JMR 7] s’étend au cas dispersif.

Appliquons ces résultats au systeme (2.12). Parce que le coefficient v 5 s’annule, la variété
caractéristique de L est la réunion de

2

2
(3.13) C, = {¢=(r) eR 1P = P21+ x(D)}, x(7) = %

CL, ={{=(rm) eR?; 7= tws i}

L’effet Raman est 'interaction d’une onde électromagnétique de nombre d’onde 3 = (wp, kL) €
Cr, avec une excitation électronique g = (w21,kg) € Cr, pour diffuser une onde électro-
magnétique Bs = (wg,ks) € Cr, via la relation de résonance f, = fgr + fBs. En particulier,
la fréquence lumineuse incidente wy, est déplacée vers la fréquence wg, avec un décalage wy — wg
égal a la fréquence ws ; de transition électronique.

Sous certaines conditions, le profil Uy n’a que les fréquences 81, +8s, +8g. Il est déterminé
par sa composante de champ e et son élément de matrice p; 5. On obtient :

(3.14) e“(2) = e(en(@)eP1e 4 e(w)e 7 4 T (a)e 0l 4 Tg(@)e o) 4 O(?)
Pla(z) = cop(e)(@)e™*/* + O(?).
Les coefficients sont reliés par des équations de la forme :

(8t+UL3y)6L +iciesog =0,
(3.15) (O +vg0y)es + icy e o = 0,
Oiop +iczeres =0,
ou vy, et vg sont les vitesses de groupe associées a [ et Bs. On retrouve la forme habituelle

des équations d’interaction de trois ondes. On renvoie a [Bo], [NM] pour un calcul explicite des
constantes d’interaction c¢; et pour une discussion des propriétés d’amplification de ce systeme.

4. Une classe d’équations

En s’inspirant de (3.5), on note z = (¢,4) € R x R? et on considére un systéme

L(edy)u + € f(u,v) =0,
(4.1) {M(e@w)v + q(u,u) + eg(u,v) = 0,

ou f et g sont des polynémes nuls & I'origine, ¢ est bilinéaire et les opérateurs
L(ed) = c0; + Acd,) =0y + » eA;dy, + Lo = eL1(d) + Lo

(4.2)
M(ea) . 68t + B(&ay) . 68t + Z&Bjayj + MO . 6M1(8I) + MO



sont hyperboliques symétriques, i.e. A; et B; sont auto-adjoints alors que Ly et M, sont anti-
adjoints. On devrait aussi considérer des formes quadratiques plus générales, ¢ (u, u) + ¢2(@, u) +
¢3(@, w) mais pour simplifier on se limitera au cas ou ¢ est C-bilinéaire et symétrique.

On cherche des solutions ayant des développements asymptotiques

(4.3) u (z) ~ Y e"uy(z,Brz/e), v(z) ~ Y "vu(z,B-z/e).

n>0 n>0

ou B := (B1,...,0Bm) € (RTH™ u,(x,0) et v, (x,0) sont 2r-periodiques en 6 = (6y,...,60,,) €
T™ = (R/27Z)™. On note 3; = (w;, k;) € R X R, w = (w1,...,wy) et k:= (K1,..., k).

A cause du terme q(u,u), le régime standard de 'optique géométrique non linéaire pour des
équations (4.1) concerne des solutions d’ordre O(g), ce qui revient & faire ug = 0 et vo = 0 dans
(4.3). Notre but est donc de comprendre dans quelles conditions on peut construire des solutions
d’ordre O(1). On cherche d’abord & construire des solutions BKW et on étudie ensuite leur stabilité.

On utilisera les notations suivantes. Pour ¢ = (7,n) € R L(i¢) :=irld + Y injA; + Lo =
iTId + A(in) et P(&) est le projecteur orthogonal sur ker L(i¢). La variété caractéristique de L est
Cr :={¢ : det L(i£) = 0}. Un point ¢ € Cy, est régulier, si au voisinage de &, Cr, est le graphe
{7 = —X\(n)} olt X est une valeur propre de 7 de A(in) de multiplicité constante au voisinage . De
méme Q(¢) désigne le projecteur orthogonal sur ker M (i¢) et Cp; la variété caractéristique de M.

A cause du couplage q(u,u), les résonances dangeureuses sont les couples (§,¢') € Cp x Cp,
tels que £ + & € Cp;. On dira que la résonance est réguliére en £ lorsque & et £ + &' sont des
points réguliers respectivement de Cr, et Cps et que V() # Vyu(n +7'), en notant X et u les
valeurs propres qui définissent Cr, et Cps pres de € et £+ £'. Dans ce cas, I’ensemble des 7 tels que
(=X(n),n) est en résonance avec & est une variété lisse de codimension un.

5. Solutions BKW

En reportant (4.3) dans le membre de gauche de (4.1) on obtient une série formelle " ®,,.
On dit que Y " (u,,m,) est une solution formelle quand ®,, = 0 pour tout n > 0.

5.1 L’équation ®y = 0 Elle s’écrit
(5.1) L(Bdg)ug = 0, M(Bd)voe + q(ug,ug) = 0,

olt L(B0p) =3 ; L1(Bj)g; + Lo et M(B0g) := 3 ; M1(B;)p; + Mp. On analyse ces équations en
développant les fonctions en séries de Fourier en 0. La premiere équation équivaut a ug = Pug ou
P est le projecteur sur ker L(30y) défini par

(5.2) IP’( > ayei”e) =Y P(Ba,e’,

vVEZ™ vVEZ™

ou vf = Zj v;B3; € R4 Pour avoir ug # 0, un au moins des P(vf3) doit étre non nul. Pour
simplifier, on suppose dans toute la suite que

(5.3) det L(ivB) # 0 et det M(ivf) # 0 quand |v| est grand.

Par exemple pour décrire la propagation d’une seule onde, on ne considere qu'un seul nombre
d’onde 3 € Cr. Pour une équation dispersive, on a Ly # 0 et Cr n’est pas homogéne. En général,
on a donc det Lq(if3) # 0 et aussi (5.3).

On définit de méme le projecteur Q sur le noyau de M (39y). La seconde équation de (5.1)
demande que Qq(ug,up) = 0. L’hypothese de transparence assure que cette condition est satisfaite
des que ug vérifie Puy = uy.



HYPOTHESE 5.1. (Transparence.) Pour tous v and v' in Z™ et pour tous v and u’, on a

(5.4) Qw+v)B) a(P(wBu, PO/A) = 0.

Il revient au méme de demander que pour tous polynémes trigonométriques u et u’, on a
(5.5) Qq(Pu, Pu’) = 0.

La condition (5.4) est triviale quand P(vf3) ou P(V'3) ou Q(vf3 + v') s’annule, c’est-a-dire en
dehors des résonances. D’apres (5.3), il n’y a donc qu'un nombre fini de conditions (5.4) & vérifier.

On introduit un inverse partiel de M := M ((3dy) par la formule

(5.6) M(_l)< Z a,,ei”e) = Z MY (Gvp) ay el

vEZL™ vEZ™
ot M(=D(i¢) vérifie MDD (&) M (i) = T — Q(&) et MV (&) Q(€) = 0. M=) agit sur les séries
de Fourier formelles et sur les polynomes trigonométriques. L(~1) est défini de facon similaire.
L’hypothese 5.1, implique que (5.1) équivaut &
(5.7) u = Pug, (I-Qvy = -M"Yg(uo,uy).

5.2. L’équation ®; = 0. Elle s’écrit

(5.8) { L(Bdg)ur + L1(dy)ug + f(ug,vo) = 0,

M(B0g) vy + M1(0:)vo + 2q(ug, uy) + g(ug,vo) = 0.

L’hypothese 5.1 et (5.7) impliquent que ¢(up,u;) = q(up, (I — P)uy). On tire (I — P)u; de la
premiere équation et (I — Q)vy de (5.7). Il en résulte que (5.8) équivaut & un systéme

(5.9) {PLN%)PUO + Pf(Pug,Qvy) = 0,

QM1 (0,)Qvo — D(ug, dy)ug + Qg (Pugy, Qvy) = 0,
complété de formules donnant (I — P)u;y et (I — Q)vy. Le terme quasilinéaire est
(5.10) D(ug,d,)up := QM; (9,)M Y g(ug, wp) + 2Qq(ug, LY L1 (8,)up) -
(les termes en J; du membre de droite s’annulent). Notons P [resp Q] l'espace des polynomes

trigonométriques u [resp. v]| tels que Pu = u [resp. Qv = v]. Ils sont de dimension finie par (5.3).
Le systeme (5.9) agit sur les fonctions & valeurs dans P x Q. Sa partie principale s’écrit

(5.11) 0 + Alug(2),9,) = 9 + Y A;(u)dy,

L’hypothese 5.1 ne dit rien sur la résolubilité de (5.9). On est donc amené & supposer que (5.11)
est hyperbolique.
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HYPOTHESE 5.2. Le systéme (5.9) est fortement hyperbolique, i.e. pour tout a € P, les
matrices e'*A(1) sont uniformément bornées pour t € R et n € RY,

On renvoie & [JMR 3] pour une discussion de cette hypotheése. Elle s’exprime & laide des
résonances pour les opérateurs PLq(0,)P et QM (9,)Q. On a aussi la propriété suivante.

PROPOSITION 5.3. Pour que I’'Hypothése 5.2 soit satisfaite, il suffit qu’il existe une constante
C telle que pour tout v, tout & = (7,7n) voisin de Z™[3 et tout £’ = (7',vk + 1), on ait

(5.12) QPR POW)| < Cl7' =7 —wwl[ul]].

Prés des résonances (v3, V' 3) régulieres, il suffit de vérifier (5.12) pour 7/ = 7 + vw, i.e.
(5.13) QE+vP)q(P(wB)u, P(§)u') = 0 pour ¢ voisin de /3.

5.3. Existence de solutions formelles.

Sous 'Hypothese 5.2, le systeme (5.9) est symétrisable, mais le symbole S(ug,n) du symé-
triseur n’est pas nécessairement lisse en 7. Cependant, dans le cas présent, le manque de régularité
n’est pas un obstacle & la résolution de (5.9). L’analyse des équations ®,, = 0 pour n > 1 est
similaire. Par récurrence, on détermine (Pu,,Qv,,) en résolvant une équation linéaire similaire &
(5.9), de partie principale (5.11). On en déduit :

THEOREME 5.4. Sous les Hypothéses 5.1 et 5.2, pour toute suite de données initiales pour
Pu, € PH®(R? x T™) et Qv, € QH>®(R? x T™) il existe T > 0 et une solution formelle
S e (uy, vy) de (4.1) avec (uy,,v,) € CO([0,T]; H>® (R x T™)).

6. Stabilité linéaire

Considérons une solution formelle sur [0, 7] x R? x T™. Pour k > 2, on définit

k
(61) U;pp(x) :Upr(mvm'ﬁ/E)v Upr = Zé‘n(un’vn).
n=0

C’est une solution approchée de (4.1), au sens oli le membre de gauche évalué sur Ug,, est O(e"+1)

dans L™ N L? et que ses dérivées d’ordre j sont d’ordre O(¢¥+1=7). La stabilité linéaire de US,,
est liée a I'étude du linéarisé de (4.1) qui est de la forme

- L1(c0,
(6.2) LU + eF' (U, U = 1(€0:)u + eF'(US, )U = eF,
o M(ed)v + 2q(uy.0) o

avec U = (u,v), F(U) := (f(U),g(U)) et ui(z) := up(z,Bz/c). Le probleme de Cauchy est stable
s'il existe une constante C' telle que pour tout ¢ €]0, 1], les solutions de (6.2) vérifient :

t
(6.3) vt [0,T] : [|lUMr2ey < CHUONz2ray + C/ 1E ()| 2(ra) ds
0

€

Par Gronwall, cette propriété ne dépend que du premier terme uo du développement de ug,,,.
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6.1. Conditions necessaires.

PROPOSITION 6.1. Si le probléme (6.2) est stable, il existe C' tel que pour tout v € Z™, tout
¢ =(r,n) € Cr tout &' = (7', vk +1n) € Cu, tout x € [0,T] x R? et tout vecteur u

(6.4) | Q€)a(uou(@), POU)| < Cl7' =7 —wwl|ul,

ot ug,, (z) désigne le v-iéme coefficient de Fourier de uy(z,6).

On néglige les termes en eF'U. On écrit la solution de L(¢d)u = 0 comme superposition
d’onde planes Ge*%/¢. 1’idée est toutes les fréquences ¢ € Cr peuvent étre présentes. L’équation
pour v a pour terme source —q(ug, (z), @) e'*#+8?/¢ qui contribue pour un terme non borné en
1/e & la résonance £ + vf3 € Cpr, si Q(€ + Vﬁ)q(uo,,,(ac) ,11) #0.

6.2. Conditions suffisantes. Sous les hypotheses 5.1 et 5.2, on peut construire des solutions
approchées avec ug arbitraire pourvu que uy = Puy. Cela conduit & formuler I’hypothése suivante :

HYPOTHESE 6.2. Pour tout v € Z™, il existe une constante C tel que tout ¢ = (1,m) € Cr,
tout &' = (t',vk +n) € Cy, et tout couple de vecteurs u et u'

(6.5) QPR POW)| < Cl7' =7 =l [ul]].

En particulier, cette hypothese requiert que

(6.6) Q(E+ v B)q(P(vB)u, P(&)u') = 0.
Inversement, si (6.6) est vrai pres d’une résonance (vf3,§) réguliere en £, alors (6.5) a lieu pour §
pres de €. 11 suffit en effet de factoriser 'équation de la résonance dans Q(¢)q(P(vB)u, P({)u').

Dans I'analyse esquissée aprés I’énoncé de la Proposition 6.1, (6.5) permet de controler la
propagation des termes d’interaction pres des résonances. On en déduit le résultat suivant.

PROPOSITION 6.3. Sous I’'Hypothése 6.2, toutes les solutions approchées (6.1), sont linéaire-
ment stables.

6.3. Comparaison des hypothéses. La Proposition 5.3 et (6.6) impliquent
PropoOsITION 6.4. L’Hypothése 6.2 implique les Hypothéses 5.1 and 5.2.

L’Hypothese 6.2 est strictement plus forte, comme le montre ’exemple simple suivant.

EXEMPLE 6.5. En dimension d = 1, considérons le couplage d’une équation de Klein-Gordon
et d’'un champ :

[ €0y — €0y m o
(6.7) L(edy) = ( o co, —i—e@y) , M(edy) :=¢0.
Pour £ = (1,n) € Cp, = {12 = n? + m?} le vecteur e(§) := (m,i(n — 7)) est une base de ker L(i&).
Soit B = (w,k) € Cr, avec Kk # 0. Alors, v € Cp, si et seulement si v = £1 et v € Cypy si et
seulement si v = 0. Considérons la forme bilinéaire

(6.8) q(u,u’) == upubh + ufus

Pour tout &, on a g(e(§),e(—¢)) = 0. Appliqué & £ cela montre que I’hypotheése de transparence
5.1 est satisfaite. Comme la résonance est réguliere et que d = 1, la Proposition 5.3 implique que
I'Hypothese 5.2 est elle aussi satisfaite. Par contre, pour { = (—w, k) € Cp, ona 3+£ = (0,2k) € Ciy
et q(e(B),e(&)) =2imk # 0. Donc (6.6) n’est pas vérifié et 'Hypothese 6.2 n’est pas satisfaite.
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7. Stabilité non linéaire et solutions exactes

On suppose que 'Hypothese 6.2 est satisfaite et on se donne une solution formelle ) £"U,,

sur [0,75] x R? x T™. Pour k > 2, on définit US, et U, comme en (6.1).

THEOREME 7.1 Pour tout T < Ty, il existe C' et €9 > 0 tels que pour tout € €]0, £¢] le systéme

(4.1) avec donnée de Cauchy US,,(0, .) a une solution unique U¢ = (uf,v¥) sur [0,T] x R? et

(7.1) vte[0,T): [US() — Ugp®) || oo gy < C*

app —

On obtient un résultat plus précis en cherchant les solutions (u,v) de (4.1) sous la forme

(7.2) w(z) = u(z,B-z/e), v(z) = v(z,[-z/e)

avec u(x, ) et v(z,0) périodiques en 0. Pour que (u,v) soit solution de (4.1), il suffit que

(7.3) {L(Eam + B0)u + € f(u,v) = 0,

M(edy, + BIg)v + q(u,u) +eg(u,v) = 0.

Avec U := (u, V) et des notations évidentes, on écrit ce systéme sous la forme
(7.4) L°U° + F*(U*®) = 0.

On résout (7.4) avec les données initiales

(7.5) Ufli=0 = Ugppli=o + " R§

La construction des solutions formelles montre que Uy, est une solution approchée de (7.3) au
sens oll pour tout entier o, il existe C' tel que pour tout ¢ €]0,1] et tout ¢ € [0,7T,]

(7.6) | (LU, + F*(U; ))(t,.)HHU(me) < Cehbtl,

app app
Le Théoréme 7.1 est un corollaire du résultat suivant.

THEOREME 7.2. Soit 0 > (d + m)/2. On suppose que la famille {R§} est bornée dans
H (RY x T™). Alors, pour tout T < T,, il existe g > 0 et C tels que pour tout ¢ €]0,g¢] Ie
probléme de Cauchy (7.4) (7.5) a une solution unique U¢ = (u®,v®) € C°([0,T]; H° (R x T™)) et

(7.7) vt e [0,T], ||U(t) — U, (1) HHC,(RW,,L) < Cer.

Négligeant les termes de degré zéro en O(¢e), les équations linéarisés de (7.4) s’écrivent

L(edy + fOp)u = ef,
(7.8)
{M(% P00 v + 2q(uo,u) = g

L’Hypothese 6.2 permet de construire des familles d’opérateurs S¢ et T¢ uniformément bornées de
H (R? x T™) dans lui méme et tels que

(7.9) S°L(ed, + BOy) — M (0, + [09) S° = q(ug, -) + e T°.
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Ils sont de la forme
(7.10) S‘u = Sg(z ei“guu) = Z 08 (3 6Dy + k) uy, .
W Uyl

ou {S,(x,n)} est une famille finie de symboles qui sont somme finie de produits a(x)p(n) avec
a € H*([0,T,] x RY) et p € L>®(R?).

On introduit w := v + 2S%u. Alors, avec (7.9), la deuxiéme équation de (7.8) équivaut a
(7.11) M(edy + BOg)w = eg + 2 S°f + 2 Tu.

Comme L(ed, + $0y) et M(c0, + [0s) sont hyperboliques symétriques avec coefficient de 9; égal
a e, on en déduit des estimations d’énergie H? pour (u,w), donc pour (u,v). On en déduit des
estimations semblables pour le linéarisé de (7.4) et le Théoreme 7.2 en résulte.

8. Non linéarités compatibles.
Toutes les fréquences S donnent lieu & des oscillations stables sous '’hypothese suivante :

HyYPOTHESE 8.1. Il existe C' tel que pour tout £ = (1,n) € Cr, & = (7',n) € Cr, tout
& = (", n+n") € Cy et tout vecteurs u and v’

< Clr" =1 =1"|u||u].

(8.1) | QEa(P©u, PE)

8.1. Formes normales. La formule d’entrelacement (7.9) s’étend de la facon suivante.

THEOREME 8.2 Sous I’'Hypothése 8.1, il existe une famille d’applications bilinéaires J¢ de
H>(R?) x H*®(R?) dans H>®(R?) et tels que pour tout u € C1([0,T]; H*(R?)),

(8.2) q(u(t),u(t)) = M(0y)J° (u(t),u(t)) — 2J°(L(edy)ul(t), u(t)) .
Les J¢ sont définis & l’aide d’une famille bornée {.J(n,7’; -, -)} de formes bilinéaires :
(53 Ty ) = @m0 [ e enf ), @ )
RIxR4

L’explicitation de (8.2) conduit &

8.4)  J(msuw) = (un+u) = N ) = Me(n) T Qi+ 1)a (P (n)u, Pu()u') .
7,k,l

ol les A\;j(n) et Pj(n) [resp. pi(n) et Qi(n)] sont les valeurs propres et projecteurs spectraux de
A(in) [resp. B(in)]. L’Hypothese 8.1 est précisément celle qui permet la division dans (8.4).

On étend la définition de J¢ aux fonctions u(z,#) en posant

(8:5) O DT ED DR AT
ot les J7 . sont définis comme en (8.3) avec les symboles J,, ,(n,7') = J(n+vk,n +V'K).
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PROPOSITION 8.3. Les J¢ sont uniformément bornées de H° (R? x T™) x H?(R? x T™) dans
H°(R? x T) pour o > (d+m)/2 et pour tout u € C*([0,T); H* (R x T™)),

(86)  q(u(t),u(t)) = M(ed, + Bp)I* (u(t), u(t)) — 23°(L(cd, + Bdp)u(t), u(t)) .

COROLLAIRE 8.4. Considérons le changement d’inconnues
(8.7) v:i=v+J(u,u);
Alors, pour les solutions réguliéres, le systéme (7.3) est équivalent &

(8.8) L(edy + BOp)u + € f(u,v —J%(u,u)) =0,
' M(e0y + BIp)Vv +eJ°(u, f(u,v — J°(u,u))) +eg(u,v—J%(u,u)) = 0.

On voit donc que U* = (u,?) vérifie un systeéme (7.3) sans terme g(u,u). Cependant les
opérateurs bilinéaires J¢ sont nonlocaux et on ne peut pas vraiment se référer aux résultats connus
pour justifier I'existence et la stabilité des solutions BKW de taille O(1).

Pour les équation de Maxwell-Bloch, l'opérateur bilinéaire J¢ a un symbole indépendant de
(n,m'). 1l agit ponctuellement en y :

(8.9) I (u, u)(y) = J(uly), uly))
o J est une application bilinéaire sur C¥ x CV. Cest la formule (3.7).

8.2. Les multiplicateurs de Fourier sont nécessaires.
EXEMPLE 8.5. Avec (m? —4)(¢2—1) > 4, on considere

[0y —edy —i 0 _ [ €0r —ecd,y m
(8.10)  L(edy) := ( 0 €0y + €0y —l—i)  M(eds) = ( -m €0y +ecdy )

Cu = {12 = *n? + m?} et Cp, est la réunion des droites C1 := {7 = +(n + 1)}. Les directions
propres sont e, = (1,0) et e— = (0,1). On note (u1,us) les composantes de u et on suppose que

(8.11) qlu,u) = <b2> u? .

Alors g(ey,e_) = 0 et I'analyse des résonances montre que I'Hypothese 8.1 est satisfaite.

En outre, 'opérateur J¢ ne dépend que de u; :

U ity (00 ) —
8.12 JE = — i(n+n")y P\ M / dn d !
(8.12) (u, ) o /6 (0(77,77’) ut(n)ui(n')dndn',

ou p et o vérifient

i(n+n +2—cn+n"))p + = by,
(8.13) {Z(n 7 cm+n))p + mo 1

—mp 4+ in+n +2+ cn+n'))o = bs.

Les conditions sur m et ¢ impliquent que ce systéme a une solution (p(n,7'),0(n,n')) borné. La
définition de p et o fait intervenir des fractions rationnelles.
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8.3. Autres exemples vérifiant 'Hypothése 8.1

EXEMPLE 8.6. Le cas non résonant. Considérons deux équations de Klein-Gordon couplées :

(€0 — €0y mi [ €0y — €0, ma
(8.14) L(edy) == < - 5@—1—50@,) , M(edy) = < - 0,420, )

Quand my < 2my, (Cp +Cp) NChy = 0, ce qui veut dire qu’il n’y a pas de résonances. En outre,

‘i\/(ﬂ-i-ﬂl)?-i-m% i\/n2+m§ i\/n'2+m§‘ >c¢>0.
Il en résulte que 'Hypothese 8.1 est satisfaite quelle que soit la forme bilinéaire q.

EXEMPLE 8.7. Equations de Klein Gordon résonante. On suppose que L lui méme est fait
de deux opérateurs de Klein-Gordon :

(€0 — €0y m1 [ €0y — €0, ma
(8.15) L1(e0) 1= < —my 63t+63y> 0 L2(e0;) = ( —ma €dy +¢€0, )’

On note u = (u1,us) de sorte que L; agit sur u;. En outre,

[ €0r — €0y m
(8.16) M(ed,) = < . 68t+58y> .

On suppose que mo < m; et que min(my; — ma,2ms) < m < 2m;. Cela implique que
(Cp, +Cr,)NCy =0, (Cp, +Cr,)NCpy =0, (Cp, +CrL,)NCar #0.

Il y a donc des résonances, mais seulement entre fréquences de Cr,,. En particulier, pour une forme
quadratique de la forme

q(u,u) = qi(ur,ur) + b(ur,uz)
onaQE&+&q(P(&)., P(¢).) =0 aux résonances. On montre que I'Hypothese 8.1 est satisfaite.

8.4. L’Hypothése 8.1 est strictement plus forte que 'Hypotheése 6.2. L’hypothese de stabilité 6.2
peut n’étre vérifiée que pour certaines fréquences (3. Il est facile de donner des exemples ou elle est

vérifiée en des points J isolés. Mais il se peut aussi qu’elle le soit pour § dans une partie ouverte
de CL.

EXEMPLE 8.8. Considérons
(€0 — €0y m1 [ €0y — ecdy m
(8.17) L(edy) = < iy 68t+68y> , M(edy,) = < Cm €0, +ecdy )
avec ¢ > 1 et m > 2mq.

Pour 8y = (m1,0) € Cr, (Cr £ 8) NCar = 0. Pour S pres de [y, cette propriété reste vraie, ce
qui veut dire qu’il n’y a pas de résonances et I’'Hypothese 6.2 est satisfaite pour tout choix de gq.

Soit maintenant 3 € Cr, est tel que w > m/2. Alors les fonctions ¢1(n) := w++/m? + (n — k)2

et pa(n) = /m? + 2n? vérifient p2(0) < ©1(0) et p2(n) > ¢1(n) quand n — +oo. Il en résulte
que les graphes de p; etps se coupent et (Cp, £ 3) NCpr # 0. Il y a donc une résonance et la
condition Q(& + B)q(P(B).,P(&).) # 0 est certainement remplie pour un choix approprié de ¢,
auquel cas 'Hypotheése 6.2 n’est pas satisfaite. .
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EXEMPLE 8.9. L’exemple ci-dessus est aisément modifié pour incorporer des résonances aux
fréquences (3 stables. On considére L = (L1, Ly) comme en (8.15) et M comme en (8.17). On
suppose que ¢ > 1 et 2my > m > m1 + ms.

Pour 3 € C, prés de By = (m1,0), ona (C, £ B)NCy # 0 et (Co, £B)NCy =0. Ny
a donc des résonances mais elles ne concernent pas les fréquences de Cr,. On montre alors que
I’Hypothese de stabilité 6.2 est satisfaite pour toute forme quadratique

(8.18) q(u,u) = ga(uz,u2) + b(ug,uz).

Quand S est grand, (Cp, = 3)NCyr # 0 et pour £ € Cr, N (Cpr — () on peut faire en sorte que
Q&+ B)g(P(B).,P(£).) # 0 par un choix approprié de ¢, auquel cas 'Hypothése 6.2 n’est pas
satisfaite.

9. Un exemple d’instabilité forte

L’exemple ci-dessous s’inspire de I’Exemple 6.5. 11 est plus simple dans la mesure ou il n’y a
qu’une seule résonance. En dimension d = 1, on consideére le systeme

(0 —Oy)ur —iug =0,
(9.1) €(0y — Oy)us + edugzv = 0,

e + urus = 0,
En séparant les parties réelles et imaginaires, on obtient un systeéme (4.1). Dans la seconde équation,
J est un parameétre. On renvoie a [JMR 1] pour une systématisation de cet exemple.

La variété caractéristique Cr, est I'union des droites C; := {7 = n+ 1} et C2 := {Tr =7n}. En
outre, Cpy = {7 = 0}. On choisit 5 = (2,1) € C;. Alors, v3 € C, pour v =1 et v = 0. On vérifie
que les Hypotheses 5.1 et 5.2 sont satisfaites.

Par ailleurs, & := (=2, —2) € C5 est en résonance avec et comme le coefficient de ujus est
non nul, 'Hypothese 6.2 n’est pas satisfaite pour cette résonance.

Considérons une famille de solutions de la premiere équation
(9.2) u(z) = a(x) e, avec (9 —dy)a=0.
On suppose que a est constante sur le domaine Q := {(¢,y) : |y| <4 —t}

Quand les données initiales de us et v s’annulent, la solution de (9.1) est (uj,0,0). On étudie
la stabilité de ces solutions. On montre que pour des perturbations des données initiales :

1) il existe de des solutions BKW et donc des familles uniformément bornées de solutions
approchées,

2) les solutions exactes ayant les mémes données de Cauchy divergent en e7/VE des solutions
approchées.

9.1. Solutions BKW.

Comme les Hypotheses 5.1 et 5.2 sont satisfaites, on peut construire des solutions formelles.
Ici on trouve

(9.3) W () ~ (Zenbn(x))e_w'm/g, (@) ~ Y e (2).
n=1 n=0

Les coefficients sont déterminés par les équations suivantes : pour n > 0,
(94) bn+1 = z((@t - 3y)bn + E’Un) s 3tvn - abn+1 .
On en déduit
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PROPOSITION 9.1. Pour toute suite v0 € H*™(R), le systéme (9.1) a une unique solution

formelle de la forme (9.2)(9.3), avec by, et v,, dans H*>([0,1] x R) et vérifiant vy ;=0 = vJ.

Etant donnée une solutions formelle, on considere la solutions approchée

k+1 k
€ _ € € _ k —if-x/e £ _ k
(9.5) UL app = Uls  Udgpp = E e"bp e /e, Vapp = E €%y, .
n=1 n=0

iB-x/e € TE € € €, €
e (6(8t — Oy U5 4pp + EUT vapp) et €0y, + Ul U3 4

sont O(e¥+2) dans H>([0,1] x R?).

9.2. Solutions exactes

On suppose maintenant que v est a support dans [—1,1] et que pour n > 0, v2 = 0. Etant
donnée la solution approchée (9.5) correspondante, on considére maintenant la solution exacte de
(9.1) qui a les mémes données de Cauchy. u$ est inchangé et on obtient pour u® := u§ e’#*/¢ et v*
le systeéme linéaire suivant

9.6
(96) ev + auy = 0.

{6(8t—8y)u —iu +edav =0,

Les formules (9.4) montrent que les b, (0, .) et donc les données initiales de (u$, v®) sont supportés
dans [—1,1]. Comme a est constant sur {2 qui contient le domaine d’influence de [—1,1], on peut
supposer dans (9.6) que a est une constante, non nulle. Ce systéme s’analyse directement par
transformation de Fourier.

<1:/’(t7 77) > — e% Ale,en) <
o(t,m)

Pour n = —1, A(0,7) a une valeur double. C’est la traduction exacte pour le systeme (9.6) du fait
que (3,&0) est une résonance.

(ST~

) A= (M)

On suppose maintenant que § est un réel strictement positif. On laisse au lecteur le soin de
vérifier que la condition utile est que & n’est pas un réel négatif ou nul. On voit alors que pour
In+1| < veV$|al, A(e,n) a une valeur propre de partie réelle \/cd]a]> — (7 + 1)2 > 0. En suivant
les projecteurs spectraux de A, on montre le résultat suivant.

LEMME 9.2. Pour tout C > 0 et h €]0,v/5|a|[ il existe y > 0, et ¢ > 0 tels que :
pour tout € €]0,1], tout n tel que |en + 1| < \/eh, tout t € [0,1] et tout vecteur U = (u,v)
vérifiant |u| < Celv|, on a :

(9.7) ‘ e~ EAEen) 7 | > ceM/VE ).
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Gréace & (9.4), on vérifie que |by11(0,7)| < Co(1+ |77|)"|1;g(77)| Par conséquent,

(9.8) @50, m)] < Ce(1+eln)* [0d(n)].

On peut donc appliquer I'estimation (9.7). On en déduit que, si la famille U¢(t) est bornée dans
L? sur un intervalle de temps [0, 7] indépendant de ¢, alors il existe ' > 0 tel que

+00 N
/ VI R dy < oo
— 00

Ceci demande que v) soit dans la classe de Gevrey d’ordre 2, G2. Par conséquent, si v ¢ G?,
lU(t)[|z2 et |U*(t) — Ugppllz2 ne peuvent pas rester bornés sur un intervalle fixe. Le résultat
suivant donne un taux de divergence.

THEOREME 9.3. Outre les hypothéses précédentes, on suppose que v vérifie :

(9.9) ds <1/2, 3¢1 >0, Fez >0, Vn, |1;g(77)| > ¢y e’

Alors il existe ¢ > 0 et 7 > 0 tels que la solution exacte de (9.1) avec les données de Cauchy Ug,,
vérifie

(9.10) U=(t) — Ugppllz > ce"?VE  pour telr 6%_8,1].

L’hypothese (9.9) exprime que v] n’est pas dans la classe G/ pour un s < 1/2, sur aucune

bande de fréquence. Pour finir, on vérifie que le théoréme n’est pas vide

LEMME 9.4. II existe des fonctions & support compact vérifiant (9.9)

Soit x(y) la transformée de Fourier inverse de e=(1+I11")** " Cette fonction est dans la classe

de Gevrey G'/5. Soit y1 # 0 une fonction C>® & support compact, réelle et paire. Sa transformée
de Fourier X7 est réelle et paire. Donc x2 = x1 * x1 € C§° et X3 est réelle et positive ou nulle.
Alors v = xx2 vérifie (9.9). En effet, v € C§° et

1
() > / =1 53(¢) de

1

Comme Y3 est analytique et positive ou nulle, son intégrale sur [—1,1] est strictement positive et
(9.9) en résulte. On remarque que v € G'/* si on choisit x; dans cette classe de Gevrey.
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