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R�esum�e� Nous pr�esentons un r�esultat d�existence globale de solutions faibles des �equations de Navier

Stokes dans IR� pour des donn�ees initiales d��energie in�nie


Abstract� We present a recent result on existence of global weak solutions for the Navier
Stokes
equations on IR� when the initial data have non
�nite energy


Depuis ���	� je travaille sur les solutions faibles et les solutions milds des �equations de Navier
Stokes
dans IR�� dans la ligne des travaux r�ecents de M
 Cannone �CAN� et de F
 Planchon �PLA�
 En ����� j�ai
obtenu les r�esultats suivants� l�unicit�e des solutions milds dans C���� T �� �L��IR����� �en collaboration avec
mes �etudiantes G
 Furioli et E
 Terraneo �FLT ��� �FLT ��� et l�existence globale de solutions faibles pour
des donn�ees initiales dans Lp pour p � ����� �LEM ��
 Dans cet expos�e� je d�evelopperai ce dernier point


Rappelons que les �equations de Navier
Stokes sur ��� T ��IR� d�ecrivant l��evolution de la vitesse d�un
�uide newtonien incompressible� homog�ene et visqueux �u�t� x�� t ���� T �� x � IR�� sont donn�ees en l�absence
de force ext�erieure par le syst�eme

��� � �t�u � � ��u� � �r���u� �u�� �r�

��� �r��u � �

� est la densit�e �constante� du �uide et � est le coe�cient de viscosit�e� nous supposerons ici �sans
perte de g�en�eralit�e� que ces deux constantes sont �egales �a �� � � � � �
 � est la pression �inconnue��
dont le r�ole est de maintenir la divergence de �u �egale �a � �cette condition de divergence nulle exprimant
l�incompressibilit�e du �uide�


Le th�eor�eme sur les solutions faibles �a donn�ee initiale Lp est alors le suivant�

Th�eor�eme A � Si p � ������� si �u� � Lp�IR��� et si �r��u� � � alors il existe une solution faible �u sur
������ des �equations de Navier
Stokes avec �u� pour donn�ee initiale�
a� �u et �r� �u sont localement de carr�e int�egrable sur �������IR�

b� �r��u � �
c� �� � D���������IR�� �t�u � ��u� ��u��r� �u� �r�
d� ��� � D�IR��� limt��� 	 �u�t� �� j �� 
�	 �u� j �� 


On peut de plus imposer �a �u de satisfaire les conditions de r�egularit�e de Ca�arelli� Kohn et Nirenberg
�CKN�� pour tout compact K de ������IR� on a�
e� supt��

R
�t�x��K j�uj� dx 	�

f�
R R

K
j�r� �uj� dx dt 	�

g�
R R

K
j�j��� dx dt 	�

�



h� pour toute � � D�������IR�� telle que � 	 � et Supp � 
 K� on a

�

Z Z
K

j�r� �uj� ��t� x� dx dt 	

Z Z
K

j�uj� ��t����� dx dt�

Z Z
K

�j�uj� � �����u��r�� dx dt

Les r�esultats d�existence globale connus concernaient les cas �u� � �L��� �donn�ee initiale d��energie �nie�
�th�eor�eme de Leray �LER�� ����� avec une solution �u � L�������� �L����� et �u� � �L��� avec jj�u�jj� assez pe

tite �th�eor�eme de Kato �KAT�� ����� avec une solution �u � C������� �L�����
 Le r�esultat que nous pr�esentons
est en fait une r�esultante de ces deux th�eor�emes


�� Solutions faibles des �equations de Navier�Stokes

Nous allons maintenant pr�eciser le sens de solution faible ou de solution mild que nous entendons utiliser
lors de cet expos�e


D�e�nition �� �Solutions faibles et solutions milds�
A� Une solution faible des �equations de Navier
Stokes sur ��� T ���IR� est une distribution vectorielle

�u � �L�
loc���� T

���IR���� qui v�eri�e�

a� �r��u � �
b� �� � D����� T ���IR�� �t�u � ��u� �r���u� �u�� �r�

B� Une solution mild des �equations de Navier
Stokes sur ��� T ���IR� de donn�ee initiale �u� � �S ��IR�����
�r��u� � �� est une distribution vectorielle �u � �D����� T ��� IR��� telle que�
a� �u � �T�T�L����� T �� �L�

uloc�
��

b� �u � et��u� �
R t
� �
�r�Ot�s� � ��u� �u� ds

o�u Ot est le noyau d�Oseen �OSE�� �LER� Ot � �Id� �
�
�r� �r�et� � �

��j�k � �
��j�k�e

t�
�
��j�����k��


Une solution mild est dite r�eguli�ere si �u � �T�T�Lq���� T �� �L�
uloc�

�� pour un q 
 � et si de plus �u �
���t�T�T�L���t� T �� �L��IR����� et limt��

p
tjj�ujj� � �


Rappelons que L�
uloc est l�espace des fonctions uniform�ement localement de carr�e int�egrable� f � L�

uloc

si et seulement si� supx�IR�

R
jy�xj�� jf�y�j� dy 	 ��


Le noyau Ot est une matrice de convoluteurs �Oj�k�t�x� �
�

t���
Oj�k�

xp
t
� ���j�k�� et ��r�Ot�s� � ��u� �u�

est une notation pour �
P

i

P
k �ifOj�k�t�sg�fui�s�uk�s�g���j��
 Le noyau �iOj�k est une fonction int�egrable

sur IR� de sorte que jj��r�Ot�s� � ��u� �u�jjL�
uloc


 C �p
t�s jjujj�L�uloc 
 Mais par ailleurs L

�
uloc�IR

�� 
 B����� � et

�
��i�j�k est continu de B

����
� dans B�	��� d�o�u jj��r � Ot�s� � ��u � �u�jjB�����


 Cjjujj�
L�
uloc

� cette derni�ere

estimation s�int�egre de sorte que l�expression sous forme d��equation int�egrale a bien un sens


Il est facile de v�eri�er qu��a une donn�ee initiale �u� il correspond au plus une solution mild r�eguli�ere
��LEM �� pour le cas q � ��
 De m�eme� il est facile de voir qu�une solution mild des �equations de Navier

Stokes en est une solution faible �FLT �� et qu�elle appartient �a C���� T ��� �B�	��� ���� la r�eciproque est vraie
pour une solution faible �u � �T�T�L����� T �� �L�

uloc�
�� si l�on rajoute une condition d�annulation �a l�in�ni

qui permet de contr�oler � �a l�aide de �� � �P
k

P
l �kul �luk�

D�e�nition �� L�espace E� des fonctions uniform�ement localement de carr�e int�egrable et nulles �a l�in�ni
est d�e�ni par� f � E� si et seulement si�
a� supx�IR�

R
jy�xj�� jf�y�j� dy 	 ��

b� limx��
R
jy�xj�� jf�y�j� dy � �

�



Il est norm�e par�

jjf jjE�
� sup

x�IR�

�

Z
jy�xj��

jf�y�j� dy� ��

Remarque � E� est l�adh�erence de D�IR�� dans L�
uloc


Proposition� �FLT ��
Si �u � �T�T�L����� T �� �E��

��� alors �u est une solution faible des �equations de Navier
Stokes dans
��� T ���IR� si et seulement si elle en est une solution mild


Nous ne consid�ererons que des solutions dans �T�T�L����� T �� �E��
��� c�est une classe assez g�en�erale pour

contenir les solutions faibles de Leray �LER� ��u � L�������� �L�����L�������� � �H������ les solutions milds de
Kato �KAT� ��u � C���� T ��� �Lp���� o�u � 
 p 	��� mais �egalement les solutions auto
similaires de Cannone
�CAN� �t�������p�u � L�������� �Lp��� o�u � 	 p 	�� et celles de Meyer �MEY� ��u � L�������� �L������


	� Solutions milds des �equations de Navier�Stokes

Le formalisme des solutions milds de Kato �KAT� permet facilement d��etablir le r�esultat suivant�

Proposition�� �Solutions milds dans Lp�

A� Pour p � ������ �u� � �Lp�� tel que �r��u� � � il existe un temps T � 
 � et une application
�u � C���� T ��� �Lp��� tels que�
a� �u et �r� �u sont localement de carr�e int�egrable sur ��� T ���IR�

b� �r��u � �
c� �� � D����� T ���IR�� �t�u � ��u� ��u��r� �u� �r�
d� �u��� �� � �u�
e� pour tout T 	 T � on a� sup��t�T jj�ujjp �

p
tjj�r� �ujjp �

p
tjj�ujj� 	 ��

f� limt���
p
tjj�ujj� � �

B� Pour tous T� ������ et p ������ il existe �� 
 � tel que si la donn�ee initiale �u� du point A� v�eri�e
jj�u�jjp 	 �� alors le temps d�existence T

� de la solution �u est sup�erieur �a T�

C� Pour p � � il existe �� 
 � tel que si la donn�ee initiale �u� du point A� v�eri�e jj�u�jj� 	 �� alors le

temps d�existence T � de la solution �u vaut �� et �u v�eri�e�

sup
t��

jj�ujj� �
p
tjj�r� �ujj� �

p
tjj�ujj� 	 ��

Rappelons bri�evement le principe de la preuve
 On cherche la solution �u comme point �xe de la
transformation �v � et��u� �

R t
� �
�r � Ot�s� � ��v � �v� ds
 Pour p 	 �� on a Lp 
 B����� et donc pour

tout T ������ si p �� � et T � � si p � � on a sup��t�T
p
t jjet��u�jj� 
 CT�pjj�u�jjp
 On pose alors

ET � f�v � C���� T �� �Lp��� 
 sup��t�T jj�vjjp �
p
tjj�r� �vjjp �

p
tjj�vjj� 	 ��� limt���

p
tjj�vjj� � �g� on sait

que et��u� � ET � on v�eri�e facilement que l�op�erateur bilin�eaire B��v� �w��t� �
R t
� �
�r� Ot�s� � ��v � �w� ds est

continu de ET �ET dans ET 
 Plus pr�ecis�ement� on a�

jj�B��v��v��B��w� �w���t� x�jjLp�dx� 
 C� sup
��s�t

jj�v � �wjjp sup
��s�t

p
s�jj�vjj� � jj�wjj��

p
t jj��r�B��v��v���r�B��w� �w���t� x�jjLp�dx� 
 C� sup

��s�t
�jj�v� �wjjp�

p
sjj�r��v��r� �wjjp� sup

��s�t

p
s�jj�vjj��jj�wjj��

jj�B��v��v��B��w� �w���t� x�jjL��dx� 
 C�� sup
��s�t

jj�v � �wjjp���� � sup
��s�t

p
sjj�v � �wjj����� sup

��s�t

p
s�jj�vjj� � jj�wjj��

�



Il su t alors de �xer R� 
 max�jj�u�jjp� supt��

p
t jj�r� �ujjp�� �� 
 � tel que �C� �C� �C���� 	 �� �C��� 	 ��

�C��� 	 � et �C
�
�R��� 	 �� et en�n T tel que sup��t�T

p
tjjet��u�jj� 	 �� pour obtenir que l�application �v �

et��u��B��v��v� laisse invariant le sous
ensemble ferm�e FT de ET d�e�ni par FT � f�v � ET 
 sup��t�T jj�vjjp 

�R�� sup��t�T

p
t jj�r��vjjp 
 �R�� sup��t�T

p
t jj�vjj� 
 ��g et qu�elle y est contractante
 La d�emonstration

est alors achev�ee



� Le cas � 
 p 
 ��

C�est le cas le plus simple
 Si � 
 p 
 � et �u� � �Lp��� �r��u� � �� il est facile de d�ecomposer �u� en �v�� �w�

o�u �r��v� � �r� �w� � �� �v� � �L���� �w� � �L��� et jj�w�jj� 	 �� �o�u �� est la constante de la proposition ��
 Il
su t de d�ecomposer Lp sur L� et L� sur chaque composante de �u� ind�ependamment des autres composantes�
puis de projeter cette d�ecomposition sur les champs de vecteur �a divergence nulle� ce projecteur �etant continu
sur �L��� et �L���
 On cherche alors la solution �u en la d�ecomposant en �u � �v � �w o�u�
a� �w est une solution mild globale des �equations de Navier
Stokes avec �w� pour donn�ee initiale �une telle
solution existe d�apr�es le th�eor�eme de Kato �Proposition ����


 �w � C������� �L����


 supt�� jj�wjj� �
p
tjj�r� �wjj� �

p
tjj�wjj� 
 C	jj�w�jj�


 �r� �w � �

 ��� � D���������IR�� �t �w � ��w � ��w��r� �w � �r��


 �w��� �� � �w�

b� �v est une solution faible globale d��equations de Navier
Stokes perturb�ees avec �v� pour donn�ee initiale �une
telle solution sera construite par la m�ethode de Leray��


 �v � L�������� �L���� � L�������� � �H����


 �r��v � �

 ��� � D���������IR�� �t�v � ��v � ��v��r� �v � ��w��r� �v � ��v��r� �w � �r��


 limt��� jj�v � �v�jj� � �

Comment construit
on �v et quelles en sont les propri�et�es! Il su t de se rapporter �a l�article fondateur
de Jean Leray �LER�
 On commence par att�enuer la non
lin�earit�e de l��equation en rempla"cant les termes

de la forme �����r��� par des versions adoucies �f�� � ��g��r��� ou �����r�f�� � ��g o�u ���x� �
�
����

x
� � avec

� � D�IR���
R
��x� dx � �
 On d�e�nit donc �v� � C������� �L���� comme la solution du syst�eme�

���� �r��v� � �
���� ��� � D���������IR�� �t �v� � ��v� � �f�v� � ��g��r� �v� � �f�w � ��g��r� �v� � ��v���r� f�w � ��g � �r��

�	�� �v���� �� � �v� � ��

Le probl�eme ���� et ���� est bien pos�e dans L
�� pour une donn�ee initiale L�� on trouve d�abord une so


lution C���� T �� �L���� pour un T 
 �� cette solution est de plus L����� T �� �H���� puisque �t�v� � ��v� �
L����� T �� �H������ cela donne �v� � L����� T �� �H���� et �t�v� � L����� T �� �H������ d�o�u�

�tjj�v�jj�� � �h�t�v�j�v�iL��dx� � ��jj�r� �v�jj�� � �h�r� �v�j�v� � f�w � ��giL��dx�
Or on a

j h�r� �v�j�v� � f�w � ��giL��dx� j 
 Cjj�v�jj
 jj�r� �v�jj� jj�wjj� 
 C � ��jj�r� �v�jj��
C et C � ne d�ependent ni de �� ni de �w ou de �v� �ni de T � et l�on peut choisir �� assez petit pour obtenir

�tjj�v�jj�� � jj�r� �v�jj�� 
 �
 Cela assure que la norme L� de �v� n�explose pas� puisque jj�v��t� ��jj� 
 jj�v���� ��jj�
On
obtient �nalement que �v� est d�e�ni en tout temps et que �v� � L�������� �L�����L�������� � �H����
 Le choix
d�une donn�ee initiale r�eguli�ere dans �	�� assure de plus que �v� est en fait une fonction C� sur ������IR�


�



Les fonctions �v�� � 	 � 
 �� v�eri�ent�
a� sup����� jj�v�jjL��IR��dx� 	�
b� sup����� jj�r� �v�jjL��������IR��dt dx� 	�

et donc
c� sup����� jj�Id �������v�jjL��������IR��dt dx� 	�

d� sup����� jj�Id������	�t�v�jjL��������IR��dt dx� 	�
Cela entra�# ne que la famille �v�� � 	 � 
 �� est born�ee dans H���

loc �������IR�� et qu�on peut donc en
extraire une suite ��v�n� �avec �n � �� qui converge en norme L� sur tout compact de ������IR�
 Par ailleurs�
on a�
e� �T 
 � limR�� sup��t�T sup�����

R
jxj�R j�v�j� dx � �

Finalement� la limite �v de la suite �v�n est dans L
���L���� et on a pour presque tout t 
 � lim�n��

R
IR� j�v�n�

�vj� dx � �
 On en conclut que �v�n converge vers �v fortement dans L�
loc��L

���� et faiblement dans L�
loc��H

����

�v est alors bien solution du syst�eme de Navier
Stokes perturb�e et il est facile de v�eri�er que �v� �w � �u v�eri�e
les conditions de Ca�arelli� Kohn et Nirenberg
 En e�et� on a pour tout � � D�������IR�� et en notant
�w��� � �w � �� et �v��� � �v� � ���

�

Z Z
j�r� ��v� � �w�j� ��t� x� dx dt �

Z Z
j�v� � �wj���t����� dx dt�

Z Z
�j�v� � �wj� � ��� � ������v� � �w���r� dx dt

�

Z Z
f�v����v� � �w�gf��w��� � �w � �v��� � �v����r�g dx dt�

Z Z
��w��� � �w����v� � �w� ��v���r�� dx dt

�

Z Z
��v��f��w��� � �w���r �wg� �w�f��w � �w������r �v�g� �w����f�v���r �wg � �w�f�v���r �w���g� � dx dt

�

Z Z
��v��f�v�����r �wg � �v��f�v���r �w���g� �w����f�v���r �v�g � �w�f�v�����r �v�g� � dx dt

Quand �n tend vers �� le membre de droite de cette �egalit�e converge vers
R R j�uj���t� � ��� dx dt�R R

�j�uj� � ��� �u��r� dx dt
 Le membre de gauche ne converge pas� mais si � 	 �� on a
Z Z

j�r� �uj� ��t� x� dx dt 
 lim inf �n��

Z Z
j�r� ��v�n � �w�j� ��t� x� dx dt

Le th�eor�eme est alors d�emontr�e pour p � ��� ��


�� Le cas p 
 �� A� R�esolution sur un intervalle de longueur 	�

Si p 
 � et �u� � �Lp��� �r��u� � �� on d�ecompose �u� en �v� � �w� o�u �r��v� � �r� �w� � �� �v� � �L����
�w� � �Lp�� et jj�w�jj� 	 �� �o�u �� est la constante de la proposition � associ�ee �a T� � ��
 Il su t encore de
d�ecomposer Lp sur L� et Lp avec petite norme sur chaque composante de �u� ind�ependamment des autres
composantes� puis de projeter cette d�ecomposition sur les champs de vecteur �a divergence nulle� ce projecteur
�etant continu sur �L��� et �Lp��
 On cherche alors la solution �u en la d�ecomposant en �u � �v � �w o�u�
a� �w est une solution mild des �equations de Navier
Stokes sur ��� ���IR� avec �w� pour donn�ee initiale�


 �w � C���� ��� �Lp���

 supt�� jj�wjjp �

p
tjj�r� �wjjp �

p
tjj�wjj� 
 C	jj�w�jjp


 �r� �w � �

 ��� � D����� ���IR�� �t �w � ��w � ��w��r� �w � �r��


 �w��� �� � �w�

	



b� �v est une solution faible des �equations de Navier
Stokes perturb�ees avec v� pour donn�ee initiale �construite
par la m�ethode de Leray��


 �v � L����� ��� �L���� � L����� ��� �H����


 �r��v � �

 ��� � D����� ���IR�� �t�v � ��v � ��v��r� �v � ��w��r� �v � ��v��r� �w � �r��


 limt��� jj�v � �v�jj� � �

La construction de �v se fait �a nouveau par la m�ethode de Leray
 On introduit �a nouveau le probl�eme
����� ���� et �	�� sur ��� ���IR�
 Le probl�eme reste bien pos�e dans L� et fournit une solution C���� T �� �L�����
L����� T �� �H���� pour un T 
 �� cette solution v�eri�e

�tjj�v�jj�� � �h�t�v�j�v�iL��dx� � ��jj�r� �v�jj�� � �h�r� �v�j�v� � f�w � ��giL��dx�

Or on a pour �
q � �
p� �
� � � et �
q � �
� � ��� ��
$

j h�r� �v�j�v� � f�w � ��giL��dx� j 
 Cjj�v�jjq jj�r� �v�jj� jj�wjjp 
 C � ��jj�r� �v�jj���� jj�vjj�� 
 C �� ���jj�r� �v�jj�� � jj�vjj���

C�C � et C �� ne d�ependent ni de �� ni de �w ou de �v� �ni de T � et l�on peut choisir �� assez petit pour

obtenir �tjj�v�jj�� � C ����jj�v�jj�� � jj�r � �v�jj�� 
 �
 Cela assure que la norme L� de �v� n�explose pas� puisque
jj�v��t� ��jj�� 
 eC

����tjj�v���� ��jj��
On obtient �nalement que �v� est d�e�ni sur ��� �� et que �v� � L����� ��� �L���� �
L����� ��� �H����
 Le choix d�une donn�ee initiale r�eguli�ere dans �	�� assure de plus que �v� est en fait une
fonction C� sur ��� ���IR�


On extrait ensuite de cette famille �v� une suite convergeant vers une solution du syst�eme de Navier
Stokes
perturb�e et conduisant ainsi �a une solution de Ca�arelli� Kohn et Nirenberg sur��� ���IR�
 Le probl�eme est
alors d��etendre cette solution en tout temps



� Le cas p 
 �� B� R�esultats d�unicit�e et de r�egularit�e�

A priori� �etendre la solution au del�a de t � � ne pose pas de probl�eme� puisque �u � �v � �w avec
�v�t� �� � �L��� et �w�t� �� � �Lp��� il su t �a un instant t� de red�ecomposer �u�t�� �� en �V � �W o�u �r��V � �rW �

�� �V � �L���� �W � �Lp��� jj �W jjp 	 �� pour disposer d�une solution sur �t�� t� � ��
 Le probl�eme cependant est
de conserver les propri�et�es de Ca�arelli� Kohn et Nirenberg� c�est
�a dire l�in�egalit�e d��energie locale contr�olantR R j�r� �uj���t� x� dt dx
 Pour cela� il ne su t pas d�avoir une telle solution sur ��� t�� et sur �t�� t� � �� car
il y aurait un probl�eme de recollement en t�
 Il s�agit de montrer le r�esultat suivant� si �u est la solution
construite sur ��� ���IR� dans la section pr�ec�edente� il existe t� � ��� ��� une solution �U sur �t�� t� � ���IR�

ayant pour donn�ee initiale �u�t�� �� et un nombre � 
 � tel que �u � �U sur �t�� t� � ���IR�
 On construira
alors par r�ecurrence une suite tn croissante avec tn � � 
 tn
� 	 tn � � et des solutions �r�eguli�eres au sens
de Ca�arelli� Kohn et Nirenberg� �u�n� sur �tn� tn � ���IR� telles que pour une certaine suite �n de nombres
strictement positifs �u�n� � �u�n
�� sur �tn
�� tn
� � �n��IR� et on conclura par une partition de l�unit�e �avec
des bosses positives


� adapt�ee aux intervalles �tn� tn
� � �n�
 Il s�agit donc de choisir t�
 Il est facile de
voir que �v �et donc �u� est presque partout Lp �en fait �v � L����� ��� �L������ on choisit alors t� tel que
�v�t�� � �Lp�� et limt�t�

�

jj�v � �v�t��jj� � � �ce qui est �egalement vrai presque partout� �a cause de l�in�egalit�e
d��energie�
 En appliquant la m�ethode de Leray perturb�ee et celle de Kato �a �u�t��� on dispose donc de trois
solutions de Navier
Stokes sur �t�� t� � ���IR� pour un � 
 ��

% �u d�e�nie sur ��� ���IR� construite par la m�ethode de Leray perturb�ee� �u � �v� �w o�u �w � C���� ��� �Lp���
et �v � L����� ��� �L���� � L����� ��� �H�����

% �U d�e�nie sur �t�� t� � ���IR� construite par la m�ethode de Leray perturb�ee� �U � �V � �W o�u �W �
C��t�� t� � ��� �Lp��� et �V � L���t�� t� � ��� �L���� � L���t�� t� � ��� �H

�����
% �y d�e�nie sur �t�� t� � ���IR� construite par la m�ethode de Kato� �y � C��t�� t� � ��� �Lp���


$



�u� �U et �y co&# ncident en t � t�
 Il est facile de v�eri�er que �y est L
���L���� et L���H����
 Par ailleurs�

�y � �w est solution de la m�eme �equation de Navier
Stokes perturb�ee que �u� �w sur �t�� t� � ���IR�� les deux
solutions co&# ncident en t� et v�eri�ent toutes deux la m�eme in�egalit�e d��energie

jj�u� �wjj�� � �
Z t

t�

jj�r� ��u� �w�jj�� ds 
 jj�u�t��� �w�t��jj�� � �
Z t

t�

h��u� �w���r ��u� �w�j�wi ds

�et pareil pour �y� �w�
 De plus �y� �w � C��t�� t�� ��� �Lp���
 Le th�eor�eme d�unicit�e de Serrin �WAH� permet

alors de conclure que �u � �y
 On raisonne de m�eme avec �y � �W et �U � �W 
 Cela termine la d�emonstration


�� G�en�eralisations�

Le th�eor�eme A se g�en�eralise �a d�autres donn�ees initiales que Lp �LEM ��
 Bien �evidemment� on peut par
exemple consid�erer le cas d�une donn�ee Lp � L�
 Mais on peut consid�erer d�autres espaces L� �X o�u une
donn�ee dans X permet de trouver une solution mild qui interagisse avec les fonctions dans L��L���L��H��
pour pouvoir imiter la m�ethode Lp
 Il y a beaucoup d�exemples d�espaces X possibles� y compris des espaces
de distributions singuli�eres
 Nous traiterons ici d�un exemple simple


Th�eor�eme B��Solutions localement L��

Si �r��u� � � et si �u� est localement L� et v�eri�e pour un � 
 ��

lim
x��

Z
jx�yj��

j�u��y�j� dy � �

sup
x�IR�

Z
j�u��y�j �

�� � jx� yj���� dy 	�

alors il existe une solution faible �u sur ������ des �equations de Navier
Stokes avec �u� pour donn�ee initiale�
a� �u et �r� �u sont localement de carr�e int�egrable sur �������IR�

b� �r��u � �
c� �� � D���������IR�� �t�u � ��u� ��u��r� �u� �r�
d� ��� � D�IR��� limt��� 	 �u�t� �� j �� 
�	 �u� j �� 


De plus� on peut imposer �a cette solution de satisfaire les conditions de Ca�arelli� Kohn et Nirenberg

Nous introduisons l�espace E� analogue de E� pour la norme L
� et un espace 'technique( E����

D�e�nition �� A� L�espace E� des fonctions uniform�ement localement de puissance troisi�eme int�egrable
et nulles �a l�in�ni est d�e�ni par� f � E� si et seulement si�
a� supx�IR�

R
jy�xj�� jf�y�j� dy 	 ��

b� limx��
R
jy�xj�� jf�y�j� dy � �

Il est norm�e par�

jjf jjE�
� sup

x�IR�

�

Z
jy�xj��

jf�y�j� dy� ��

B� Pour � 	 � 	 �� l�espace E��� est d�e�ni par f � E��� si et seulement si on a�
a� f � E�

b� supx�IR�

R
IR� jf�y�j��� �

��
jx�yj���� dy 	�
c� limx��

R
IR� jf�y�j��� �

��
jx�yj���� dy � �

�



Il est norm�e par�

jjf jjE��� � sup
x�IR�

�

Z
jy�xj��

jf�y�j� dy� �� � sup
x�IR�

�

Z
IR�

jf�y�j��� �

�� � jx� yj���� dy����

Il est facile de voir que la donn�ee �u� du th�eor�eme B appartient �a �E����
� pour � assez petit et que E���

est bien adapt�e aux �equations de Navier
Stokes�
a� D�IR�� est dense dans E��� �par troncature et r�egularisation�
b� les transformations de Riesz op�erent continument sur E���� en e�et elles op�erent continument �et uni

form�ement par rapport �a x�� sur L

���� �
��
jx��yj���� dy� car �

��
jx��yj���� est un poids de la classe de
Muckenhoupt A���� pour estimer

R
jx�yj�� jRjf�y�j� dy� on scinde f en gx � f�y��jx�yj���y� et hx�y� �

f�y� �jx�yj���y�� Rjgx�y� s�estime facilement par la continuit�e L
� de Rj � par ailleurs Rjhx�y� est born�ee sur

jx� yj 
 � par �Rjw�xj�� jf�w�j��� �
jx�wj��� dw�����

R
jx�wj��

�
jx�wj���� dw���� 


c� de a� et b� on tire qu�un champ �a divergence nulle dans �E����
� se d�ecompose en un champ �a divergence

nulle appartenant �a �L��� et un champ de norme E��� arbitrairement petite

d� le formalisme de Kato pour l�existence de solutions milds s�applique sans probl�eme car le produit ponctuel
est un op�erateur bilin�eaire continu de L� �E��� dans E��� et E��� 
 B�����
e� le produit ponctuel est bien continu de L� �E��� dans H

��� en fait� il l�est de L� � L�
uloc dans H

��

f� La �n de la d�emonstration est similaire �en rempla"cant le th�eor�eme d�unicit�e de Serrin par celui de Von
Wahl �WAH��
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