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Equations de Navier�Stokes sur des

domaines minces tridimensionnels et espaces anisotropes

Drago�s Iftimie
Universit�e de Rennes �

IRMAR
Campus de Beaulieu
����	 Rennes Cedex

Introduction

Les �equations de Navier
Stokes sont les suivantes �

�N�S�

���
�tu� u � ru� �
u � �rP pour �t� x� � R� � ��

div u�t� �� � � pour �t� x� � R� � ��
ujt�� � u� sur ��

Ici� u�t� �� est un champ de vecteurs sur �� u� est la donn�ee initiale et
P � R���� R est la pression� Le domaine � sera Rd� R����� 	���� ou le tore
avec une minceur � dans la troisi�eme direction T� ���� 	������ 	������ 	����
� � �� Le terme de force est suppos�e nul seulement par souci de simplicit�e � les
th�eor�emes qu�on donne peuvent �etre �enonc�es avec un terme de force� L��etude
math�ematique rigoureuse de ces �equations a �et�e commenc�ee par Leray ����
Malheureusement� le probl�eme de savoir si ces �equations admettent des solu

tions globales pour toutes donn�ees initiales assez r�eguli�eres reste nonr�esolu�
sauf pour la dimension 	 o�u on sait qu�il existe une unique solution globale si
la donn�ee initiale est de carr�e int�egrable� Pour les dimensions sup�erieures ou
�egales �a �� on conna�� t l�existence d�une solution globale faible nonunique pour
des donn�ees initiales de carr�e int�egrable et l�existence d�une solution locale
forte unique pour des donn�ees initiales assez r�eguli�eres� Si� outre la r�egularit�e
de la donn�ee initiale� on prend comme hypoth�ese la petitesse de celle
ci� alors
la solution forte locale est en fait globale et le probl�eme est r�esolu� Dans ce
qui suit� on se propose d�am�eliorer cette condition de petitesse ainsi que la
r�egularit�e de la donn�ee initiale�

Raugel et Sell ��	�� ���� ont eu l�id�ee d�utiliser les bonnes propri�et�es du
syst�eme 	
dimensionnel pour trouver des bonnes propri�et�es pour le syst�eme �

dimensionnel� Evidemment� ceci ne su�t pas pour d�emontrer que le syst�eme
�
dimensionnel est bien pos�e � on trouve seulement que les donn�ees initiales
peuvent �etre choisies �grandes� si on travaille sur un domaine �mince�� Les
r�esultats de G� Raugel et R� Sell sont di�ciles �a �enoncer� donc on donne une
approximation seulement� Ils se placent sur un domaine du type ����� ��� �

�



�etant un domaine r�egulier de R�� et ils consid�erent plusieurs types de condi

tions aux limites � leurs meilleurs r�esultats s��enoncent sur le tore de minceur
�� T�� et ils d�emontrent qu�il existe une unique solution globale si l�on suppose
que

kMu�kH��T�� � C��
�

�� et k�I �M�u�kH��T�� � C��
�

��

ou
kMu�kH��T�� � C��

��

�� �
��Mu��

��
L��T��

� C�
�

�

et
k�I �M�u�kH��T�� � C��

�

� �

o�u M est la projection sur l�espace des fonctions qui ne d�ependent pas de la
troisi�eme variable et Mu�� est la troisi�eme composante de Mu��

L�id�ee de leur preuve est d�am�eliorer les constantes des inclusions de
Sobolev en tenant compte de la minceur du domaine� Le m�eme probl�eme
d�am�elioration des inclusions de Sobolev sera abord�e d�une autre mani�ere
dans ce travail� Au lieu d�utiliser des espaces de Sobolev classiques� on pr�efere
introduire des espaces anisotropes a�n de particulariser et s�eparer la r�egularit�e
dans la troisi�eme variable� Ceci nous permettra de calculer de mani�ere opti�
male les constantes des inclusions de Sobolev en fonction de la minceur en la
troisi�eme variable� De plus� on pourra prendre des r�egularit�es minimales sur
la donn�ee initiale� �a savoir r�egularit�e L� sur la partie 	
dimensionnelleMu et
r�egularit�e H

�

� sur le reste �I�M�u� Le prix �a payer est que la nature des es

paces qu�on utilise nous contraint �a travailler sur des domaines sans fronti�ere
et qu�il faut refaire l�existence des solutions dans ces espaces inhabituels� Il
se trouve que ces espaces anisotropes ont un int�eret m�eme sur des domaines
qui ne sont pas minces� Ils permettent de prendre des donn�ees initiales avec
toute la r�egularit�e concentr�ee sur la troisi�eme variable� Comme il n�y a pas
de r�egularit�e requise �autre que L�� dans les deux premi�eres variables� on
est en droit d�attendre que nos espaces ne soient pas inclus dans d�autres
espaces de faible r�egularit�e utilis�es comme espaces de donn�ees initiales pour
Navier
Stokes� C�est e ectivement le cas� comme la proposition 	 le montre�

L�utilisation des espaces anisotropes impliquera l�obtention de l�existence
et l�unicit�e globale des solutions d�es que �

k�I �M�u�k
H

�
� �T��

exp

�kMu�k�L��T��
C��

�
� C��

Cette in�egalit�e peut �etre interpr�et�e de plusieurs mani�eres� Elle est v�eri��ee si

k�I �M�u�kH��T�� exp

�kMu�k�L��T��
C��

�
� C���

�

� �

	



ou� si pour tout 	 � ��

kMu�kL��T�� � C�
�
� �

p
�	 log �

�
et k�I �M�u�kH��T�� � C���

�

�
���

En�n� si l�on a besoin d�un Mu� plus grand� il su�t de prendre M� aussi
grand qu�on veut� le d�esavantage �etant que �I � M�u� doit �etre suppos�e
exponentiellement petit�

Les m�ethodes de G� Raugel et R� Sell consistent �a appliquer les projec

tionsM et I�M �a l��equation et �a faire des estimations d��energie sur les deux
�equations obtenues� Ils d�emontrent d�abord que �I�M�u devient rapidement
petit et ensuite ils utilisent ceci pour conclure que la solution existe globale

ment� Une philosophie di �erente sera �a la base de nos d�emonstrations � on ne
va essentiellement utiliser que l��equation sur �I �M�u et ceci en localisant
en fr�equence et en faisant des estimations d���energie sur ces localisations�
L�id�ee de la petitesse de �I �M�u n�appara�� t donc pas� De plus� on obtient
que �I �M�u� peut �etre pris consid�erablement plus gros que Mu�� ce qui
n�est pas vrai pour les r�esultats de G� Raugel et R� Sell� Mentionnons aussi
que les techniques de nos preuves sont inspir�ees des travaux de Chemin ���
et Chemin� Lerner ���� Elles contiennent� en particulier� l�id�ee d�int�egrer en
temps avant de prendre les normes en espace�

En�n� citons les travaux de Temam� Ziane ����� ��!�� o�u une grande vari�et�e
de conditions aux limites et des domaines courbes sont consid�er�ees�

� Etude des espaces anisotropes

Dans cette partie on va introduire les espaces anisotropes et on �etudiera
leurs propri�et�es� A�n de se placer dans une situation commune au cas des
domaines minces et au cas des domaines quelconques �mais sans fronti�ere�� on
commence par prendre des fonctions p�eriodiques sur ��� 	���� tout en sachant
que ce travail peut �etre formul�e dans R�� par exemple� Ce sera d�ailleurs
cette formulation qu�on va utiliser au moment des comparaisons avec les
autres espaces de faible r�egularit�e utilis�es dans la th�eorie des �equations de
Navier
Stokes� Mentionnons aussi que des th�eor�emes de produit� mais dans
des cas sur
critiques� ont �et�e d�emontr�es par Sabl�e
Tougeron ���� pour des
espaces l�egeremment modi��es� les espaces de H"ormander� Les applications
qu�on leur trouvait �etaient pour des probl�emes de r�egularit�e �a la fronti�ere�

On note par M la projection orthogonale dans L� �ainsi que dans tous
les espaces de Sobolev� sur les champs de vecteurs qui ne d�ependent pas de
la troisi�eme variable� Cette projection est donn�ee par

Mu�x�� x�� �
�

	�

Z ��

�

u�x� dx��

�



On introduit la norme

jujs�s� �
����� � jn�j�s�� � jn�j�s�junj���

��
�

et l�espace norm�e correspondant Hs�s�� Il est clair que cette espace poss�ede
la r�egularit�e de Sobolev s dans �x�� x�� et la r�egularit�e de Sobolev s� dans la

troisi�eme variable x�� On verra plus tard que l�espace H
�� �
�
��� � 
 � 
 � peut

�etre pris comme espace de donn�ees initiales pour Navier
Stokes� Il est tr�es
tentant de prendre � � � car alors la r�egularit�e en �x�� x�� est minimale� c�est
�a dire L�� Malheureusement� ceci n�est pas possible dans le cadre Hs�s�� car la
r�egularit�e dans la troisi�eme variable devient H

�

� � donc on est amen�e �a faire
des produits de fonctions �
dimensionnelles qui sont H

�

� � Or� on sait tr�es bien
que� en dimension �� l�espace H

�

� n�est pas une alg�ebre� Ceci nous sugg�ere de
remplacer la r�egularit�e de Sobolev par une autre r�egularit�e du m�eme niveau
et qui a la propri�et�e d��etre une alg�ebre� Cette r�egularit�e sera celle de Besov

B
�

�

���� Il faut donc construire des espaces avec la r�egularit�e H
s dans �x�� x��

et la r�egularit�e Bt
��� en x�� Pour faire ceci� on va utiliser une d�ecomposition

dyadique double� c�est �a dire qu�on localise s�epar�ement les fr�equences ���� ���
et ��� Soit u une fonction p�eriodique avec la s�erie de Fourier

u�x� �
X
n�Z�

un exp�in � x�� un � C�

Pour q � � et q� � �� on d�e�nit

S �qu �
X
n�Z�

un exp�in � x�
� jn
�j

	q
�

S ��q u �
X
n�Z�

un exp�in � x�
� jn�j
	q

�


�
q � S �q � S �q���


�
� � S ��


��
q � S ��q � S ��q���


��
� � S ���

Sq�q� � S �qS
��
q�


q�q� � 
�
q


��
q�

Sq � Sq�q


q � Sq � Sq���
� � S��

o�u 
 � R� R� est une fonction �a support dans �� �� �� et �egale �a � pr�es de
��� �

�
�� Avec cette d�e�niton on peut introduire la norme

jujHBs�s�
def
�
���	qs�q�s� k
q�q�ukL�

���
����

�

�



o�u la norme k�k���� signi�e la norme �� en q� d�abord et la norme �� en q

ensuite� L�espace correspondant est not�e par HBs�s��
Remarquons que

jujs�s� �
���	qs�q�s� k
q�q�ukL�

���
��
�

Un outil important dans l��etude des espaces Hs�s�� HBs�s� est le lemme de
Littlewood
Paley suivant �

Lemme � Si u est une fonction p�eriodique sur ��� 	��� telle que

supp �u 	 	� � R�� j��j 
 ��� j��j 
 ��

o
�

� � a� � b� � 
� � � a� � b� � 
 	 � �	�� 	�� 	�� est un multi�indice�
alors

k��ukLb��b� � C�
�������� �

a�
� �

b�
�

� �
���� �

a�
� �

b�
�

� kukLa��a� �

o�u la norme k�kLp�q signi�e la norme Lq en x� d�abord et la norme Lp en
�x�� x�� ensuite	

Les r�esultats de base sur les espaces anisotropes sont les th�eor�emes de
produit� Ils montrent que la perte de r�egularit�e se fait s�epar�ement sur les
variables �x�� x�� et x� et cette perte est celle qu�on a classiquement en di

mension 	 �perte ��� respectivement � �perte �

�
�� Par cons�equent� on a une

perte globale de �
�
� c�est �a dire la perte optimale en dimension � � ceci im


pliquera qu�on peut prendre la r�egularit�e minimale sur w�� c�est �a dire une
r�egularit�e de niveau �

�
� On peut aussi faire le produit de deux fonctions� dont

l�une est ind�ependante de la troisi�eme variable� Dans ce cas� le th�eor�eme
de produit a�rme que la perte ne se produit qu�en la variable �x�� x��� et
cette perte est celle correspondante �a la dimension 	� En d�autres termes�
quand on fait le produit d�une fonction 	
dimensionnelle avec une fonction
�
dimensionnelle� la perte est celle de la dimension 	 et non pas celle de la di

mension �� Ceci est tr�es important� c�est ce qui va nous permettre de prendre
la r�egularit�e minimale sur v�� c�est �a dire L

�� En�n� le th�eor�eme des produits
sur les espaces HBs�s� montre que la propri�et�e d�alg�ebre requise est v�eri��ee �
on peut faire le produit de deux fonctions HBs� �

� sans perdre de la r�egularit�e
inutilement� Les th�eor�emes suivants sont vrais �

Th�eor�eme � Soient u � Hs�s�� v � H t�t� tels que s 
 �� t 
 �� s � t � ��
s� 
 �

�
� t� 
 �

�
et s� � t� � �	 Alors uv � Hs�t���s��t�� �

� et

juvjs�t���s��t�� �

�
� Cjujs�s�jvjt�t��

�



Th�eor�eme � Soient v � Hs�T��� w � H t�t� tels que s 
 �� t 
 �� s� t � �	
Alors vw � Hs�t���t� et

jvwjs�t���t� � Cjvjsjwjt�t��

Th�eor�eme � Soient u � HBs�s�� v � HBt�t� tels que s 
 �� t 
 �� s� t � ��
s� � �

�
� t� � �

�
� s� � t� � �	 Alors uv � HBs�t���s��t�� �

� et

juvj
HBs�t���s��t�� �

�
� CjujHBs�s� jvjHBt�t� �

Th�eor�eme � Soient v � Hs�T��� w � HBt�t� tels que s 
 �� t 
 �� s�t � �	
Alors vw � HBs�t���t� et

jvwjHBs�t���t� � CjvjsjwjHBt�t� �

Id�ee de la preuve du th�eor�eme 
� La d�emonstration immite l�argument clas

sique dans les espaces de Sobolev mais s�epar�ement en les variables �x�� x��
et x�� La modalit�e pratique est l�introduction d�une d�ecomposition en para

produit et reste analogue �a celle de Bony ���� mais dans deux directions
ind�ependantes� On rappelle la d�ecomposition de Bony �

uv � T �u� v� �R�u� v� � eT �u� v��
o�u

T �u� v� �
X
q

Sq��u 
qv�

R�u� v� �
X

jp�qj��


pu
qv�

eT �u� v� � T �v� u��

Il est classique que� en dimension d� T � Hs �H t � Hs�t� d
� est bien d�e�nie

et continue si s 
 d
�
� La m�eme chose est vraie pour R si s � t � � �voir ����

����� Ici on utilise l�analogue de cette d�ecomposition

uv � �T � �R� � eT ���T �� �R�� � eT ���

!



o�u le produit est d�e�ni comme la somme de � termes� Il est facile de donner
la d�e�nition de chaque terme� on le fait pour T �R�� �

T �R���u� v� �
�X

i���

X
p��p�

S �p���

�
p�
u 
�

p�

��

p��iv�

On d�emontre que chacun des termes est continu de Hs�s��H t�t� �a valeurs dans
Hs�t���s��t�� �

� sous des hypoth�eses moins fortes qui se d�eduisent canonique

ment des th�eor�emes de produit classiques� Pour le terme T �R�� par exemple�
il su�t de supposer que s 
 � et s�� t� � �� La preuve utilise des espaces Lp

anisotropes et le lemme d��echantillonnage � en s�eparant autant que possible
les variables �x�� x�� et x�� �

En�n� une derni�ere proposition nous montre comment �eviter certains cas
critiques au moment des estimations d��energie�

Proposition � Il existe une constante C telle que pour tous v � Hs�T�� et
w tels que div v � �� rw � H t�t�� s 
 	� t 
 � et s� t � � il existe une suite
�aq�q�� telle que

j
 
q�q��v � rw�j
q�q�w � j � Caq�q�	
�q�s�t����q�t� jvjsjrwjt�t�k
q�q�wkL��

avec kaq�q�k�� � ��

Des propositions similaires visant �a �eviter des cas critiques sont d�emontr�ees
dans Chemin ��� et Chemin� Lerner ����

� Le cas de l�espace entier

Le but de cette section est d�exhiber des espaces de donn�ees initiales
de r�egularit�es aussi faibles que possible� Par espace de donn�ees initiales on
comprend un espace tel qu�il existe une unique solution locale pour toute
donn�ee initiale dans cet ensemble et une unique solution globale pour toute
donn�ee initiale petite dans cet espace� Le meilleur r�esultat dans l��echelle des
espaces de Sobolev est donn�e par Fujita� Kato �!�� Ils prouvent qu�on peut

choisir les donn�ees initiales dans H
�

� � D�autres espaces qui contiennent H
�

�

ont �et�e trouv�es � Cannone �	� et Planchon ���� travaillent avec les espaces

B
��� �

p
p�� � 	 � p 

 et Kozono� Yamazaki �#� trouvent que les espaces N��� �

p
p�q�� �

� � q � p 

� p � � su�sent� La norme dans les espaces N��� �

p
p�q�� est donn�ee

par

kuk
N
����

p
p�q��

�

����	���� �

p
�j sup

x	�R�
sup
R��

R
�

p
� �

q k
jukLq�B�x	�R��

����
��

�

$



o�u B�x�� R� est la boule de centre x� et rayon R� Il est clair que B
��� �

p
p�� �

N��� �

p
p�p�� � Il est int�eressant de remarquer que tous ces espaces sont inclus dans

C�� et sont invariants par le changement d��echelle qui laisse invariant le
syst�eme de Navier
Stokes � u�t� x�� �u��t� ��x��

Les m�ethodes employ�ees dans ce travail sont di �erentes de celles utilis�ees
par M Cannone� F� Planchon� H� Kozono� M� Yamazaki� Ils r�eduisent tous
le probl�eme �a une �equation int�egrale et appliquent un th�eor�eme de point
�xe en prouvant la continuit�e de l�op�erateur bilin�eaire qui provient du terme
non lin�eaire� Ici� l�id�ee principale consiste �a localiser en fr�equence� �a faire
des estimations d��energie sur ces localisations et d�en d�eduire une in�egalit�e
di �erentielle qui nous permet de conclure �a l�aide du lemme de Gronwall�

On d�emontre les th�eor�emes suivants�

Th�eor�eme 	 Consid�erons �N�S� dans R�	 Si � 
 � 
 � et u� � H�� �
�
��

alors il existe un temps T � �� et une unique solution de �N�S� sur ��� T �� qui
appartient �a

L	���� T ���H
�

�
� �

�
� �
�
� �

� �

et
L����� T ���H�� �

�
����

De plus� il existe une constante C telle que ku�k�� �
�
�� 
 C� implique T � �
�

On a un th�eor�eme analogue pour l�espace HB�� �
� �

Th�eor�eme 
 Consid�erons �N�S� dans R�	 Si u� � HB�� �
� alors il existe un

temps T � �� et une unique solution de �N�S� sur ��� T �� qui appartient �a

L	���� T ���HB
�

�
� �
� �

et
L����� T ���HB�� �

� ��

De plus� il existe une constante C telle que ku�k
HB

	� �
�

 C� implique T � �
�

Il est facile voir que HB�� �
� �� C�Rx��L

��R����

La proposition suivante fait la comparaison entre les th�eor�emes ci
dessus
et les r�esultats d�ej�a connus�

Proposition � i� Si � 
 � 
 �
�
et p � max



�

�
�

�

�� �

�
alors

H�� �
�
�� �� B

��� �

p
p�� �� C���

ii�H�� �
� �	 C���

#



iii�Si � � q � p 
 �q
�
� p � �� alors HB�� �

� �	 N
�

p
��

p�q�� donc HB�� �
� �	

B
��� �

p
p�� 
 	 � p 

�

iv�HB�� �
� �� C���

La propri�et�e i� montre les solutions du th�eor�eme � ont d�ej�a �et�e construites
par Cannone �	�� Planchon ���� et Kozono� Yamazaki �#�� Le point ii� montre

que l�espace H�� �
� est tr�es int�eressant comme espace de donn�ees initiales� mais

on ne peut pas l�inclure dans nos r�esultats� En�n� la propri�et�e iii� dit que

l�espace HB�� �
� n�est inclus dans aucun des espaces de Kozono� Yamazaki au

moins pour certains p et q� L�auteur ne sait pas si ceci reste vrai dans les
autres cas�

� Le cas p�eriodique sans hypoth�ese de minceur

Le but de cette partie est de montrer que si l�on prend une petite per

turbation d�une donn�ee initiale 	
dimensionnelle de carr�e int�egrable� alors
on obtient une donn�ee initiale qui g�en�ere une unique solution globale� On
donne aussi une estimation de la taille de l�erreur� Il est clair maintenant
pourquoi on a besoin d��equations p�eriodiques � autrement une fonction 	

dimensionnelle de carr�e int�egrable n�est pas de carr�e int�egrable en tant que
fonction �
dimensionnelle� constante dans la troisi�eme variable� Des r�esultats
de stabilit�e ont d�ej�a �et�e d�emontr�es par Ponce� Racke� Sideris� Titi ���� mais
la norme de la perturbation n�est pas estim�ee et la partie 	
dimensionnelle
est prise dans H��L� et non pas dans L�� l�hypoth�ese optimale� La raison de
cette perte de r�egularit�e est que les espaces de Sobolev usuels ne sont pas bien
adapt�es pour faire le produit d�une fonction 	
dimensionnelle avec une fonc

tion �
dimensionnelle� Cette di�cult�e est �evit�ee ici en utilisant les espaces
anisotropes� Ces espaces sont en m�eme temps plus grands que les espaces de
Sobolev usuels� donc on obtient aussi des th�eor�emes plus g�en�eraux�

Consid�erons une donn�ee initiale u� qui s��ecrit comme la somme d�une fonc

tion 	
dimensionnelle v� et d�un reste w�� On �ecrit le syst�eme de Navier
Stokes
comme deux syst�emes coupl�es � le syst�eme de Navier
Stokes 	
dimensionnel
avec donn�ee initiale v� et le syst�eme sur w qui se d�eduit����

�tv � v � rv � �
v � �rp�
div v�t� �� � �

vjt�� � v�

���

�



et ���
�tw � w � rw � w � rv � v � rw � �
w � �rp��

div w�t� �� � �
wjt�� � w��

�	�

Comme v est 	
dimensionnel et comme les estimations d��energie usuelles
su�sent pour assurer l�unicit�e des solutions 	
dimensionnelles� il s�ensuit que
l��equation sur v n�est pas importante� Donc seule l��equation sur w compte
vraiment� C�est sur cette �equation qu�on va appliquer les m�ethodes d�evelopp�ees
dans le cas de l�espace entier� On montre le th�eor�eme suivant�

Th�eor�eme � Soit � 
 � 
 �	 Il existe une constante C � C��� telle que si
la donn�ee initiale se d�ecompose u� � v� � w�� o�u v� et w� sont de moyenne
et divergence nulle� v� � L��T��� w� � H�� �

�
�� et

jw�j�� �
�
�� exp

�
kv�k�L�
C��

�

 C�� ���

alors le syst�eme �N�S� admet une unique solution globale avec w dans

L	����
��H
�

�
� �

�
� �
�
� �

� � � L�����
��H�� �
�
����

o�u v� w sont les solutions des syst�emes coupl�es �
� et ���	 De plus� si on
renonce �a la condition de petitesse� on obtient alors une solution locale avec
les m
emes propri�et�es	

Un th�eor�eme analogue est vrai dans le cadre des espaces HBs�s�� c�est �a dire
si l�on prend v� de carr�e int�egrable et w� � HB�� �

� �

Esquisse de la preuve� Dans ce qui suit on donne une id�ee de la preuve et on
montre comment la condition de petitesse ��� appara�� t naturellement�

En appliquant 
q�q� �a l��equation de w et en multipliant par 
q�q�w on
obtient

d

dt
k
q�q�wk�L� � �k
q�q�rwk�L� � Cjh
q�q��I �M��w � rw�j
q�q�wij

� Cjh
q�q��v � rw�j
q�q�wij� Cjh
q�q��w � rv�j
q�q�wij�
En sommant sur q� q�� en utilisant la caract�erisation des espaces Hs�s� par
couronnes dyadiques� les th�eor�emes de produits ainsi que la proposition � on
trouve

d

dt
jwj�

�� �
�
���	�jrwj��� �

�
��

� Cjvj�jrwj�� �
�
��jwj�� �

�
�� � Cjwj�� �

�
��jrwj��� �

�
��

� C

�
jvj��jwj��� �

�
�� � Cjwj�� �

�
��jrwj��� �

�
�� �

�

	
jrwj�

�� �
�
���

��



On en d�eduit

d

dt
jwj�

�� �
�
��

�
��

	
jrwj�

�� �
�
��
� C

�
jvj��jwj��� �

�
��

� Cjwj�� �
�
��jrwj��� �

�
��
�

Supposons que

jwj�� �
�
�� �

�

	C
�

Ceci entra�� ne

d

dt
jwj�

�� �
�
�� � �jrwj�

�� �
�
�� �

C

�
jvj��jwj��� �

�
���

d�o�u� par Gronwall�

jw�t�j�
�� �
�
�� � jw�j��� �

�
�� exp

�Z t

�

C

�
jv���j�� d�

�
�

Or� les estimations d��energie classiques montrent queZ t

�

jv���j�� d� �
C

�
kv�k�L� �

ce qui conduit �a

jw�t�j�
�� �
�
�� � jw�j��� �

�
�� exp

�C
��
kv�k�L�

�
�

Par cons�equent� si le terme de droite est assez petit� on peut en d�eduire que
w� reste petit en norme H�� �

�
�� pour tout temps� D�o�u l�existence globale de

la solution forte� �

� Le cas du tore mince

Le but de cette section est de faire l��etude asymptotique des �equations
de Navier
Stokes sur T� � ��� 	��� ��� 	��� ��� 	��� quand �� �� Par �etude
asymptotique on comprend la d�emonstration de l�existence et de l�unicit�e
globale des solutions pour des donn�ees initiales dans des ensembles opti

maux� dont les diam�etres devraient converger vers l�in�ni quand l��epaisseur
converge vers �� Pour faire ceci� il est naturel de travailler dans des espaces o�u
la troisi�eme variable est distingu�ee� Il appara�� t que les espaces anisotropes
introduits sont de nouveau bien adapt�es� A�n d�avoir une d�ependance opti

male en � des normes de w� il faut avoir de l�homogen�eit�e dans la troisi�eme
direction� �a savoir Mw � �� Or� si ceci est vrai �a l�instant initial� rien ne dit

��



que �ca reste vrai pour tout temps dans le cadre des syst�emes ���� �	�� C�est
pour cette raison qu�il faut les remplacer par d�autres syst�emes coupl�es� Ils
s�obtiennent en notant v � Mu� w � �I �M�u et en appliquant les projec

tions M et I �M �a l��equation v�eri��ee par u����

�tv � vrv �M�wrw�� �
v � rp�
div v � �
vjt�� � v� �� Mu��

et ���
�tw � vrw � wrv � �I �M��wrw�� �
w � rp�

div w � �
wjt�� � w� ��Mw���

A�n d�avoir une d�ependance optimale en �� il faut travailler avec des
normes homog�enes� Il faut tout red�e�nir canoniquement� a�n d�obtenir des es

paces �naturels�� Dor�enavant� toutes les constantes sont suppos�ees ind�ependantes
de �� Pour une fonction p�eriodique u qui s��ecrit sous la forme

u�x� � ��
�

�

X
n�Z�

un exp
�
i�n�x� � n�x� �

n�

�
x��
�
�

on red�e�nit

kujs�s� �
���un�� � jn�j�s�n�

�
�s
�

���
��
�

Mu�x�� x�� �
�

	��

Z ���

�

u�x� dx��


q�q�u�x� � ��
�

�

X
n�Z�

un exp
�
i�n�x� � n�x� �

n�

�
x��
�
��
jn�j
	q

���
jn�j
�	q�

��

avec � une fonction appropri�ee� La norme homog�ene k � js�s� s�applique �a des
fonctions homog�enes dans la troisi�eme variable �Mu � �� et est �equivalente
�a la norme j � js�s��
Th�eor�eme � Consid�erons les �equations de Navier�Stokes sur le tore T� et
� 
 � � �

�
� Il existe une constante C � C��� ind�ependante de � telle que si

l�on consid�ere une donn�ee initiale u� de moyenne et divergence nulle� v� �
Mu� � L��T��� w� � �I �M�u� � H�� �

�
�� et

kw�j�� �
�
�� exp

�kv�k�L��T��
C��

�

 C��

�	



alors les �equations de Navier�Stokes ont une unique solution globale avec
w � �I �M�u appartenant �a l�espace

L	����
��H
�

�
��� �

�
��� � L�����
��H�� �

�
����

Un th�eor�eme analogue est vrai avec v� de carr�e int�egrable et w� � HB�� �
� �

Id�ee de la preuve� La remarque essentielle est que les constantes des th�eor�emes
de produits �ecrites en normes homog�enes ne d�ependent pas de �� Comme les
preuves qu�on donne reposent sur ces th�eor�emes de produit� il s�ensuit que la
constante qui sort �a la �n est ind�ependante de �� C�est exactement l��enonc�e
du th�eor�eme�

Montrons que la constante du th�eor�eme � ne d�epend pas de �� Soit
u��x�� x�� x�� �

p
�u�x�� x�� �x��� Calculons la norme k � js�s� de u en fonc


tion de la norme k � js�s��pour � � �� de u�� On a

kujs�s� �
���un�� � jn�j�s�n�

�
�s
�

���
��
� ��s

�

���un�� � jn�j�sns�� ���
��
� ��s

�ku�js�s��

Avec ces remarques� le th�eor�eme � �ecrit en norme homog�ene et pour � � �
implique trivialement celui pour � arbitraire� En e et�

kuvjs�t���s��t�� �

�
� �

�

�
�s��t�k�uv��js�t���s��t�� �

�
� ��s

��t�ku�v�js�t���s��t�� �

�

et
kujs�s�kvjt�t� � ��s

�

��t
�ku�js�s�kv�jt�t� �

D�o�u le r�esultat� �

Un corollaire imm�ediat dit

Corollaire � Il existe une constante C � � ind�ependante de � telle que si

jw�j
H

�
� �T��

exp

�kv�k�L��T��
C��

�

 C��

alors les �equations de Navier�Stokes admettent une unique solution globale
avec donn�ee initiale u�	

Preuve� Il r�esulte imm�ediatement de la remarque H
�

� 	 H�� �
�
��� �

��
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