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Les équations de Dirac-Fock.

Maria J. Esteban Eric Séré
Ceremade (URA CNRS 749) Département de Mathématiques
CNRS et Université Paris-Dauphine Université de Cergy-Pontoise
Place Maréchal Lattre de Tassigny 2, Av. Adolphe Chauvin
F-75775 Paris Cedex 16 F-95302 Cergy-Pontoise Cedex

Résumé. Les équations de Dirac-Fock sont ’analogue relativiste des équations de
Hartree-Fock. Elles sont utilisées dans les calculs numériques de la chimie quan-
tique, et donnent des résultats sur les électrons dans les couches profondes des
atomes lourds. Ces résultats sont en tres bon accord avec les données expérimentales.
Par une méthode variationnelle, nous montrons I'existence d’une infinité de solu-
tions des équations de Dirac-Fock “sans projecteur”, pour des systemes coulombi-
ens d’électrons dans des atomes, des ions ou des molécules, avec Z < 124, N < 41,
N < Z. Ici, Z est la somme des charges nucléaires dans la molécule, N est le
nombre d’électrons.

En mécanique quantique relativiste [2], I’état d’un électron libre est représenté
par une fonction d’onde W (¢, ) avec W(t,.) € L*(IR?, @*) pour tout t. Cette
fonction est solution de I’équation de Dirac libre :

3
(1.1) 10, W = HyW, avec Hy = —i Zakak + 3.
k=1

Ici, nous avons choisi un systeme d’unités tel que h = ¢ = 1, et que la masse
m, de I’électron soit égale a 1.
Dans 'équation de Dirac, aq,as, a3 et [ sont des matrices complexes



4 x 4, représentées en blocs 2 x 2 par

ﬁz(é _0]> , ak=<00k ‘B’“) (k=1,2,3).

Les o, sont les matrices 2 x 2 de Pauli :

0 1 0 —i 1 0
“1:<1 0> ) “2:<¢ 0> ) 03:(0 —1)'

Les matrices ay, as, ag et 3 sont auto-adjointes et vérifient les relations
(1.2) Oy + oy, = 2(5kg 5 akﬁ+ﬁak =0

Ces conditions algébriques assurent que Hj soit un opérateur symétrique, tel
que
(1.3) Hf = —A+1.

Considérons maintenant un électron pres d’un noyau de numéro atomique
Z. Supposons que le noyau soit ponctuel et situé a l'origine des coordonnées,
et plagons-nous dans le systeme d’unités de 1’équation (1.1). Le Hamiltonien
de I'électron, dans le champ coulombien du noyau, est alors

1

(1.4) H;=Hy—aZ V(z), avec V(x)= e
T

Ici, o est un constante positive sans dimension. Sa valeur physique est
1

o 05

137 °

Dans la suite, nous noterons (X, X') le produit scalaire Hermitien de deux
vecteurs X , X' dans @, et le produit Hermitien dans L?(IR*, €*) sera noté

(15) (0¥),. = [ (v@@),0(@) d.
R3
Enoncons quelques propriétés de Hy et V(z) :

(P1) Hy est un opérateur auto-adjoint dans L*(IR® @'), de domaine
D(H,) = H'(IR?,€*). Son spectre est (—oo, —1] U [1,400). On peut con-
struire deux projecteurs orthogonaux de L*(IR*, @*) , A* de A~ = 1, —AY,
de rang infini, et tels que

(1.6) HoA™ = ATHy = V1I-A AT = AT VI-A
' HoA™ = ANHy = —v1-A A~ = A~ Vv1-A.



(P2) Le potentiel coulombien V (z) = ‘1?‘ vérifie les inégalités suivantes
de type Hardy:

1T 2 _
(1L7) (. V(@)9) , < 55+ ;)(w, [Holp) , » Vo € AT(H'?) U (H'?)
m
(1.8) (. V(@) , < 5(% Hole) , » V€ H'?
(1.9) V(@)ell,. <2(Vell,,, YeoeH

L’inégalité (1.7) a été récemment démontrée par Tix [19]. Nous renvoyons
a [11] pour I'inégalité (1.8). Le livre de Thaller [18] rassemble nombreux
résultats sur 'opérateur de Dirac, y compris (P1) et la classique inégalité
(1.9), avec des références.

Pour ¢ € L*(IR?, @*), soit o* = Atp, ¢~ = A . Soient
E=HY R Q"), EY=A*E, E-=ATE.
E est un espace de Hilbert muni du produit scalaire Hermitien

(110) (p¥) = (pVI=2A7%) = (o5 ¢") + (o7 v7) .
E L2 E E

La fonctionnelle de Dirac-Fock (DF) a été introduite pour la premiere
fois par Swirles [17] comme approximation de 1'énergie d’un systeme de N
électrons au voisinage d’un noyau de grand numéro atomique Z. Dans de
tels atomes, les électrons profonds ont des énergies relativistes, et le modele
de Hartree-Fock classique (HF), basé sur I’équation de Schrédinger non rel-
ativiste, cesse d’étre valide. Ecrivons la fonctionnelle de Dirac-Fock dans le
cas général d’'une molécule, avec:

e une densité de charge nucléaire Zu, ou Z > 0 est la charge nucléaire
totale et s est une mesure de probabilité sur IR* | fixée. Dans le cas
particulier de m noyaux ponctuels fixes, chacun étant placé au point z;

m m
et ayant numéro atomique Z; ,on a Zu = Z Z; 0y, €t Z = Z Z;.
i=1 1=1

e N électrons relativistes.



Les N électrons sont représentés par un déterminant de Slater de N func-
tions ¢y € E, sujettes aux contraintes de normalisation

(1.11) (gpg,gpk)w = J, .

Notons ® = (¢1,---,¢n). Les contraintes (1.11) deviennent Gram & =
I, avec

(1.12) [Gram @]M = (gpg,gpk)w :

Si 'on suppose, en premiere approximation, que les constituants de la
molécule n’interagissent que par la loi de Coulomb, alors I'énergie DF des N
électrons dans la molécule est

Epr(®) = ﬁ:l(soz,Hosoz) 2 aZﬁ:(%, <u* |1|>90z) 2
(1.13) PN PP

d3xd3y
o) L2

Ici, p est un scalaire et R une matrice complexe 4 x 4, donnée par

(1.14) p(z) = ; (@), 0. (@), Rlz,y) = ; 0. (x) ® ¥} (y),

p est la densité électronique, R est la matrice d’échange qui vient de ’antisymétrie
du déterminant de Slater. Remarquons que R(y,x) = R(x,y)*, de sorte

que tr(R(x y)R( ) Z |R(x,y),

La principale différence avec la fonctionnelle HF non relativiste [13, 14],
est que le terme d’énergie cinétique (pr, —Awpy),, de HE est remplacé par
(¢r, Ho ¢x),, dans DF. Ceci change completement la nature de la fonction-
nelle, qui devient fortement indéfinie: elle n’est pas bornée inférieurement,
et tous ses points critiques ont un indice de Morse infini.

La fonctionnelle DF est invariante par 'action du groupe U(N) :
(1L15) w-® = (3w, @Y Uy, @) s wEUN), ®€EV.
¢ ¢

Soit



(1.16) ¥ = {2eE"/ Gram & = 1}.

A Taide de l'inégalité (1.8), on peut facilement prouver que la fonctionnelle
de Dirac-Fock Exp est de classe C® sur EV . Un point critique de Exp
restreinte a ¥ est solution faible des équations d’Euler-Lagrange suivantes :

N
(1.17) Hyooo => A, o¢,, k=1.,N.
=1

Ici,
H, = Hyp —aZ (nx2)0
+alp* V)Y — a fs R(@, y)y(y) 2

lz—y| *
1/2

(1.18)

L’opérateur H, est auto-adjoint de H'/? dans son dual H~*/2. La matrice
A = (),,) est donc une matrice auto-adjointe (N x N). C’est la matrice des

multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes (¢,,%,) , = 0,,.
Pour @ € ¥ un point critique dont la matrice de multiplicateurs est A,
et u € U(N), la matrice de multiplicateurs du point critique ® = wu - ®

est A = uAu*. Donc toute U(N)-orbite de points critiques de £|, contient
une solution faible du systeme suivant de problemes aux valeurs propres non
linéaires, qui forment les équations de Dirac-Fock :

(1.19) H,o, =¢€¢,, k=1,.,N.

Physiquement, H , représente le Hamiltonien d’un électron dans le champ
moyen di aux noyaux et aux électrons. Les valeurs propres €y, ..., €y sont les
énergies de chaque électron dans ce champ moyen.

Dans le modele HF non relativiste, les équations d’Euler-Lagrange ont une
forme similaire & (1.19), avec —A & la place de H, dans I'expression de Hg .
Les états physiquement intéressants [14] correspondent a ¢; < ... < ey < 0,
et I’état fondamental [13] minimise Eyp sur X, ce qui implique que €, ..., €y
sont les N premieres valeurs propres de Hg. Dans le modele DF, les états
physiquement intéressants correspondent a 0 < ¢, < 1 : une énergie positive,
inférieure a 1’énergie de masse de I'électron. La définition de 1’état fonda-
mental est moins claire : comme nous ’avons déja signalé, la fonctionnelle



DF n’est pas bornée inférieurement sur >. Ce fait est a 'origine de sérieuses
difficultés dans la résolution numeérique et 'interprétation des équations de
Dirac-Fock (voir [5] pour des références détaillées). Une maniere de traiter
ce probleme, est de restreindre la fonctionnelle d’énergie a l'espace (ATE)Y,
AT étant le projecteur sur I'espace des états positifs de I'opérateur de Dirac
libre [16]: ceci correspond a une réduction Hartree-Fock du modele dit de
“Brown-Ravenhall” [3]. Les équations d’Euler-Lagrange sont les équations
de Dirac-Fock “projetées”

(120) A+ F@ A+g0k = €Yk -
Notons que, dans le cas €, > 0, (1.19) peut s’écrire formellement

Ici, AJ est le projecteur sur I'espace positif associé & Hg. Les calculs numériques
utilisant (1.19) au lieu de (1.20), donnent des résultats en tres bon accord
avec les données expérimentales (voir par exemple [12, 9]). Ce fait n’est
pas tres surprenant: en présence de champs électriques forts, le projecteur
A§ semble physiquement plus adéquat que le projecteur “libre” AT (voir
[10]). Dans [15] Mittleman dérive les équations de DF avec “projecteur
auto-consistant” (1.21), d’une procédure variationnelle appliquée au Hamil-
tonien de 'électrodynamique quantique, suivie de ’approximation Hartree-
Fock classique.

D’importants résultats d’existence sont connus pour les équations de
Hartree-Fock non relativistes. Lieb et Simon [13] ont montré I’existence d’un
état fondamental de Eyp sur X, pourvu que N < Z + 1, avec Z la charge
nucléaire totale. P.-L. Lions [14] a montré 'existence d’une infinité d’états
excités si N < Z. A l'aide de I'inégalité (1.7), on peut facilement étendre les
résultats de [13, 14] aux équations projetées (1.20), en supposant que

amax(Z,N) < , N<Z+1.

2
T/24+2/7
La seule différence est que %‘ n’est pas une perturbation compacte de H,,
mais cela ne crée pas de diﬂ%culté importante.

Dans [6], nous donnons le premier résultat d’existence de solutions pour
les équations “sans projecteur” (1.19). Nos hypotheses sont

amax(Z,3N — 1) N<Z+1.

< —
/24 2/7’

6



Comme nous trouvons des valeurs propres positives €, les équations que
nous résolvons sont formellement équivalentes aux équations de DF avec
“projecteur auto-consistant” (1.21).

La condition a(3N — 1) < ﬁ est assez restrictive, et nous n’avons
pas de définition simple de 1’état fondamental. Mais nous espérons que cette
premiere étude stimulera d’autres travaux. Notre principal résultat est le
suivant :

Théoréme [6]. Supposons que amax(Z,3N — 1) < ﬁ, N < Z+1,
avec Z > 0 la charge nucléaire totale. La densité de charge nucléaire est
Zu, avec ;1 une mesure de probabilité sur IR? fixée. Alors, il existe une suite

infinie (®7) ., de points critiques de la fonctionnelle £ sur
L={®cE"/ Gram® = 1}.

Les fonctions cp{, s gﬂ;, sont C'*™° en dehors du support de ji, et si ce support
est compact, elles décroissent exponentiellement, ainsi que leurs dérivées,
lorsque |x| tend vers linfini. Elles satisfont aux contraintes de normalisation
(1.11), et sont solutions fortes, dans H'?(IR?, ©*) N Ny<yesp WH(IR?, T),
des équations de Dirac-Fock -

(1.22) H,¢ =€y, 1<kE<N,
(1.23) 0<éd <..<éd < 1.
De plus, '
(1.24) 0 < &@) < N,
(1.25) lim £(®) = N .

J—00

Remarque 1 : En prenant la valeur physique a ~ #

nos conditions deviennent

et Z étant un entier,

Z<124, N<41, N<Z.

Remarque 2 : Puisque p est une mesure quelconque, nos hypotheses con-
tiennent le cas de noyaux ponctuels ainsi que de potentiels nucléaires plus

o |
réalistes, de la forme —OzZ pi(x) * — ,ou p; € L®°NL', p; >0, Z:/IR3 pi = 7.
(2

Z ||
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Remarque 3 : Bien que nous ayons peu d’informations sur la premiere
solution ®°, il nous semble raisonnable de I’appeler “état fondamental”. En
effet, dans la limite non relativiste (a« — 0), elle converge, apres changement
d’échelle, vers un état fondamental de Hartree-Fock (travail en préparation).

Notre théoreme principal est ’analogue, pour le modele DF, du résultat
de P.-L. Lions sur HF [14]. Pour controler les multiplicateurs de Lagrange €
(qu’on veut négatifs dans le cas HF), Lions utilise une estimation sur l'indice
de Morse des points critiques. Une telle estimation s’obtient pour des points
critiques associés a des min-max de “dimension finie” [1, 7].

Pour DF, nous avons également besoin de controler ¢, : 0 < ¢, < 1.
Donc une approche naturelle est d’adapter les idées de [14] & DF. Pour réaliser
ce programme, nous avons rencontré deux difficultés principales.

La premiere difficulté est que les estimations sur l'indice de Morse ne
peuvent donner que des bornes supérieures sur les multiplicateurs dans [14].
Mais dans le cas DF, nous voulons aussi nous assurer que ¢; > 0. Pour
résoudre ce probléeme, nous remplacons la contrainte Gram (®) = 1 par un
terme de pénalisation m,(®), soustrait de la fonctionnelle d’énergie Epp .
Les nouvelles équations d’Euler sont Hgpy = 0,7, (plus de multiplicateurs
de Lagrange). La valeur propre €, est maintenant une fonction explicite de
¢k, qui apparait dans I’expression de la dérivée J,, m,. Cette fonction est a
valeurs positives, donc nous obtenons automatiquement ¢, > 0.

La seconde difficulté avec DF, est que tous ses points critiques ont un
indice de Morse infini. Cette situation se rencontre souvent en théorie des
systemes hamiltoniens et dans certaines EDP elliptiques. Une maniere de
s’en sortir, est d’utiliser une propriété de concavité de la fonctionnelle, pour
se débarrasser des “directions négatives”: voir par exemple [4]. Nous utilisons
cette méthode. Nous obtenons une fonctionnelle réduite I,, dont les points
critiques sont en bijection avec ceux de £pp—mp, . Un min-max de “dimension
finie” nous donne un point critique de I,. En adaptant les arguments de [14],
nous montrons que les “¢,” de ce point critique sont bornés indépendamment
de p, par une constante inférieure a 1. Puis nous passons a la limite p — oo, et
obtenons les solutions de (1.19) recherchées, avec 0 < ¢; < 1, et Gram ® = 1.

Notre argument de concavité fonctionne grace a 'inégalité (1.7), a con-
dition que a(3N — 1) < ﬁ Cependant, il existe une méthode tres
puissante, due a Floer [8], qui permet d’étendre la théorie de Morse a cer-



taines fonctionnelles fortement indéfinies, sans hypotheses de concavité. Ceci
suggere qu’il devrait étre possible d’affaiblir les hypotheses sur N dans notre
théoreme.
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