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R�esum�e� Les �equations de Dirac�Fock sont l�analogue relativiste des �equations de

Hartree�Fock� Elles sont utilis�ees dans les calculs num�eriques de la chimie quan�

tique� et donnent des r�esultats sur les �electrons dans les couches profondes des

atomes lourds� Ces r�esultats sont en tr�es bon accord avec les donn�ees exp�erimentales�

Par une m�ethode variationnelle� nous montrons l�existence d�une in�nit�e de solu�

tions des �equations de Dirac�Fock 	sans projecteur
� pour des syst�emes coulombi�

ens d��electrons dans des atomes� des ions ou des mol�ecules� avec Z � ��
� N � 
��

N � Z� Ici� Z est la somme des charges nucl�eaires dans la mol�ecule� N est le

nombre d��electrons�

En m�ecanique quantique relativiste �	�
 l��etat d�un �electron libre est repr�esent�e
par une fonction d�onde ��t� x� avec ��t� �� � L��IR��CI �� pour tout t� Cette
fonction est solution de l��equation de Dirac libre �

i �t � � H��� avec H� � �i
�X

k��

�k�k � � ��
�
�

Ici
 nous avons choisi un syst�eme d�unit�es tel que �h � c � 

 et que la masse
me de l��electron soit �egale �a 
�

Dans l��equation de Dirac
 ��� ��� �� et � sont des matrices complexes






�� �
 repr�esent�ees en blocs 	� 	 par

� �
�
I �
� �I

�
� �k �

�
� �k
�k �

�
�k � 
� 	� �� �

Les �k sont les matrices 	� 	 de Pauli �

�� �
�
� 


 �

�
� �� �

�
� �i
i �

�
� �� �

�

 �
� �


�
�

Les matrices ��� ��� �� et � sont auto�adjointes et v�eri�ent les relations

�k�� � ���k � 	�k� � �k� � ��k � ��
�	�

Ces conditions alg�ebriques assurent que H� soit un op�erateur sym�etrique
 tel
que

H�

� � ��� 
��
���

Consid�erons maintenant un �electron pr�es d�un noyau de num�ero atomique
Z� Supposons que le noyau soit ponctuel et situ�e �a l�origine des coordonn�ees

et pla�cons�nous dans le syst�eme d�unit�es de l��equation �
�
�� Le Hamiltonien
de l��electron
 dans le champ coulombien du noyau
 est alors

HZ � H� � �Z V �x� � avec V �x� �



jxj ��
���

Ici
 � est un constante positive sans dimension� Sa valeur physique est
� � �

���
�

Dans la suite
 nous noterons �X�X �� le produit scalaire Hermitien de deux
vecteurs X � X � dans CI �
 et le produit Hermitien dans L��IR��CI �� sera not�e

�	� 
�
L�

�
Z
IR�

�
	�x�� 
�x�

�
d�x��
���

Enon�cons quelques propri�et�es de H� et V �x� �

�P�� H� est un op�erateur auto�adjoint dans L��IR��CI ��� de domaine
D�H�� � H��IR��CI ��� Son spectre est �����
� � �
����� On peut con�
struire deux projecteurs orthogonaux de L��IR��CI �� � �� de �� � 


L�
����

de rang in�ni� et tels que�
H��

� � ��H� �
p

�� �� � ��

p

��

H��
� � ��H� � �p
�� �� � ��� p
�� �

�
���

	



�P�� Le potentiel coulombien V �x� � �

jxj
v�eri�e les in�egalit�es suivantes

de type Hardy�

�
	� V �x�	

�
L�
� 


	
�
�

	
�

	

�
�
�
	� jH�j	

�
L�

� �	 � ���H���� � ���H�����
���

�
	� V �x�	

�
L�
� �

	

�
	� jH�j	

�
L�

� �	 � H����
���

kV �x�	k
L�

� 	kr	k
L�

� �	 � H��
���

L�in�egalit�e �
��� a �et�e r�ecemment d�emontr�ee par Tix �
��� Nous renvoyons
�a �

� pour l�in�egalit�e �
���� Le livre de Thaller �
�� rassemble nombreux
r�esultats sur l�op�erateur de Dirac
 y compris �P
� et la classique in�egalit�e
�
���
 avec des r�ef�erences�

Pour 	 � L��IR��CI ��
 soit 	� � ��	� 	� � ��	� Soient

E � H����IR��CI ��� E� � ��E� E� � ��E �

E est un espace de Hilbert muni du produit scalaire Hermitien�
	� 


�
E

�
�
	�
p

�� 


�
L�

�
�
	�� 
�

�
E

�
�
	�� 
�

�
E

��
�
��

La fonctionnelle de Dirac�Fock �DF� a �et�e introduite pour la premi�ere
fois par Swirles �
�� comme approximation de l��energie d�un syst�eme de N
�electrons au voisinage d�un noyau de grand num�ero atomique Z� Dans de
tels atomes
 les �electrons profonds ont des �energies relativistes
 et le mod�ele
de Hartree�Fock classique �HF�
 bas�e sur l��equation de Schr�odinger non rel�
ativiste
 cesse d� etre valide� Ecrivons la fonctionnelle de Dirac�Fock dans le
cas g�en�eral d�une mol�ecule
 avec�

	 une densit�e de charge nucl�eaire Z�
 o�u Z 
 � est la charge nucl�eaire
totale et � est une mesure de probabilit�e sur IR� � �x�ee� Dans le cas
particulier de m noyaux ponctuels �xes
 chacun �etant plac�e au point xi

et ayant num�ero atomique Zi � on a Z� �
mX
i��

Zi �xi et Z �
mX
i��

Zi �

	 N �electrons relativistes�

�



Les N �electrons sont repr�esent�es par un d�eterminant de Slater de N func�
tions 	k � E
 sujettes aux contraintes de normalisation�

	�� 	k
�
L�

� �
k�
��
�

�

Notons ! � �	�� 
 
 
 � 	N�� Les contraintes �
�

� deviennent Gram ! �

I � avec h

Gram !
i
k�

��
�
	�� 	k

�
L�

��
�
	�

Si l�on suppose
 en premi�ere approximation
 que les constituants de la
mol�ecule n�interagissent que par la loi de Coulomb
 alors l��energie DF des N
�electrons dans la mol�ecule est

EDF �!� �
NX
���

�
	
�
� H�	�

�
L�

� �Z
NX
���

�
	
�
�

�
� � 


jxj

�
	
�

�
L�

� �
�

Z Z
IR��IR�

h
��x���y�� tr

�
R�x� y�R�y� x�

�id�xd�y
jx� yj

�
�
��

Ici
 � est un scalaire et R une matrice complexe �� �
 donn�ee par

��x� �
NX
���

�
	
�
�x�� 	

�
�x�

�
� R�x� y� �

NX
���

	
�
�x�� 	�

�
�y� ��
�
��

� est la densit�e �electronique
 R est la matrice d��echange qui vient de l�antisym�etrie
du d�eterminant de Slater� Remarquons que R�y� x� � R�x� y��
 de sorte

que tr
�
R�x� y�R�y� x�

�
�

X
i�j

jR�x� y�
ij
j��

La principale di"�erence avec la fonctionnelle HF non relativiste �
�
 
��

est que le terme d��energie cin�etique �	k���	k�

L�
de HF est remplac�e par

�	k� H� 	k�
L�

dans DF� Ceci change compl�etement la nature de la fonction�
nelle
 qui devient fortement ind�e�nie� elle n�est pas born�ee inf�erieurement

et tous ses points critiques ont un indice de Morse in�ni�

La fonctionnelle DF est invariante par l�action du groupe U�N� �

u 
 ! �
�X

�

u
��
	
�
� ����

X
�

u
N�

	
�

�
� u � U�N�� ! � EN ��
�
��

Soit

�



# �
n
! � EN � Gram ! � 
I

o
��
�
��

A l�aide de l�in�egalit�e �
���
 on peut facilement prouver que la fonctionnelle
de Dirac�Fock EHF est de classe C� sur EN � Un point critique de EHF

restreinte �a # est solution faible des �equations d�Euler�Lagrange suivantes �

H
�
	
k

�
NX
���

�
k�
	
�
� k � 
� ���� N ��
�
��

Ici


H
�

 � H�
 ��Z

�
� � �

jxj

�



���� � V �
 � �
R
IR� R�x� y�
�y�

d�y
jx�yj

�
�
�
��

L�op�erateur H
�
est auto�adjoint de H��� dans son dual H����� La matrice

� � ��
k�
� est donc une matrice auto�adjointe �N �N�� C�est la matrice des

multiplicateurs de Lagrange associ�es aux contraintes �	
�
� 	

k
�
L�

� �
k�
�

Pour ! � # un point critique dont la matrice de multiplicateurs est �

et u � U�N�
 la matrice de multiplicateurs du point critique $! � u 
 !
est $� � u�u�� Donc toute U�N��orbite de points critiques de Ej

�
contient

une solution faible du syst�eme suivant de probl�emes aux valeurs propres non
lin�eaires
 qui forment les �equations de Dirac�Fock �

H
�
	
k

� �
k
	
k
� k � 
� ���� N ��
�
��

Physiquement
 H
�
repr�esente le Hamiltonien d�un �electron dans le champ

moyen d u aux noyaux et aux �electrons� Les valeurs propres ��� ���� �N sont les
�energies de chaque �electron dans ce champ moyen�

Dans le mod�ele HF non relativiste
 les �equations d�Euler�Lagrange ont une
forme similaire �a �
�
��
 avec �� �a la place de H� dans l�expression de H	 �
Les �etats physiquement int�eressants �
�� correspondent �a �� � ��� � �N � �

et l��etat fondamental �
�� minimise EHF sur #
 ce qui implique que ��� ���� �N
sont les N premi�eres valeurs propres de H	� Dans le mod�ele DF
 les �etats
physiquement int�eressants correspondent �a � � �k � 
 � une �energie positive

inf�erieure �a l��energie de masse de l��electron� La d�e�nition de l��etat fonda�
mental est moins claire � comme nous l�avons d�ej�a signal�e
 la fonctionnelle

�



DF n�est pas born�ee inf�erieurement sur #� Ce fait est �a l�origine de s�erieuses
di%cult�es dans la r�esolution num�erique et l�interpr�etation des �equations de
Dirac�Fock �voir ��� pour des r�ef�erences d�etaill�ees�� Une mani�ere de traiter
ce probl�eme
 est de restreindre la fonctionnelle d��energie �a l�espace ���E�N 

�� �etant le projecteur sur l�espace des �etats positifs de l�op�erateur de Dirac
libre �
��� ceci correspond �a une r�eduction Hartree�Fock du mod�ele dit de
&Brown�Ravenhall' ���� Les �equations d�Euler�Lagrange sont les �equations
de Dirac�Fock &projet�ees'

��H	 ��	k � �k	k ��
�	��

Notons que
 dans le cas �k 
 �
 �
�
�� peut s��ecrire formellement

��

	H	�
�

	 	k � �k	k ��
�	
�

Ici
 ��

	 est le projecteur sur l�espace positif associ�e �aH	� Les calculs num�eriques
utilisant �
�
�� au lieu de �
�	��
 donnent des r�esultats en tr�es bon accord
avec les donn�ees exp�erimentales �voir par exemple �
	
 ���� Ce fait n�est
pas tr�es surprenant� en pr�esence de champs �electriques forts
 le projecteur
��

	 semble physiquement plus ad�equat que le projecteur &libre' �� �voir
�
���� Dans �
�� Mittleman d�erive les �equations de DF avec &projecteur
auto�consistant' �
�	
�
 d�une proc�edure variationnelle appliqu�ee au Hamil�
tonien de l��electrodynamique quantique
 suivie de l�approximation Hartree�
Fock classique�

D�importants r�esultats d�existence sont connus pour les �equations de
Hartree�Fock non relativistes� Lieb et Simon �
�� ont montr�e l�existence d�un
�etat fondamental de EHF sur #
 pourvu que N � Z � 

 avec Z la charge
nucl�eaire totale� P��L� Lions �
�� a montr�e l�existence d�une in�nit�e d��etats
excit�es si N � Z� A l�aide de l�in�egalit�e �
���
 on peut facilement �etendre les
r�esultats de �
�
 
�� aux �equations projet�ees �
�	��
 en supposant que

�max�Z�N� �
	

��	 � 	��
� N � Z � 
 �

La seule di"�erence est que �

jxj
n�est pas une perturbation compacte de H�


mais cela ne cr�ee pas de di%cult�e importante�

Dans ���
 nous donnons le premier r�esultat d�existence de solutions pour
les �equations &sans projecteur' �
�
��� Nos hypoth�eses sont

�max�Z� �N � 
� �
	

��	 � 	��
� N � Z � 
 �

�



Comme nous trouvons des valeurs propres positives �k
 les �equations que
nous r�esolvons sont formellement �equivalentes aux �equations de DF avec
&projecteur auto�consistant' �
�	
��

La condition ���N � 
� � �

�������
est assez restrictive
 et nous n�avons

pas de d�e�nition simple de l��etat fondamental� Mais nous esp�erons que cette
premi�ere �etude stimulera d�autres travaux� Notre principal r�esultat est le
suivant �

Th�eor�eme 	
�� Supposons que �max�Z� �N � 
� � �

�������
� N � Z � 
�

avec Z 
 � la charge nucl�eaire totale� La densit�e de charge nucl�eaire est
Z�� avec � une mesure de probabilit�e sur IR� �x�ee� Alors� il existe une suite
in�nie �!j�

j��
de points critiques de la fonctionnelle E sur

# �
n
! � EN � Gram ! � 
I

o
�

Les fonctions 	j�� 
 
 
 � 	jN sont C� en dehors du support de �� et si ce support
est compact� elles d�ecroissent exponentiellement� ainsi que leurs d�eriv�ees�
lorsque jxj tend vers l�in�ni� Elles satisfont aux contraintes de normalisation
	
�

�� et sont solutions fortes� dans H����IR��CI �� 
 T

��q����W
��q�IR��CI ���

des �equations de Dirac�Fock

H
�j

	j
k

� �j
k
	j
k
� 
 � k � N ��
�		�

� � �j
�
� ��� � �j

N
� 
 ��
�	��

De plus�
� � E�!j� � N ��
�	��

lim
j��

E�!j� � N ��
�	��

Remarque � � En prenant la valeur physique � � �

���
et Z �etant un entier


nos conditions deviennent

Z � 
	� � N � �
 � N � Z �

Remarque � � Puisque � est une mesure quelconque
 nos hypoth�eses con�
tiennent le cas de noyaux ponctuels ainsi que de potentiels nucl�eaires plus

r�ealistes
 de la forme��X
i

�i�x� � 


jxj 
 o�u �i � L�
L� � �i � � �
X
i

Z
IR�

�i � Z �

�



Remarque � � Bien que nous ayons peu d�informations sur la premi�ere
solution !�
 il nous semble raisonnable de l�appeler &�etat fondamental'� En
e"et
 dans la limite non relativiste ��� ��
 elle converge
 apr�es changement
d��echelle
 vers un �etat fondamental de Hartree�Fock �travail en pr�eparation��

Notre th�eor�eme principal est l�analogue
 pour le mod�ele DF
 du r�esultat
de P��L� Lions sur HF �
��� Pour contr oler les multiplicateurs de Lagrange �k
�qu�on veut n�egatifs dans le cas HF�
 Lions utilise une estimation sur l�indice
de Morse des points critiques� Une telle estimation s�obtient pour des points
critiques associ�es �a des min�max de &dimension �nie' �

 ���

Pour DF
 nous avons �egalement besoin de contr oler �k � � � �k � 
 �
Donc une approche naturelle est d�adapter les id�ees de �
�� �a DF� Pour r�ealiser
ce programme
 nous avons rencontr�e deux di%cult�es principales�

La premi�ere di%cult�e est que les estimations sur l�indice de Morse ne
peuvent donner que des bornes sup�erieures sur les multiplicateurs dans �
���
Mais dans le cas DF
 nous voulons aussi nous assurer que �k 
 �� Pour
r�esoudre ce probl�eme
 nous rempla�cons la contrainte Gram �!� � 
I par un
terme de p�enalisation �p�!�
 soustrait de la fonctionnelle d��energie EDF �
Les nouvelles �equations d�Euler sont H		k � ��k�p �plus de multiplicateurs
de Lagrange�� La valeur propre �k est maintenant une fonction explicite de
	k
 qui apparait dans l�expression de la d�eriv�ee ��k�p� Cette fonction est �a
valeurs positives
 donc nous obtenons automatiquement �k 
 ��

La seconde di%cult�e avec DF
 est que tous ses points critiques ont un
indice de Morse in�ni� Cette situation se rencontre souvent en th�eorie des
syst�emes hamiltoniens et dans certaines EDP elliptiques� Une mani�ere de
s�en sortir
 est d�utiliser une propri�et�e de concavit�e de la fonctionnelle
 pour
se d�ebarrasser des &directions n�egatives'� voir par exemple ���� Nous utilisons
cette m�ethode� Nous obtenons une fonctionnelle r�eduite Ip
 dont les points
critiques sont en bijection avec ceux de EDF��p � Un min�max de &dimension
�nie' nous donne un point critique de Ip� En adaptant les arguments de �
��

nous montrons que les &�k' de ce point critique sont born�es ind�ependamment
de p
 par une constante inf�erieure �a 
� Puis nous passons �a la limite p��
 et
obtenons les solutions de �
�
�� recherch�ees
 avec � � �k � 

 et Gram ! � 
I �

Notre argument de concavit�e fonctionne gr ace �a l�in�egalit�e �
���
 �a con�
dition que ���N � 
� � �

�������
� Cependant
 il existe une m�ethode tr�es

puissante
 due �a Floer ���
 qui permet d��etendre la th�eorie de Morse �a cer�

�



taines fonctionnelles fortement ind�e�nies
 sans hypoth�eses de concavit�e� Ceci
sugg�ere qu�il devrait  etre possible d�a"aiblir les hypoth�eses sur N dans notre
th�eor�eme�
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