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Sur la R�egularit�e des Solutions faibles

des Equations de Navier�Stokes

Isentropiques en dimension deux

B� Desjardins
D�M�I�� �Ecole Normale Sup�erieure� France

desjardi�dmi�ens�fr

Comme il est mentionn�e dans de nombreux travaux sur les �equations
de la m�ecanique des �uides compressibles ��� �	� �
�� �
�� �

� la formation
de r�egions d�annulation de la densit�e est une des di�cult�es apparaissant
dans l��etude de l�existence de solutions classiques globales en temps pour les
�equations de Navier�Stokes compressibles isentropiques� En e�et� l�existence
locale en temps de solutions r�eguli�eres peut �etre obtenue par des m�ethodes
classiques �
�� pour des donn�ees initiales born�ees inf�erieurement par une con�
stante strictement positive� Des exemples �a sym�etrie sph�erique �
�� mon�
trent montrent que la densit�e peut exploser en temps �ni en norme L��
On s�int�eresse ici au cas o�u la densit�e initiale peut s�annuler et l�on mon�
tre pour des conditions aux limites p�eriodiques en dimension d � � que les
solutions faibles des �equations de Navier Stokes construites dans �
�� �
��
restent r�eguli�eres tant que la densit�e est born�ee dans L��

� R�esultats d�existence

Les �equations de Navier�Stokes compressibles pour des �uides isentropiques
s��ecrivent dans un domaine � de Rd �d � 
� comme suit�������

������

�t�� div ��u� � ��

�t��u� � div ��u� u�� ��u� ��� ��rdiv u�rp��� � �f�

p�s� � as� � o�u a � � et � � 
	

�
�

Les inconnues � � � et u � Rd d�esignent respectivement la densit�e et le
champ des vitesses du �uide� Les coe�cients de viscosit�e �� � sont suppos�es
tels que � � � et � � �� � �� En�n� f repr�esente le champ de forces
volumiques exerc�e sur le �uide� On compl�ete ce syst�eme avec des conditions
aux limites de Dirichlet u � � sur �� et des conditions initiales

�jt�� � �� � �� �� � L���� et �ujt�� � m� � L���� et
m�

�

��
� L����� ���






o�u l�on convient que m� � � sur fx 
 ���x� � �g� Les bornes d��energie na�
turelles s�obtiennent en multipliant l��equation de conservation de la quantit�e
de mouvement par u

Z
�

�



�
�u� � a

��

� � 


�
�t� x�dx�

Z t

�

Z
�

�
�jruj� � ��� ����div u��

�
dxds

�
Z
�

	
m�

�

���
� a

���
� � 




�x�dx�

Z t

�

Z
�
�f	udxds ���

L�existence de solutions faibles globales en temps ��a la Leray a �et�e
obtenue par P�L� Lions �
�� �

� �
�� dans le cas � � R

d� � born�e ou pour
des conditions aux limites p�eriodiques � � Td� Sous l�hypoth�ese ��� sur les
conditions initiales et � � �
� si d � �� � � 	
� si d � �� � � d
� si d � ��
il obtient le r�esultat suivant

Th�eor�eme ��� Il existe ��� u� � L�����!L��Td���L�����!H��Td��d so�
lution faible de �
� telle que � � C������!Lp�Td�� pour tout 
 � p � ��
�juj� � L�����!L��Td��� � � Lq

loc������!Lq�Td�� pour 
 � q � ��
���
d�
En outre� l�in�egalit�e d��energie ��� est valable pour presque tout t � ��

On s�int�eresse dans ce qui suit �a la r�egularit�e de ces solutions faibles sans
restrictions sur les donn�ees initiales� Soit � un ouvert born�e de Rd �d � ��
et q � d� Etant donn�es une loi de pression s �	 p�s� de classe C�� un champ
de forces volumiques

f � Lq���� T �� ��d ���

et des donn�ees initiales

�� � W ������� � � m � �� �M � ��� et u� � W ����q�q���d� ���

Solonnikov montre dans �
��

Th�eor�eme ��� Il existe un temps T� � ����� et une unique solution ��� u�
� D����� T��� ��d�� telle que pour tout T � T


� � L���� T !W �������� �t� � Lq���� T �� ���

� � m�t� � ��t� 	� �M�t� � ���

u � Lq��� T !W ��q����d� et �tu � Lq���� T ��Td�d	

�



Un exemple �a sym�etrie sph�erique d�u �a Vaigant �
�� montre qu�en g�en�eral�
T� � ��� En e�et� il existe des donn�ees initiales ���� u�� et des forces
ext�erieures f v�eri�ant les hypoth�eses ��� �� du th�eor�eme 
	� pour un q � d

telles qu�il existe T� � �� satisfaisant

lim
t�T��

j��t� 	�jL��B������ � ��	

Inversement se pose la question de savoir si ��� u� est r�egulier si � reste
born�e dans L����� T ����� D�autre part� le r�esultat d�existence de solutions
r�eguli�eres ci�dessus n�ecessite des bornes inf�erieures sur la densit�e� Il est alors
int�eressant d��etudier les e�ets du vide dans la formation des singularit�es�

Dans tout ce qui suit� on consid�ere des densit�es initiales �� � � pouvant
�eventuellement s�annuler� On se place dans le cas de conditions aux limites
p�eriodiques en dimension d � �� Par souci de simplicit�e� on prendra f � ��
On suppose par ailleurs que � � 
 et que les donn�ees initiales v�eri�ent

�� � L��Td�� �� � �� et u� � H��Td�d	 �
�

On se propose de montrer le th�eor�eme suivant

Th�eor�eme ��� �i� Il existe T� � ����� et une solution ��� u� des �equations
de Navier�Stokes sur ��� T�� telle que pour tout T � T�

� � L����� T ��T�� � C���� T �!Lq�T��� pour tout q � �
���� �"�

p
��tu et D�Pu � L����� T ��T���� ru � L���� T !L��T���	�

et G � ��� ���div u� p��� � L���� T !H��T���� ���

o	u P designe la projection sur l�espace des champs de vecteurs 	a divergence
nulle�
�ii� Les propri�et�es de r�egularit�e �"� et ��� sont valables tant que

sup t�
��T � j��t� 	�jL��T�� � ��	

Un des principaux arguments de la preuve de �ii� repose sur une estimation
a priori utilis�ee dans ��� dans le cadre de l��etude de la fronti�ere des poches
de vide dans un �uide incompressible� Ce lemme est une estimation de type
Gagliardo�Nirenberg sur u �a poids d�ependant de �� sans informations sur les
d�eriv�ees de �

�



Lemme � Il existe C� � � telle que pour tout p � 
 et ��� u� tels que
u � H��T����

R
T�
udx � �� � � L��T�� pour un � � 
� on a

���� �
�pu

���
L�p�T��

� C� jp�uj
�
p

L��T�� jruj
�� �

p

L��T��

r
p�

� � 


�
�
log

	
� �

jruj�L��T��j�jL��T��

jp�uj�L��T��



 �
�

�
�� �

p

�
�	�

Ces solutions� plus r�eguli�eres que les solutions faibles construites par P��L�
Lions� v�eri�ent une propri�et�e d�unicit�e �fort�faible � i�e� tant qu�il existe des
solutions ���� u�� tr�es r�eguli�eres� on a ��� u� � ���� u��� En�n� il est possible
pour ces solutions de revenir au point de vue Lagrangien en r�esolvant

d

dt
X�t� s� x� � u�t� X�t� s� x�� et Xjt�s � x � T�	 �
��

Bien que le champ des vitesses u ne soit pas �a divergence born�ee comme
dans �
� �"�� il est possible de d�e�nir un �ot g�en�eralis�e X � Plus pr�ecis�ement�
il s�agit d�int�egrer des champs de vecteurs u � L���� T !H��T��� tels qu�il
existe � � L�

loc��� T � satisfaisant

exp

	
jdiv u�t� x�j�

��t��



� L���� T !L��T���	 �

�

On peut alors montrer comme dans �
� l�existence d�un �ot g�en�eralis�e pour
le champ u�

� Preuve du lemme �

Ce lemme repose sur l�in�egalit�e de Trudinger pour les fonctions H� en di�
mension �# il existe �� � � tel que pour toute f dans H��T�� telle queR
T� fdx � �� on a Z

T�
exp

�
��

jf�x�j�
jrf j�L��T��

�
� 


��
	 �
��

Tout d�abord� on �ecrit

j� �
�pujp

L�p�T�� � jp�jujjujp��jL��T��

� �p��
	
jp�ujL��T��junjp��L��T�� � j�

�
�pujL�p�T��j�j

p��
�p

L��T��ju� unjp��
L

�p�
��� �T��




�



� Cpjp�ujL��T��junjp��L��T�� � Cpj�j
�
�

L��T��ju� unjp
L

�p�
��� �T��

� �
��

o�u un est d�e�nie pour n � N� par un�t� x� �
R
T
� n�
�ny�u�t� x � y�dy� 


d�esignant une fonction positive C��T�� telle que
R
T� 
dx � 
� En appliquant

l�in�egalit�e de convexit�e

AB � C

��

�
exp���A

�� �B
q
log�B

�
pour tout �A�B� � R�

�� �
��

au cas A � u�s� x� y�
jru�s� 	�jL��T�� et B � n�$n�ny�� on obtient

jun�s� 	�jL��T�� �
Z
T�
ju�s� x� y�jn�$�ny�dy�

� Cjru�s� 	�jL��T��

�

 �

Z
T�

$�y�
q
log� �n�$�y��dy

�
�

� Cjru�s�jL��T��

�

 �

q
log�n

�
	 �
��

D�autre part� en utilisant le fait que

ju� unjLq�T�� � C
p
qn

� �
q jrujL��T��� �

�

on d�eduit que

j� �
�pujp

L�p�T�� � Cpjp�ujL��T��jrujp��L��T��

�

 �

�
log�n

� p��
�

�

�Cp
�

�p�

� � 


�p

�

n
���
p� j�j

�
�
L��T��

jrujp
L��T��

�

ce qui permet de montrer �	� en prenant

n �

�
�	 j�jL��T��jruj�L��T��

jp�uj�L��T��


 p�

������
�
�� 
	

Remarquons en�n que l�on peut utiliser la croissance en p de l�estimation
�	� pour montrer une in�egalit�e de type Trudinger

Proposition � Il existe �� telle que pour tout � � 
� � � L��T�� et u �
H��T��� on a

Z
T�
� exp

	
���� � 
�

�

ju�x�j�
jruj�

L��T��



dx �




��

jp�uj�L��T��

jruj�
L��T��

	 �
"�

�



� Preuves du th�eor�eme ���

Soit Mq d�e�ni pour q � 
 par

Mq �

Z
T
�

� �qdx	

Les bornes a priori intervenant dans la preuve du th�eor�eme 
	� mettent en
�evidence deux quantit�es

F � ��� ���div u� a�� � aM� �

appel�ee pression e�ective et

G � ��� ��� log
�

M�
����div ��u��

qui s�av�erent �etre plus r�eguli�eres que les termes qui les composent� Ces deux
expressions ont �et�e notamment introduites par D� Ho� ��� pour l��etude de
la r�egularit�e globale en temps des solutions de Navier Stokes compressibles
pour des donn�ees proches de l��equilibre et par P�L� Lions �
�� �
�� pour la
preuve d�existence globale et de stabilit�e des solutions faibles� En premier
lieu� l�in�egalit�e d��energie fournit les bornes a priori suivantes

jp�ujL������L��T��� � jrujL��������T�� � j�jL������L��T��� � C	 �
��

��� Bornes a priori sur la densit�e

En prenant dans �
� la divergence de l��equation de conservation de la quan�
tit�e de mouvement� on obtient

��t � u	r����div ��u��������div u�a���aM� � �ui� RiRj ���uj�� �
	�

ce qui� combin�e �a
��t � u	r� log �� div u � ��

permet d��ecrire

��t � u	r�G� a�� � aM� � �ui� RiRj ���uj�	 ����

Commencons par montrer une estimation sur le champ moyenn�e en es�
pace u �

R
T�� udx

Lemme �

ju�t�j � C
�

 � jrujL��T��

�
	 ��
�






Ce lemme est une consequence directe de ce que

M�u�t� �

Z
T�
��u� u�dx�

Z
T�
m�dx	

Un r�esultat de R� Coifman et Y� Meyer ��� montre que le commutateur
au membre de droite de ���� est un op�erateur r�egularisant

Th�eor�eme ��� Soient �p� q� r� tels que 

p � 


q � 

r � 
	 Alors� l�application

�a� b� �	 �ai� RiRj�b est continue de W ��p�T��� � Lq�T�� dans W ��r�T����

En prenant par exemple p � �� q � 
� et r � �� on en d�eduit les bornes
sup�erieures suivantes sur G

sup
x�T�

G�t� x� � sup
x�T�

G��x� � Ct� C

Z t

�

	 j�Puj�L��T�� � jrF j�L��T��

j�jL��T��



ds

�C

Z t

�

�

 � j�jL��T��

�k �

 � jruj�L��T��

�
ds	

pour un entier k � �� D�autre part� en utilisant le fait que � � 
 on a

j���div ��u�jL��T�� � ju�t�jj���r�jL��T�� � j��u� u�jL����T���

� C
�

 � j��j�L��T�� � jruj�L��T��

�
	

Sachant que

j���div ���u��jL��T�� � Cj��jL��T��ju�jH��T���

on conclut que

sup
x�T�

log ��t� x� � C � Ct� C

Z t

�

�

 � j�jL��T��

�k �

 � jruj�L��T��

�
ds

�C
�
j�� j�L��T�� � jruj�L��T��

�
� C

Z t

�

	 j�Puj�L��T�� � jrF j�L��T��

j�jL��T��



ds	 ����

"



��� Bornes sur la vitesse

Les bornes a priori sur la vitesse s�obtiennent en multipliant l��equation de
conservation de la quantit�e de mouvement par �tu� Le terme impliquant la
pression devient

Z
T�
ut	r �a�� � ��� ���div u� �




���� ���

d

dt

Z
T�
F �dx

�
a��� � 
�

��� � 
���� ���

d

dt

Z
T�
���dx�

a

�� ��

Z
T�
��u	rF

� a�� � 
�

��� ����

Z
T�
��F �dx�

a
�� � 
�

��� ����

Z
T�
�
�dx	

Remarquons par ailleurs que

jrF j�L��T�� � j�Puj�L��T�� � Cj�jL��T��

�
jp��tuj�L��T�� � j

p
�u	ruj�L��T��

�
	

����
En multipliant l��equation de conservation de la quantit�e de mouvement par
�tu� on obtient apr�es int�egrations par parties

Z t

�

�
jp��tuj�L��T�� � j�j
�L���T��

�
ds�

�
jru�t� 	�j�L��T�� � j���t� 	�j�L��T��

�

� C
�
jru�j�L��T�� � j���j�L��T��

�
� C

����
Z t

�

Z
T�
��u	rFdxds

����
�C

����
Z t

�

Z
T�
��F �dxds

����� C

Z t

�
jp�u	ruj�L��T��ds	 ����

L�in�egalit�e de Cauchy Schwarz entra�%ne

����
Z t

�

Z
T�
��u	rFdxds

�����
����
Z t

�

Z
T�
��F �dxds

���� � �

Z t

�

jrF j�L��T��

j�jL��T��
ds

�C�

Z t

�

�

 � j�jL��T��

�k �

 � jruj�L��T��

�
	 ����

D�autre part�

Z t

�
jp�uj�L��T��jruj�L��T��ds � C

Z t

�
jp�uj�L��T��

�
jrPuj�L��T�� � jF j�L��T��

�
ds

�C
Z t

�
j�jL��T��

�

 � j�jL��T��

�k �

 � jruj�L��T��

�
� ��
�

�



� C

Z t

�

�

 � j�jL��T��

�k �

 � jruj�L��T��

�
ds

��

Z t

�

	 j�Puj�L��T�� � jrF j�L��T��

j�jL��T��



ds

�C�

Z t

�

�

 � j�jL��T��

�� j� �
�uj	L��T��

�
jruj�L��T�� � j��j�L��T��

�
ds	 ��"�

il su�t alors d�utiliser ���� et d�appliquer le lemme 
 avec p � � pour
conclure que

Z t

�

�
jp��tuj�L��T��

�
ds�

�
jru�t� 	�j�L��T�� � j���t� 	�j�L��T��

�
� C

�C

Z t

�
j�jL��T��

�

 � j�jL��T��

�k �

 � jruj�L��T��

�
ds�C

Z t

�

�

 � j�jL��T��

��
�
�

� jruj�L��T��� j�� j�L��T��

��

 � jruj�L��T��

�
log

�
� � jruj�L��T��

�
ds	 ����

De ����� ���� et ����� on d�eduit que

log j��t� 	�jL��T�� � ��t� � C � Ct

�C
Z t

�

�

 � j�jL��T��

�k �

 � jruj�L��T��

�
��s� log ��s�ds	 ��	�

o�u l�on a pos�e

��t� � 
 � jru�t� 	�j�L��T�� � j���t� 	�j�L��T��	

En appliquant le lemme de Gronwall �a �� on obtient �nalement

log j��t� 	�jL��T�� � ��t�

� exp

�
log�C � Ct� exp

�
C

Z t

�

�

 � j�jL��T��

�k �

 � jruj�L��T��

�
ds

��
�

����
puis en l�appliquant �a t �	 j��t� 	�jL��T��� on conclut que pour t � 


log j��t� 	�jL��T�� � ��t� � C

�

� C

Z t

�

�

 � jruj�L��T��ds

����
� ��
�

ce qui montre que � est born�e dans L��T�� en temps petit� et que les bornes
sur ��� u� sont valables tant que � est born�e dans L����� T ��T���

	



	 Conclusion

Les paragraphes � et � fournissent des bornes a priori sur les solutions de
�
�� Pour montrer l�existence de telles solutions� on utilise le th�eor�eme 
	�
d�u �a Solonnikov pour construire des solutions ��n� un� correspondant �a des
conditions initiales r�egularis�ees et �a une densit�e initiale born�ee inf�erieure�
ment par n��� D�apr�es le paragraphe �� il existe T� � � tel que les bornes
du th�eor�eme 
	� sont valables sur ��� T�� pour ��n� un� ind�ependemment de
n� Soient � et u des limites faibles de �n et un� La compacit�e en temps de
�n et de �nun permet alors de montrer que

�nun � �u� et �nun � un � �u� u	

En particulier� on a
�t�� div ��u� � �� ����

et en utilisant le lemme de r�egularisation de �
� et la propri�et�e que ��� u� �
L����� T���T��� L����� T ��T��

�tf��� � div �f���u� �
�
�f ����� f���

�
div u � �� ����

pour toute fonction f r�eguli�ere� De la m�eme facon� en notant f��� une limite
faible de f��n� pour f reguli�ere� on a en utilisant �
	�

��� ���div u� a�� � a

Z
T�
� ��dx � �t

�
���div ��u�

�
� RiRj��uiuj�� ����

d�o�u en multipliant par �� et en utilisant le fait que �t�� div ��u� � �� on
obtient

��� ����div u� a��� � a�

Z
T�
� ��dx � �t

�
����div ��u�

�

�div
�
�u���div ��u�

�
� ��ui� RiRj ���uj�	 ����

D�autre part� apr�es multiplication par �n de �
	� consid�er�e pour ��n� un�� on
d�eduit �a une extraction de sous�suite pr�es

��� ����div u� a���� � a�

Z
T�
� ��dx � �t

�
����div ��u�

�

�div
�
�u���div ��u�

�
� ��ui� RiRj ���uj�� ��
�

en utilisant la r�egularit�e L���� T�!W ����T��� de �ui� RiRj ���uj� r�esultant des
bornes a priori du th�eor�eme �	
� Par di��erence entre ���� et ��
�� on obtient

��� ���
�
�div u� �div u

�
� a

�
���� � ���

�
	 ��"�


�



Il en r�esulte qu�en posant � � � log�� � log�� on a

�t� � div �u�� �
a

�� ��

�
���� � ���

�
� �	

Or� par convexit�e on a
���� � ���	

On en d�eduit que

�t� � div �u�� � �� et �jt�� � �� ����

d�o�u � � � en utilisant �
�� ce qui permet d�obtenir la convergence forte de
�n vers � dans C���� T��!L

p�T��� pour tout p � ���
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