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Sur la Régularité des Solutions faibles
des Equations de Navier-Stokes
Isentropiques en dimension deux

B. Desjardins
D.M.I., Fcole Normale Supérieure, France
desjardi©@dmi.ens.fr

Comme il est mentionné dans de nombreux travaux sur les équations
de la mécanique des fluides compressibles [8] [9] [13] [14] [16] la formation
de régions d’annulation de la densité est une des difficultés apparaissant
dans I’étude de Dexistence de solutions classiques globales en temps pour les
équations de Navier-Stokes compressibles isentropiques. En effet, 'existence
locale en temps de solutions régulieres peut étre obtenue par des méthodes
classiques [14] pour des données initiales bornées inférieurement par une con-
stante strictement positive. Des exemples & symétrie sphérique [15] mon-
trent montrent que la densité peut exploser en temps fini en norme L.
On s’intéresse ici au cas ou la densité initiale peut s’annuler et 'on mon-
tre pour des conditions aux limites périodiques en dimension d = 2 que les
solutions faibles des équations de Navier Stokes construites dans [10] [12]
restent régulieres tant que la densité est bornée dans L.

1 Résultats d’existence

Les équations de Navier-Stokes compressibles pour des fluides isentropiques
s’écrivent dans un domaine Q de R? (d > 1) comme suit

dip+div (pu) =0,
dy(pu) +div (pu@u) — pAu— (A+p)Vdiv u+Vplp) =pf, (1)

p(s) =as?, ot a>0 et v> 1.

Les inconnues p > 0 et u € R? désignent respectivement la densité et le
champ des vitesses du fluide. Les coefficients de viscosité A, p sont supposés
tels que ¢ > 0 et A+ 2p > 0. Enfin, f représente le champ de forces
volumiques exercé sur le fluide. On compléete ce systeme avec des conditions
aux limites de Dirichlet u = 0 sur 992 et des conditions initiales

2
plio= P02 0, po € L(Q) et puyy = mo € (@) et T2 € L'(@), (2)
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ot 'on convient que mg = 0 sur {z / po(x) = 0}. Les bornes d’énergie na-
turelles s’obtiennent en multipliant ’équation de conservation de la quantité
de mouvement par u

1 v t
/ (—pu2 +a-L ) (t,z)dx + / / (,u|Vu|2 + (A4 2p) (div u)z) dxds
a\2 y-1 0 Ja

m2 ol t
§/Q(2—po—|—a7_01) (x)dw—l—/o /pr.udacds (3)

L’existence de solutions faibles globales en temps “a la Leray” a été
obtenue par P.L. Lions [10] [11] [12] dans le cas Q = R? Q borné ou pour
des conditions aux limites périodiques Q = T%. Sous I’hypothese (2) sur les
conditions initiales et v > 3/2sid=2,v>9/5sid=3,v>d/2sid >4,
il obtient le résultat suivant

Théoréme 1.1 [l existe (p,u) € L>(0,00; LY(T)) x L?(0, 00; H'(T?))? s0-
lution faible de (1) telle que p € C([0,00); LP(T%)) pour tout 1 < p < 7,
plul? € L(0,00; LY(T?), p € LY _([0,00); LY(T)) pour1 < ¢ < y—1+2v/d.

loc
En outre, l'inégalité d’énergie (3) est valable pour presque tout t > 0.

On g’intéresse dans ce qui suit a la régularité de ces solutions faibles sans
restrictions sur les données initiales. Soit € un ouvert borné de R? (d > 2)
et ¢ > d. Etant donnés une loi de pression s — p(s) de classe C?, un champ
de forces volumiques

feL0,T) x Q) (4)
et des données initiales
po € Whe(Q), 0<m<po<M < +oo, et uge W29yt (5)
Solonnikov montre dans [14]

Théoréme 1.2 [l existe un temps T, € (0, 00] et une unique solution (p,u)
€ D'((0,T.) x Q)+ telle que pour tout T < Tx

p € L0, T5WH(9)), dhp € L((0,T) x Q),

0<m(t) <plt,.) < M() < 4oo,
we LU0, T; WHUQ)), et du e LI((0,T) x T



Un exemple a symétrie sphérique du & Vaigant [15] montre qu’en général,
T, < 4oo. En effet, il existe des données initiales (po, up) et des forces
extérieures f vérifiant les hypotheses (4,5) du théoréme 1.2 pour un ¢ > d
telles qu’il existe Ty < +oo satisfaisant

lim_[p(t, )| (B(0,1)) = +o0.

t—=1T,
Inversement se pose la question de savoir si (p,u) est régulier si p reste
borné dans L ((0,7) x Q). D’autre part, le résultat d’existence de solutions
régulieres ci-dessus nécessite des bornes inférieures sur la densité. Il est alors
intéressant d’étudier les effets du vide dans la formation des singularités.

Dans tout ce qui suit, on considere des densités initiales pg > 0 pouvant

éventuellement s’annuler. On se place dans le cas de conditions aux limites
périodiques en dimension d = 2. Par souci de simplicité, on prendra f = 0.
On suppose par ailleurs que v > 1 et que les données initiales vérifient

po € L°(TY, po >0, et ug € HY(TH. (6)
On se propose de montrer le théoreme suivant

Théoreme 1.3 (i) Il existe Ty € (0, 00] et une solution (p, u) des équations
de Navier-Stokes sur (0,Tp) telle que pour tout T < T}

p € L=((0,T) x Tz) N C([O,T];Lq(Tz)) pour tout q € [1,00), (7)

Vpou et D*Pu € L*((0,T) x T*? Vu € L>(0,T; L*(T%)*,
et G = (A 2p)divu—p(p) € L*(0,T; HY(T?), 8)

ot P designe la projection sur l’espace des champs de vecteurs a divergence
nulle.
(ii) Les propriétés de régularité (7) et (8) sont valables tant que

SUP ¢elo,T1] p(t, -)|L°°(11"2) < +00.

Un des principaux arguments de la preuve de (i7) repose sur une estimation
a priori utilisée dans [4] dans le cadre de I’étude de la frontiere des poches
de vide dans un fluide incompressible. Ce lemme est une estimation de type
Gagliardo-Nirenberg sur u a poids dépendant de p, sans informations sur les
dérivées de p



Lemme 1 [l existe Cy > 0 telle que pour tout p > 1 et (p,u) tels que
u € HYT??, [2udx =0, p€ L7(T?) pour uny > 1, on a

< Coly/pulfagge [Vulpan |22
pageyy S COWPUL o) Vel oy (/55

Vul?s e (T2 %<1_11_7)
X{lag (2+| |L (T )2|P|L (T))} ()
NS

Ces solutions, plus régulieres que les solutions faibles construites par P.-L.
Lions, vérifient une propriété d’unicité “fort-faible”, i.e. tant qu’il existe des
solutions (py,u1) treés régulieres, on a (p,u) = (p1, u1). Enfin, il est possible
pour ces solutions de revenir au point de vue Lagrangien en résolvant

1
pPru

d
%X(t7 s,x) = u(t, X(t,5,2)) et Xy = € T (10)
Bien que le champ des vitesses u ne soit pas a divergence bornée comme
dans [6] [7], il est possible de définir un flot généralisé X. Plus précisément,
il s’agit d’intégrer des champs de vecteurs u € L%(0,T; H(T?)) tels qu’il
existe o € L7 _(0,T) satisfaisant

loc

ox |div u(t, z)|? - 12
p (704@)2 ) € L(0,T5 LH(T?)). (11)

On peut alors montrer comme dans [1] I’existence d’un flot généralisé pour
le champ wu.

2 Preuve du lemme 1

Ce lemme repose sur l'inégalité de Trudinger pour les fonctions H' en di-
mension 2: il existe ag > 0 tel que pour toute f dans H!(T?) telle que
Jp2 fde =0, 0n a

|f(2)[?

1
/ exp(aof) < —. (12)
T2 |Vf|L2(T2) (&%)

Tout d’abord, on écrit
1 _
T gy = Bl 0] |2

<o (Wule(Tz)Iunlioomz) 12 ul ey o] gy 11— tnl” opn )

L7-T(12)



< Clypulznluall ge + CPlolE eyl — wal 2y, (13)
L= (12)

oll u, est définie pour n € N* par u,(t,2) = [rn?d(ny)u(t,z — y)dy, ¢
désignant une fonction positive C*°(T?) telle que fy2 ¢dz = 1. En appliquant
I'inégalité de convexité

C
AB < o (exp(aoAz) + B, /log_l_B) pour tout (A4, B) € }Ri, (14)
au cas A = u(s,x — y)/|Vu(s,.)|r2r2) et B = n?®, (ny), on obtient

a5, ey < [ uls 2 = ) () dy,

< CIVuls laagen (14 [ @w)y/los (n20()ay)

< CIVu(s)l o (1+ /logsn) . (15)
D’autre part, en utilisant le fait que
_2
v = un|par2) < CVan™ @[ Vaulp2p2), (16)

on déduit que

p—1
|p? PU|L2p ) < CPlVpulrz(r2) |VU|L2 12) (1 + (logn) 7 )

2py

ce qui permet de montrer (9) en prenant
by
B (|p|LV(T2)|VU|%2(T2)) 2(v-1)
|\//5u|%2(11v2)
[

Remarquons enfin que I'on peut utiliser la croissance en p de 'estimation
(9) pour montrer une inégalité de type Trudinger

+ 1.

Proposition 1 1l existe oy telle que pour tout v > 1, p € L7(T?) el u €
HY(T?), on a

/Qpexp(om—l) Ju(x)[? )Wiiﬁulmm a7

v |Vu|%2(T2) a1 |Vu|%2(T2)




3 Preuves du théoréeme 1.3

Soit M, défini pour ¢ > 1 par

M, :][ pldx.
T2

Les bornes a priori intervenant dans la preuve du théoreme 1.3 mettent en
évidence deux quantités

F=(A+2p)div u —ap” + aM,,
appelée pression effective et
G=(A+2p)log LA iy (pu),
M,y

qui s’averent étre plus régulieres que les termes qui les composent. Ces deux
expressions ont été notamment introduites par D. Hoff [8] pour I’étude de
la régularité globale en temps des solutions de Navier Stokes compressibles
pour des données proches de 1’équilibre et par P.L. Lions [10] [12] pour la
preuve d’existence globale et de stabilité des solutions faibles. En premier
lieu, 'inégalité d’énergie fournit les bornes a priori suivantes

[/Pul oo (0,00522(12)) T IV U 12¢(0,00) x12) T Pl L0 (0,057 (12)) £ C (18)

3.1 Bornes a priori sur la densité

En prenant dans (1) la divergence de ’équation de conservation de la quan-
tité de mouvement, on obtient

(0 +u.V) A™Niv (pu) — (A+2u)div utap” —aMl, = [u;, R;R;](pu;), (19)

ce qui, combiné &

(01 +u.V)logp+div u=0,
permet d’écrire
(0 +u.V)G + ap” — aM, = [w;, RiR;](pu;). (20)

Commencons par montrer une estimation sur le champ moyenné en es-
ace U = fo udx
T

Lemme 2

[@(t)] < C (14 |Vl ) (21)



Ce lemme est une consequence directe de ce que

Myu(t) = /11"2 p(u—u)dz + [ modz.

T2

0
Un résultat de R. Coifman et Y. Meyer [5] montre que le commutateur
au membre de droite de (20) est un opérateur régularisant

Théoréme 3.1 Soient (p,q,r) tels que %—I— % = % < 1. Alors, Uapplication

(a,b) — [a;, R;R;]b est continue de W1P(T?)? x LI(T?) dans Wb (T?)2.

En prenant par exemple p = 4, ¢ = 12 et r = 3, on en déduit les bornes
supérieures suivantes sur G

t ([APu[}5 00 +|VF]
sup G(t,z) < sup Go(z) + Ct + C/ | |L2(T2) | |L2(T2) s
z€T? TET?2 0 |p|L<>O(T2)

+C /Ot (1 + |p|L°°(T2))k (1 + |VU|%2(T2)) ds.

pour un entier £ > 0. D’autre part, en utilisant le fait que v > 1 on a
|ATHIY (pu) | pooqr2y < [T(O)ATIV | poora) + [p(w = T) | gt 12y,
< (1 + |,0W|%2(T2) + |VU|%2(T2)) .
Sachant que
| ATV (pouo)| e (r2) < Clpol oo (22) w0l i1 (z2),

on conclut que

¢ k
sup log p(t,z) < C+ Ct+ C/ (1 + |,0|L00(T2)) (1 + |Vu|%2(T2)) ds
0

rET?

|APU|%2(T2) ‘I‘ |VF|%2(T2)

t
+C (|PW|%2(T2) + |VU|%2(T2)) ‘|‘C/O ( ) ds. (22)

|plpe (12)



3.2 Bornes sur la vitesse

Les bornes a priori sur la vitesse s’obtiennent en multipliant 1’équation de
conservation de la quantité de mouvement par d;u. Le terme impliquant la
pression devient

1 d
‘ Y — (N + 2u)di = 5o |,
AJ%VWP (A 2u)div v) %x+mwﬁA2 '

at(y—1) d
(27 — 1) (A 4 2p) dt Jr2 /\—I— 7

2

Remarquons par ailleurs que

+ p*dx +

puVF

|VF|%2(T2) + |APU|%2(T2) < C|/0|L<><>(11"2) (|\//58tu|%2(11"2) + |\/,5u.Vu|%2(T2)) :
(23)
En multipliant ’équation de conservation de la quantité de mouvement par
O:u, on obtient apres intégrations par parties

/ (|\/_3tU|L2 22) + 1Pl 2 ) ds + (|Vu(t7 Miz(ez) + 107 (2, ')|%2(T2))

<C(|VU0|L2T2 + 1pg |L211"2 —I—C‘// p u.VFdxds

+C pWdexds

T2

0

L’inégalité de Cauchy Schwarz entraine

P F2dads

T2

2
Sg/t N
0

t
/ pu.VFdxds| +
0 Jr2 |P|L<><>(11"2)

+C /Ot (1 + |p|L°°(T2))k (1 + |VU|%2(T2)) : (25)

D’autre part,
! 2 2 ! 2 2 2
/0 |\/EU|L4(T2)|VU|L4(T2)dS S C/O |\/ﬁu|L4(T2) (|VPU|L4(T2) ‘I’ |F|L4(T2)) dS

1 k 9
+C / plrssqezy (14 |pliozs) (14 Vul2ans) ) (26)

8



< C/Ot (1 + |p|L°°(T2))k (1 + |VU|%2(T2)) ds

—I—e/t ('AP“@?(T?) * WF@?(T?)) ds
0 |p|L°°(T2)

t 9 L
‘|‘Cs/0 (1 + |p|Loo(T2)) |pZU|4L4(T2) (|VU|%2(T2) + |pw|%2(T2)) ds. (27)

il suffit alors d’utiliser (23) et d’appliquer le lemme 1 avec p = 4 pour
conclure que

£
/0 (|\/158tu|%2(11v2)) ds + (|Vu(t7 ')|%2(T2) + |’0W(t’ )|%2(T2)) <

+C /Ot |plLee(r2) (1 + |p|L°°(T2))k (1 + |VU|%2(T2)) dS"‘C/Ot (1 + |/0|L°°(T2))2

X (1+ VulZ () + |/ﬂ|%2(1r2)) (1 + |VU|%2(T2)) log (2 + |VU|%2(T2)) ds. (28)
De (22), (23) et (28), on déduit que

log |p(t, )| peo(r2) + B(t) < C+Ct
t k 9
+C [ (14 Iplieen) (1 IV ultagy) B(s) g fe)ds. (29)
ou l'on a posé
Bt) = 14 [Vult, ) [Fagme) + 07t ) Eae)-
En appliquant le lemme de Gronwall & 3, on obtient finalement
log [p(t, o2y + B(1)
t k
< exp (log(C—l— Ct) exp (C/ (1 + |p|Loo(T2)) (1 + |Vu|%2(T2)) ds)) ,
0

(30)
puis en Pappliquant & ¢ = [p(t,.)|fec(12), on conclut que pour ¢ <1

+ -1
log|p<t,.>|mz>+ﬂ<t>sc(l—c / (1+|w|%2@2>ds)) SNEIY

ce qui montre que p est borné dans L°°(T?) en temps petit, et que les bornes
sur (p, u) sont valables tant que p est borné dans L°((0,T) x T?).



4 Conclusion

Les paragraphes 2 et 3 fournissent des bornes a priori sur les solutions de
(1). Pour montrer I'existence de telles solutions, on utilise le théoréeme 1.2
di a Solonnikov pour construire des solutions (p,,, u,) correspondant a des
conditions initiales régularisées et a une densité initiale bornée inférieure-
ment par n~!. D’apres le paragraphe 3, il existe Ty < oo tel que les bornes
du théoreme 1.3 sont valables sur (0,7y) pour (p,, u,) indépendemment de
n. Soient p et u des limites faibles de p, et u,. La compacité en temps de
pn et de ppu, permet alors de montrer que
Py — pu, et ppi, @ Uy, — pu R u.

En particulier, on a

dip + div (pu) =0, (32)

et en utilisant le lemme de régularisation de [6] et la propriété que (p,u) €
L>((0,To) x T?) x L%((0,T) x T?)

0if(p) +div (f(p)u) + (pf'(p) = f(p)) div u =0, (33)

pour toute fonction f réguliere. De la méme facon, en notant f(p) une limite
faible de f(p,) pour f reguliere, on a en utilisant (19)

(A+2p)div u—ap¥+a ][2,0_de = 0 (A_ldiv (pu)) + RiR;(puwu;), (34)
T

d’olt en multipliant par p, et en utilisant le fait que dp 4 div (pu) = 0, on
obtient

(A =+ 2p)pdiv u — app” + ap][ pidx = 0y (pA_ldiV (pu))
T2

+div (puA_ldiV (pu)) + plui, RiR;](pu;). (35)

D’autre part, apres multiplication par p,, de (19) considéré pour (p,, u,), on
déduit & une extraction de sous-suite pres

(A =+ 2p)pdiv u — ap¥t1 + ap][2p7dx = 0 (pA_ldiV (pu))
T

+div (puA_ldiV (pu)) + plui, RiR;](pu;), (36)

en utilisant la régularité L1 (0, To; W12(T?)) de [u;, R; R;](pu;) résultant des
bornes a priori du théoreme 3.1. Par différence entre (35) et (36), on obtient

(A+2u) (m — pdiv u) =a (W — pp_ﬁ) . (37)

10



Il en résulte qu’en posant § = plogp — plogp, on a

0¢6 + div (ud) + (p”"‘l — pp_ﬁ) =0.

At 2p
Or, par convexité on a o
P > pp?.
On en déduit que
96 +div (ud) <0, et d— =0, (38)

d’ott § = 0 en utilisant [6], ce qui permet d’obtenir la convergence forte de
pn vers p dans C([0, To); LP(T?)) pour tout p < +oo.
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