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Explosion de solutions classiques d’équations d’ondes

quasi-linéaires en deux dimensions d’espace

par S. Alinhac

Introduction
Nous considérons ici des équations quasi-linéaires dans R?+!
(0.1) L(’LL) = 8t2u — Ajyu+ Eogiyj,ksggfjakuﬁfju =0,

ou
o = t7'T - ('Tbe)?gzkj = gfz
Nous supposons les données de Cauchy C°°, petites

(0.2) u(z,0) = eud + ud + ..., du(z,0) = eui + ug + . . .,

et supportées dans une boule fixe de rayon M.
Nous pourrions tout aussi bien traiter des équations plus générales du type

(0.1) Ofu — Au + Egij(Vu)afju =0,

avec g;;(0) = 0, car les termes cubiques ou d’ordre plus élevé ne jouent gueére de role dans
I’explosion.
Comme dans [11], nous posons

(0.3) 9(w) = gkwiw;d,

r=1\/2?+ 3,21 =rcosw,rs = rsinw

sont les coordonnées polaires habituelles, et

ou

wo = —1,w1 = cosw, Wy = sinw.

Notre but est d’étudier 1’existence de la solution classique du probleme (0.1) (0.2), et plus
précisément le temps de vie T, de cette solution comme solution réguliere et la nature de
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sa singularité au temps T,. Ce probléme a été introduit et étudié (en dimension deux ou
trois) par John (voir [12] et les références qui y sont citées), puis par Klainerman [13], [14],
Hormander [10], [11] et de nombreux auteurs. Grace & une approximation assez grossiere
de la solution par des solutions de 1’équation de Burger, Hérmander [10] a obtenu des
bornes inférieures explicites du temps de vie. Le résultat en dimension deux est

(0-4) liminf eT./? > (max g(w) 9z RV (0,w)) " = 7.

Ici, le “premier profile” R() est défini par

2\/1% /sza \/%[

ou R(s,w,v) désigne la transformée de Radon de la fonction v

R(s,w,v) = / v(z)dz.
I1 COSw—+To sin w=s

Il est suggéré dans [11] que ces bornes inférieures sont “les bonnes”.

(0.5) RO (0, w) = R(s,w,ui] — 0. R(s,w, uf)]ds,

Nous prouvons ici, en dimension deux, que c’est effectivement le cas, sous la seule

condition “générique” (en ce qui concerne les données de Cauchy)

(ND) La fonction —g(w)d?R™"(s,w) a un unique minimum negatif non-

dégénéré en un point (o, wy).

En fait, la preuve du théoreme 1 montre que le “temps de vie asymptotique” cal-
culé en [2] est bien I'expansion asymptotique du vrai temps de vie T.. La méthode de
démonstration fournit en outre une description précise de VZu prés de I'unique point
d’explosion M, au temps T. : il s’agit d’une explosion géométrique de type cusp, selon la
terminologie de [3] (voir le théoréeme 2).

La méthode de la preuve comprend grosso modo trois volets :
i) Asymptotique : il faut étudier le comportement en grand temps de la solution, et
introduire les “bonnes” variables normalisées,

ii) Algébrique : il faut écrire le systéme éclaté correspondant a (0.1) et montrer comment
il se découple,

iii) d’Analyse : il faut prouver des estimations d’énergie sur le linéarisé du systeme éclaté,
qui se réduit a peu pres a un probleme de Goursat pour une équation du troisieme
ordre.

Dans un précédent exposé [5], on a donné un apercu des volets i) et iii).
Le plan du présent exposé est donc le suivant : on énonce d’abord (partie I, théorémes

1 et 2) les résultats de 1’étude pour les équations d’ondes. Dans une deuxieme partie, on
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expose le volet algébrique et son interprétation géométrique ; c’est la la partie décisive et
la plus nouvelle de 'exposé. Enfin, on esquisse tres rapidement, dans la partie I11I, la facon
dont la théorie de la partie IT s’applique, en incorporant des éléments des volets i) et iii),
pour prouver les résultats de I.

Tous les détails (éventuellement ) manquants peuvent étre trouvés dans les articles

[6], [7].
I. Résultats pour les équations d’ondes

Nous considérons le probleme (0.1) (0.2) déja évoqué dans I'Introduction. Rappelons
que les variables normalisées habituellement utilisées (cf. [11] par exemple) sont

U:T—t,w,TZEtl/z.

A Paide de la fonction g (définie en (0.3)) et du premier profile R(") (défini en (0.5)), nous
pouvons formuler notre hypothese :

(ND) La fonction —g(w)d?R™"(s,w) a un unique minimum négatif non-
dégénéré en un point (o, wy).

Le premier théoreme résoud la conjecture d’Hormander sur ’asymptotique du temps
de vie.

Théoréme 1 (Temps de vie). Le temps de vie T, de la solution classique de (0.1) (0.2)

vérifie
(1.1) Te = e(T)Y? = 75 + O(e).

De plus, il existe un point M, = (x.,T.) tel que, pourt > 72e¢=2 (0 < 79 < 7o) et € petit,
i) La solution u est de classe C' et |u|c1 < Cé?,
ii) La solution u est de classe C? en dehors de M, et vérifie |u|g: < Ce? hors d’un
voisinage de M. ; en outre

C
1.2 2u( )] 1 < =
(1.2) V2ul )l < 7y

1 1
1. 20( ) fee > — = )
(13 OFul Ol = Gy

Notons que 'asymptotique complete du temps de vie et de la position du point M, a
déja été calculée dans [2] ; la formule (1.1) n’est donnée avec un terme que pour simplifier.
Au voisinage du point M., nous disposons d’une bien meilleure description de wu.
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Théoréme 2 (Explosion géométrique). Il existe un point M, = (Me, Te), un voisinage
V de M, dans {(s,w,7),s € R,w € S',7 < 7.} et des fonctions ¢,v,w € C3(V) avec les
propriétés suivantes :

i) La fonction ¢ satisfait dans V' la condition
(H) d)s ZO7¢S(S7W7T):O<:>(Sava):Mrsv

bsr(Me) < 0,V 0(¢s) (M) = 0,V2 ($s)(Mc) >> 0.

i) ws = ¢sv et US(ME) =# 0. Si I'on définit Iapplication
q)(s, W, T) = (U = QS(S, w, T)7 w, 7')7

nous avons ®(M,) = (|z.| — T.,x./|xc|,7.) = M. La fonction u satisfait alors prés de

M.
_ ¢ 1/2
u(z,t) = mG(r —tyw, et ),
ot G est définie prés de M, par
G(P) = w.

Enfin, les fonctions ¢, v, w sont de classe C* si e < ¢,.

Nous voyons donc que I’explosion de V2u est de nature “géométrique”, et que appli-
cation ® a au point M, une singularité de type cusp. Compte tenu du fait que les ter-
mes non-linéaires de 1’équation (0.1) n’ont aucune structure particuliere (& part leur ho-
mogénéité), on peut penser que ce type d’explosion géométrique se produit souvent pour
des équations ou systemes quasi-linéaires. Nous espérons que des travaux ultérieurs vien-
dront confirmer cette vue (cf. cependant [8] pour une esquisse de cas plus compliqués).

On peut déduire du théoreme 2 le Corollaire suivant, qui est une sorte de “critere
d’explosion” (au sens de [15] ou [8]) :

Corollaire. Supposons que les données de Cauchy de u satisfassent (ND) et que € soit
assez petit. Alors, si u est C* pourt < T < T, et vérifie

IV2u(.,t)|2 < C,

cela implique T < T..

Nous serions curieux de savoir s’il est possible de prouver une telle assertion par une
méthode d’analyse fonctionnelle.



I1. Eclatement d’une équation quasi-linéaire du second ordre

Cette partie est indépendante des autres. On y expose un procédé “algébrique” de
construction de solutions singulieres pour des équations du second ordre générales, sans
aucune hypothese d’hyperbolicité, etc. Un tel procédé a déja été décrit en [3], [8] pour
des systemes quasi-linéaires généraux : définition d’un “systeme éclaté”, etc. Ici, nous
allons plus loin en ce sens que nous sommes capables d’élucider la structure du linéarisé
du systeme éclaté, dans le cas vraiment non-linéaire.

Considérons, dans un domaine de R™ avec des coordonnées (x1, ..., zy), '’équation
(2.1) P(u) = Xpij(z,y,u, Vu)@fju +q(z,y,u, Vu) = 0.
Nous avons posé ici 1 = z,y = (z2,...,%y), Vu = (Ozu, 0yu). Nous utiliserons aussi les
notations

— A

0=1(0,02,...,0n),0=(—1,020,...,0n,0).
Nous introduisons un changement de variables (inconnu)
(2.2) O(s,y) = (z = ¢(5,9),)

et de nouvelles fonctions (inconnues)

(2.2) w(s, y) = u(¢(s,9),9),v(s,y) = (9xu)(d(5,9), y)-

Notons que, nécessairement, ws, = ¢,v. Nous posons donc A = ws — ¢v, et nous appelons
“équation auxiliaire” ’équation A = 0.

Ce que l'on a en vue est la construction de solutions singulieres de P(u) = 0 ; on
s’intéresse donc aux points (s,y) ol ¢s = 0 et vy # 0, car en de tels points

(O7u)(P) = vspy '

1. La proposition suivante définit et décrit le “systeme éclaté” de P.

Proposition et Définition I1.1. Avec les notations ci-dessus, nous avons

(Vu) (@) = dw — gv,

(0%u)(®) = 0fw — vO%p — ($i0jv + $;0v) + @@(%),
P(u)(®) = 5;—8 +R,



ou
£ = Spij (¢, y, w, dw — pv) i,

Nous appelons le systeme
(2.3) E=0,R=0,4A=0

le “systéme éclaté” | la premiére équation de (2.3) “I’équation eikonale”, la seconde
“I’équation résiduelle”. A toute solution réguliere (¢,v,w) de (2.3) correspond par
(2.2)’ une ou plusieurs solutions singuliéres de (2.1) (selon la branche d’inverse de ® que

l'on a choisi), et de telles solutions sont appelées “solutions éclatées”.

Remarquons que seules les dérivées secondes d’une telle solution deviennent infinies
la ol ¢5 s’annule ; cela est en accord avec ce que 'on attend d’une équation quasi-linéaire
du second ordre.

2. Linéarisation du systeme éclaté

Lorsque 'on calcule le linéarisé du systeme (2.3), certains objets s’introduisent na-

turellement :

(2.4) v = Eaakupiquz'(lgquky

(2.5) Z = Epij(dgiéj + ngéi)a Q= Epijéz?j'
Notons

El v 0,10) = E'(h,0,0) = '
la différentielle de £ au point (¢, v, w), et de méme pour R et A.
La proposition suivante décrit le linéarisé de (2.3).

Proposition II.2. Posons z = @ — vé. Alors
i) &'(¢p,0,w) = =y + Z1¢ + ZaZ + agp + boZz,
i) R (¢, 0,0) = Q2 — Z10 + 102 + o + cadp + a1,
iii) A'(¢, 0, W) = 25 + vsp — Ps0.
Dans cette proposition, il est inutile d’expliciter le champ Z et les coefficients a;, b;, cx.

3. Le cas vraiment non-linéaire

Considérons une solution réguliere (¢, v, w) de (2.3) dans un domaine D.
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Définition I1.3. Si la fonction v définie en (2.4) ne s’annule pas dans D, nous disons que

nous sommes dans le cas vraiment non-linéaire.

Il s’agit, bien entendu, de la méme situation que celle décrite par Lax pour les systemes
en dimension un d’espace. Le fait remarquable est que, dans cette situation, le systeme
linéarisé décrit a la proposition II.2 se découple, au sens du théoreme suivant.

Théoréme 3. Dans le cas vraiment non-linéaire ont lieu les identités suivantes :

(2.6) (Z10s — ¢sQ + Q)2 + a1 Z1d + aap = —psR' + (Z1 + az) A’ + s,

(2.7) (Z2 + 121+ Bo)p+ Qi = (Zy + as)E — AR/,

Ici, les coefficients o; et (3; sont réguliers, Zy et Q sont des opérateurs en y d’ordres 1 et
2, tandis que Q1 est d’ordre 1 en toutes les variables. De plus, les coefficients de couplage
aq et ag sont des combinaisons linéaires des dérivées de £, R et A.

Le point de ce théoreme est que les coefficients de couplage seront petits si £, R, A
sont, petits ; dans un schéma de résolution du systeme éclaté genre Nash-Moser, les termes
alZld') et ozzq% seront donc quadratiquement petits, et donc negligeables. Le systeme a
résoudre se découple alors en I’équation du second ordre

Z10s — psQ + . ..

et I’équation différentielle ordinaire en Z; sur qS

4. Quelques remarques géométriques
a. La “bonne inconnue”

Lorsque 'on établit le systéme éclaté (2.3), on ne perd pas de vue que ®,v,w ne
peuvent étre déterminés séparément, parce que ’on peut toujours remplacer & par &P,
(P, étant un difffomorphisme), et v et w par v(Py), w(P1). Ce dont on a réellement besoin
ici est que @’ soit de corang 1 1a ot elle n’est pas inversible. La forme (2.2) convient alors
dans tous les cas, et permet des calculs relativement simples. La structure du systeme
(2.3) reflete, bien entendu, cette indétermination. De facon générale, si u(®P) = w, alors
i(®) 41/ (P)d = 1), et la “bonne inconnue” pour le systéme éclaté linéarisé est : w—u/(P)D.

Ici, 2 est cette bonne inconnue, car v = (9,u)(P).
b. L’équation eikonale

Si nous posons formellement

o z,y) = W(2,y),y),
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nous trouvons

Donc I’'équation £ = 0 équivaut a

c’est a dire que la lagrangienne (singuliere) A = {(z,y,V1)} est caractéristique pour
I’équation linéarisée de (2.1).
c. Le champ de transport Z;

Ce champ joue un réle fondamental dans le systeme linéarisé, comme on le voit au
Théoreme 3. Si p = Ep;j(x,y, u, Vu)éE; est le symbole principal du linéarisé sur une
solution éclatée u de (2.1), on calcule facilement que

' Z) = —psm.Hp,
ou 7 désigne la projection canonique
7 (z,&) — .

Les remarques 2 et 3 montrent que la construction de u que l'on fait est en réalité une
sorte d’“optique géométrique” , dans laquelle @ joue le role de la phase, Z; le role du
transport et ¢; ! le role du grand parametre.

d. La fonction vy

Pour une solution éclatée telle que u, on voit facilement que la partie singuliere de
u” est donnée par la matrice de rang un QAS%AS ; la fonction v décrit donc la variation du
symbole p par rapport a Vu dans la direction pertinente —qAS.

III. Application aux équations d’ondes
L’idée de la preuve des théoremes 1 et 2 est de construire, dans une bande
—Co<r—t< M 13?2 <t<T.,0< 1< To,

un morceau de solution qui explose au temps T.. Cette construction se fait en quatre

étapes, que nous résumons brievement.

Etape 1 : Analyse asymptotique, normalisation des variables et réduction

a un probléme local



Nous utilisons ici l'information sur le comportement de la solution u de (0.1) (0.2)
pour r —t > —Cj et et'/2 proche de 7y. A cause de (0.4), nous sommes ici loin de toute
explosion. Les résultats de [1] montrent que u se comporte dans un tel domaine comme une

fonction réguliere (dépendant aussi régulierement de € et €2lne) des variables “normalisées”
o=1r—t,w, T= et'/?.

Si ’on pose

u(z,t) = G(o,w,T),

rl/2

nous obtenons & partir de (0.1) une équation sur G, et nous devons résoudre un probléme
local dans un domaine
_COSO-SM7T0§T§77—E7

< = =1/2 . . . .
ou T, = eTE/ est inconnu. A cette étape de la preuve, nous avons encore un probléeme a

frontiere libre, le bord supérieur du domaine étant déterminé par le temps de vie.
Etape 2 : Eclatement du probléeme

Pour résoudre le probleme local de I’étape 1, nous introduisons, comme dans la partie

IT, un changement de variables singulier (encore inconnu)
D (s,w,7)— (0 =¢(s,w,7),w,7),d(s,w, 1) = s.
L’idée est d’obtenir G sous la forme
G(?) =w

pour des fonctions régulieres ¢ et w, tout en s’arrangeant pour que ¢ s’annule en un
point M, = (m., 7.) du bord supérieur du domaine. Nous aurons alors ws = G, ¢, et la
condition ii) du théoréme 2 donne

Goo(P) = vs/s.

Nous voyons donc que u et Vu vont rester continues tandis que V2u va exploser en un
certain point.

Le changement crucial de point de vue est qu’au lieu de chercher une solution singuliére
G de ’équation normalisée de I’Etape 1, nous cherchons maintenant une solution réguliére
(¢, v, w) du systeme éclaté. Cependant, il ne suffit pas de résoudre pres de 7 : il faut
résoudre sur un domaine assez grand pour atteindre un point ou ¢5 = 0.

Finalement, en introduisant un parametre réel (qui correspond a la hauteur du do-

maine), nous pouvons nous ramener a travailler dans un domaine fixe.
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Etape 3 : Existence et estimations douces pour le systéme éclaté linéarisé

C’est ’hypotheése (ND) qui implique que nous sommes dans le cas vraiment non-
linéaire (au sens de la définition II1.3). La théorie du II nous dit alors que le linéarisé
du systeme éclaté se découple approximativement. Cela nous permet d’obtenir I’existence
d’une solution et des estimations douces pour le systeme en travaillant seulement sur
un probleme de Goursat pour une équation scalaire du troisieme ordre, dont la partie
principale est simplement

(Zlas - ¢SQ)Z1-

Ici, conformément & la théorie de II, Z; est un champ en 0., 0, de la forme
Zl = 87 + 0(62),

tandis que ) est un opérateur du second ordre en 0;, 0, de la forme
Q=2 L2y o).
47 3¢

Le point ol ¢, s’annule est un point de dégénérescence pour cette équation . On obtient

les estimations d’énergie nécessaires a 1’aide d’un multiplicateur approprié.
Etape 4 : Retour a la solution u

A partir de w et ¢, on obtient G et donc un morceau de solution @ de (0.1) avec les
propriétés voulues. Il reste a prouver que u = u la ou w est définie : on a alors établi
la. borne supérieure du temps de vie. Pour prouver completement le théoreme 1, encore
faut-il montrer que u n’explose pas ailleurs, avant ; ce dernier point est non-trivial, et
nécessite une étude fine (réalisée en [1]) du comportement asymptotique de u en grand

temps a l'intérieur du cone d’ondes.
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