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Explosion de solutions classiques d��equations d�ondes

quasi�lin�eaires en deux dimensions d�espace

par S� Alinhac

Introduction

Nous consid�erons ici des �equations quasi�lin�eaires dans R���

����� L�u� � ��t u��xu	
��i�j�k��g
k
ij�ku�

�
iju � ��

o�u

x� � t� x � �x�� x��� g
k
ij � gkji�

Nous supposons les donn�ees de Cauchy C�
 petites

����� u�x� �� � �u�� 	 ��u�� 	 � � � � �tu�x� �� � �u�� 	 ��u�� 	 � � � �

et support�ees dans une boule �xe de rayon M �

Nous pourrions tout aussi bien traiter des �equations plus g�en�erales du type

������ ��t u��u	 
gij�ru���iju � ��

avec gij��� � �
 car les termes cubiques ou d�ordre plus �elev�e ne jouent gu�ere de r�ole dans

l�explosion�

Comme dans ����
 nous posons

����� g��� � 
gkij ��i��j ��k�

o�u

r �
q
x�� 	 x��� x� � r cos�� x� � r sin�

sont les coordonn�ees polaires habituelles
 et

��� � ��� ��� � cos�� ��� � sin��

Notre but est d��etudier l�existence de la solution classique du probl�eme ����� �����
 et plus

pr�ecis�ement le temps de vie �T� de cette solution comme solution r�eguli�ere et la nature de

�



sa singularit�e au temps �T�� Ce probl�eme a �et�e introduit et �etudi�e �en dimension deux ou

trois� par John �voir ���� et les r�ef�erences qui y sont cit�ees�
 puis par Klainerman ����
 ����


H�ormander ����
 ���� et de nombreux auteurs� Gr�ace �a une approximation assez grossi�ere

de la solution par des solutions de l��equation de Burger
 H�ormander ���� a obtenu des

bornes inf�erieures explicites du temps de vie� Le r�esultat en dimension deux est

����� lim inf � �T ���
� � �max g������R

������ ����� � ����

Ici
 le �premier pro�le� R��� est d�e�ni par

����� R������ �� �
�

�
p
�	

Z
s��

�p
s� �

�R�s� �� u���� �sR�s� �� u����ds�

o�u R�s� �� v� d�esigne la transform�ee de Radon de la fonction v

R�s� �� v� �

Z
x� cos��x� sin��s

v�x�dx�

Il est sugg�er�e dans ���� que ces bornes inf�erieures sont �les bonnes��

Nous prouvons ici
 en dimension deux
 que c�est e�ectivement le cas
 sous la seule

condition �g�en�erique� �en ce qui concerne les donn�ees de Cauchy�

�ND� La fonction �g������R������ �� a un unique minimum negatif non�

d�eg�en�er�e en un point ���� ����

En fait
 la preuve du th�eor�eme � montre que le �temps de vie asymptotique� cal�

cul�e en ��� est bien l�expansion asymptotique du vrai temps de vie �T�� La m�ethode de

d�emonstration fournit en outre une description pr�ecise de r�u pr�es de l�unique point

d�explosion M� au temps �T� � il s�agit d�une explosion g�eom�etrique de type cusp
 selon la

terminologie de ��� �voir le th�eor�eme ���

La m�ethode de la preuve comprend grosso modo trois volets �

i� Asymptotique � il faut �etudier le comportement en grand temps de la solution
 et

introduire les �bonnes� variables normalis�ees


ii� Alg�ebrique � il faut �ecrire le syst�eme �eclat�e correspondant �a ����� et montrer comment

il se d�ecouple


iii� d�Analyse � il faut prouver des estimations d��energie sur le lin�earis�e du syst�eme �eclat�e


qui se r�eduit �a peu pr�es �a un probl�eme de Goursat pour une �equation du troisi�eme

ordre�

Dans un pr�ec�edent expos�e ���
 on a donn�e un aper�cu des volets i� et iii��

Le plan du pr�esent expos�e est donc le suivant � on �enonce d�abord �partie I
 th�eor�emes

� et �� les r�esultats de l��etude pour les �equations d�ondes� Dans une deuxi�eme partie
 on

�



expose le volet alg�ebrique et son interpr�etation g�eom�etrique � c�est l�a la partie d�ecisive et

la plus nouvelle de l�expos�e� En�n
 on esquisse tr�es rapidement
 dans la partie III
 la fa�con

dont la th�eorie de la partie II s�applique
 en incorporant des �el�ements des volets i� et iii�


pour prouver les r�esultats de I�

Tous les d�etails ��eventuellement � manquants peuvent �etre trouv�es dans les articles

� �
 �!��

I� R�esultats pour les �equations d�ondes

Nous consid�erons le probl�eme ����� ����� d�ej�a �evoqu�e dans l�Introduction� Rappelons

que les variables normalis�ees habituellement utilis�ees �cf� ���� par exemple� sont

� � r � t� �� � � �t����

A l�aide de la fonction g �d�e�nie en ������ et du premier pro�le R��� �d�e�ni en ������
 nous

pouvons formuler notre hypoth�ese �

�ND� La fonction �g������R������ �� a un unique minimum n�egatif non�

d�eg�en�er�e en un point ���� ����

Le premier th�eor�eme r�esoud la conjecture d�H�ormander sur l�asymptotique du temps

de vie�

Th�eor�eme 	 �Temps de vie�� Le temps de vie �T� de la solution classique de ����� �����

v�eri	e

����� ��� � �� �T��
��� � ��� 	O����

De plus
 il existe un point M� � �x�� �T�� tel que
 pour t � ��� �
�� �� 
 �� 
 ���� et � petit


i� La solution u est de classe C� et jujC� � C��


ii� La solution u est de classe C� en dehors de M� et v�eri	e jujC� � C�� hors d�un

voisinage de M� � en outre

����� jr�u��� t�jL� � C
�T� � t

�

����� j��t u��� t�jL� �
�

C

�
�T� � t

�

Notons que l�asymptotique compl�ete du temps de vie et de la position du point M� a

d�ej�a �et�e calcul�ee dans ��� � la formule ����� n�est donn�ee avec un terme que pour simpli�er�

Au voisinage du point M�
 nous disposons d�une bien meilleure description de u�

�



Th�eor�eme 
 �Explosion g�eom�etrique�� Il existe un point "M� � � "m�� ����
 un voisinage

V de "M� dans f�s� �� ��� s � R�� � S�� � � ���g et des fonctions �� v� w � C��V � avec les

propri�et�es suivantes 


i� La fonction � satisfait dans V la condition

�H� �s � �� �s�s� �� �� � �� �s� �� �� � "M��

�s� � "M�� 
 ��rs����s�� "M�� � ��r�
s����s�� "M�� �� ��

ii� ws � �sv et vs� "M�� �� �� Si l�on d�e	nit l�application

#�s� �� �� � �� � ��s� �� ��� �� ���

nous avons #� "M�� � �jx�j � �T�� x�
jx�j� ���� � �M�� La fonction u satisfait alors pr�es de

M�

u�x� t� �
�

r���
G�r � t� �� �t�����

o�u G est d�e	nie pr�es de �M� par

G�#� � w�

En	n
 les fonctions �� v� w sont de classe Ck si � � �k�

Nous voyons donc que l�explosion de r�u est de nature �g�eom�etrique�
 et que l�appli�

cation # a au point "M� une singularit�e de type cusp� Compte tenu du fait que les ter�

mes non�lin�eaires de l��equation ����� n�ont aucune structure particuli�ere ��a part leur ho�

mog�en�eit�e�
 on peut penser que ce type d�explosion g�eom�etrique se produit souvent pour

des �equations ou syst�emes quasi�lin�eaires� Nous esp�erons que des travaux ult�erieurs vien�

dront con�rmer cette vue �cf� cependant �$� pour une esquisse de cas plus compliqu�es��

On peut d�eduire du th�eor�eme � le Corollaire suivant
 qui est une sorte de �crit�ere

d�explosion� �au sens de ���� ou �$�� �

Corollaire� Supposons que les donn�ees de Cauchy de u satisfassent �ND� et que � soit

assez petit� Alors
 si u est C� pour t 
 T � �T� et v�eri	e

jr�u��� t�jL� � C�

cela implique T 
 �T��

Nous serions curieux de savoir s�il est possible de prouver une telle assertion par une

m�ethode d�analyse fonctionnelle�

�



II� Eclatement d�une �equation quasi�lin�eaire du second ordre

Cette partie est ind�ependante des autres� On y expose un proc�ed�e �alg�ebrique� de

construction de solutions singuli�eres pour des �equations du second ordre g�en�erales
 sans

aucune hypoth�ese d�hyperbolicit�e
 etc� Un tel proc�ed�e a d�ej�a �et�e d�ecrit en ���
 �$� pour

des syst�emes quasi�lin�eaires g�en�eraux � d�e�nition d�un �syst�eme �eclat�e�
 etc� Ici
 nous

allons plus loin en ce sens que nous sommes capables d��elucider la structure du lin�earis�e

du syst�eme �eclat�e
 dans le cas vraiment non�lin�eaire�

Consid�erons
 dans un domaine de Rn avec des coordonn�ees �x�� � � � � xn�
 l��equation

����� P �u� � 
pij�x� y� u�ru���iju	 q�x� y� u�ru� � ��

Nous avons pos�e ici x� � x� y � �x�� � � � � xn��ru � ��xu� �yu�� Nous utiliserons aussi les

notations
�� � ��� ��� � � � � �n�� �� � ���� ���� � � � � �n���

Nous introduisons un changement de variables �inconnu�

����� #�s� y� � �x � ��s� y�� y�

et de nouvelles fonctions �inconnues�

������ w�s� y� � u���s� y�� y�� v�s� y� � ��xu����s� y�� y��

Notons que
 n�ecessairement
 ws � �sv� Nous posons donc A � ws��sv
 et nous appelons

��equation auxiliaire� l��equation A � ��

Ce que l�on a en vue est la construction de solutions singuli�eres de P �u� � � � on

s�int�eresse donc aux points �s� y� o�u �s � � et vs �� �
 car en de tels points

���xu��#� � vs�
��
s �

	� La proposition suivante d�e�nit et d�ecrit le �syst�eme �eclat�e� de P �

Proposition et D�e
nition II�	� Avec les notations ci�dessus
 nous avons

�ru��#� � ��w � ��v�

���iju��#� �
���ijw � v ���ij�� ���i ��jv 	 ��j ��iv� 	 ��i ��j�

vs
�s

��

P �u��#� � E vs
�s

	R�

�



o�u

E � 
pij��� y� w� ��w � ��v���i ��j �

R � 
pij��� y� w� ��w � ��v�� ���ijw � v ���ij�� ���i ��jv 	 ��j ��iv�� 	 q��� y� w� ��w � ��v��

Nous appelons le syst�eme

����� E � ��R � ��A � �

le �syst�eme �eclat�e� 
 la premi�ere �equation de ����� �l��equation eikonale�
 la seconde

�l��equation r�esiduelle�� A toute solution r�eguli�ere ��� v� w� de ����� correspond par

������ une ou plusieurs solutions singuli�eres de ����� �selon la branche d�inverse de # que

l�on a choisi�
 et de telles solutions sont appel�ees �solutions �eclat�ees��

Remarquons que seules les d�eriv�ees secondes d�une telle solution deviennent in�nies

l�a o�u �s s�annule � cela est en accord avec ce que l�on attend d�une �equation quasi�lin�eaire

du second ordre�


� Lin�earisation du syst�eme �eclat�e

Lorsque l�on calcule le lin�earis�e du syst�eme �����
 certains objets s�introduisent na�

turellement �

����� � � 
��kupij
��i ��j ��k�

����� Z� � 
pij���i ��j 	 ��j ��i�� Q � 
pij ��
�
ij �

Notons

E �	�v�w� %�� %v� %w� � E �� %�� %v� %w� � E �

la di��erentielle de E au point ��� v� w�
 et de m�eme pour R et A�
La proposition suivante d�ecrit le lin�earis�e de ������

Proposition II�
� Posons %z � %w � v %�� Alors

i� E �� %�� %v� %w� � �� %v 	 Z�
%�	 Z� %z 	 a� %�	 b� %z


ii� R�� %�� %v� %w� � Q %z � Z� %v 	 c� �� %z 	 c� %z 	 c� %�	 a� %v


iii� A�� %�� %v� %w� � %zs 	 vs %�� �s %v�

Dans cette proposition
 il est inutile d�expliciter le champ Z� et les coe&cients ai� bj� ck�

�� Le cas vraiment non�lin�eaire

Consid�erons une solution r�eguli�ere ��� v� w� de ����� dans un domaine D�

 



D�e
nition II��� Si la fonction � d�e	nie en ����� ne s�annule pas dans D
 nous disons que

nous sommes dans le cas vraiment non�lin�eaire�

Il s�agit
 bien entendu
 de la m�eme situation que celle d�ecrite par Lax pour les syst�emes

en dimension un d�espace� Le fait remarquable est que
 dans cette situation
 le syst�eme

lin�earis�e d�ecrit �a la proposition II�� se d�ecouple
 au sens du th�eor�eme suivant�

Th�eor�eme �� Dans le cas vraiment non�lin�eaire ont lieu les identit�es suivantes 


��� � �Z��s � �sQ	Q�� %z 	 ��Z�
%�	 �� %� � ��sR� 	 �Z� 	 ���A� 	 �	E ��

���!� �Z�
� 	 ��Z� 	 ��� %�	 "Q %z � �Z� 	 �
�E � � �R��

Ici
 les coe�cients �i et �j sont r�eguliers
 Z� et "Q sont des op�erateurs en y d�ordres � et

�
 tandis que Q� est d�ordre � en toutes les variables� De plus
 les coe�cients de couplage

�� et �� sont des combinaisons lin�eaires des d�eriv�ees de E �R et A�
Le point de ce th�eor�eme est que les coe&cients de couplage seront petits si E �R�A

sont petits � dans un sch�ema de r�esolution du syst�eme �eclat�e genre Nash�Moser
 les termes

��Z�
%� et �� %� seront donc quadratiquement petits
 et donc negligeables� Le syst�eme �a

r�esoudre se d�ecouple alors en l��equation du second ordre

Z��s � �sQ	 � � �

et l��equation di��erentielle ordinaire en Z� sur %��

�� Quelques remarques g�eom�etriques

a� La �bonne inconnue�

Lorsque l�on �etablit le syst�eme �eclat�e �����
 on ne perd pas de vue que #� v� w ne

peuvent �etre d�etermin�es s�epar�ement
 parce que l�on peut toujours remplacer # par ##�

�#� �etant un di��eomorphisme�
 et v et w par v�#��� w�#��� Ce dont on a r�eellement besoin

ici est que #� soit de corang � l�a o�u elle n�est pas inversible� La forme ����� convient alors

dans tous les cas
 et permet des calculs relativement simples� La structure du syst�eme

����� re'�ete
 bien entendu
 cette ind�etermination� De fa�con g�en�erale
 si u�#� � w
 alors

%u�#�	u��#� %# � %w
 et la �bonne inconnue� pour le syst�eme �eclat�e lin�earis�e est � %w�u��#� %#�
Ici
 %z est cette bonne inconnue
 car v � ��xu��#��

b� L��equation eikonale

Si nous posons formellement

#���x� y� � ���x� y�� y��

!



nous trouvons

�r���#� � � �

�s
���

Donc l��equation E � � �equivaut �a


pij�x� y� u�ru���i����j�� � ��

c�est �a dire que la lagrangienne �singuli�ere� ( � f�x� y�r��g est caract�eristique pour

l��equation lin�earis�ee de ������

c� Le champ de transport Z�

Ce champ joue un r�ole fondamental dans le syst�eme lin�earis�e
 comme on le voit au

Th�eor�eme �� Si p � 
pij�x� y� u�ru��i�j est le symbole principal du lin�earis�e sur une

solution �eclat�ee u de �����
 on calcule facilement que

#�Z� � ��s	�Hp�

o�u 	 d�esigne la projection canonique

	 � �x� �� �	 x�

Les remarques � et � montrent que la construction de u que l�on fait est en r�ealit�e une

sorte d��optique g�eom�etrique� 
 dans laquelle # joue le r�ole de la phase
 Z� le r�ole du

transport et ���s le r�ole du grand param�etre�

d� La fonction �

Pour une solution �eclat�ee telle que u
 on voit facilement que la partie singuli�ere de

u�� est donn�ee par la matrice de rang un ��t �� � la fonction � d�ecrit donc la variation du

symbole p par rapport �a ru dans la direction pertinente ����

III� Application aux �equations d�ondes

L�id�ee de la preuve des th�eor�emes � et � est de construire
 dans une bande

�C� � r � t �M� ��� �
�� � t � �T�� � 
 �� 
 ����

un morceau de solution qui explose au temps �T�� Cette construction se fait en quatre

�etapes
 que nous r�esumons bri�evement�

Etape 	 � Analyse asymptotique� normalisation des variables et r�eduction

�a un probl�eme local

$



Nous utilisons ici l�information sur le comportement de la solution u de ����� �����

pour r � t � �C� et �t��� proche de ��� A cause de �����
 nous sommes ici loin de toute

explosion� Les r�esultats de ��� montrent que u se comporte dans un tel domaine comme une

fonction r�eguli�ere �d�ependant aussi r�eguli�erement de � et ��ln�� des variables �normalis�ees�

� � r � t� �� � � �t����

Si l�on pose

u�x� t� �
�

r���
G��� �� ���

nous obtenons �a partir de ����� une �equation sur G
 et nous devons r�esoudre un probl�eme

local dans un domaine

�C� � � �M� �� � � � ����

o�u ��� � � �T
���
� est inconnu� A cette �etape de la preuve
 nous avons encore un probl�eme �a

fronti�ere libre
 le bord sup�erieur du domaine �etant d�etermin�e par le temps de vie�

Etape 
 � Eclatement du probl�eme

Pour r�esoudre le probl�eme local de l��etape �
 nous introduisons
 comme dans la partie

II
 un changement de variables singulier �encore inconnu�

# � �s� �� �� �	 �� � ��s� �� ��� �� ��� ��s� �� ��� � s�

L�id�ee est d�obtenir G sous la forme

G�#� � w

pour des fonctions r�eguli�eres � et w
 tout en s�arrangeant pour que �s s�annule en un

point "M� � � "m�� ���� du bord sup�erieur du domaine� Nous aurons alors ws � G��s
 et la

condition ii� du th�eor�eme � donne

G���#� � vs
�s�

Nous voyons donc que u et ru vont rester continues tandis que r�u va exploser en un

certain point�

Le changement crucial de point de vue est qu�au lieu de chercher une solution singuli�ere

G de l��equation normalis�ee de l�Etape �
 nous cherchons maintenant une solution r�eguli�ere

��� v� w� du syst�eme �eclat�e� Cependant
 il ne su&t pas de r�esoudre pr�es de �� � il faut

r�esoudre sur un domaine assez grand pour atteindre un point o�u �s � ��

Finalement
 en introduisant un param�etre r�eel �qui correspond �a la hauteur du do�

maine�
 nous pouvons nous ramener �a travailler dans un domaine �xe�

)



Etape � � Existence et estimations douces pour le syst�eme �eclat�e lin�earis�e

C�est l�hypoth�ese �ND� qui implique que nous sommes dans le cas vraiment non�

lin�eaire �au sens de la d�e�nition II���� La th�eorie du II nous dit alors que le lin�earis�e

du syst�eme �eclat�e se d�ecouple approximativement� Cela nous permet d�obtenir l�existence

d�une solution et des estimations douces pour le syst�eme en travaillant seulement sur

un probl�eme de Goursat pour une �equation scalaire du troisi�eme ordre
 dont la partie

principale est simplement

�Z��s � �sQ�Z��

Ici
 conform�ement �a la th�eorie de II
 Z� est un champ en �� � �y de la forme

Z� � �� 	O�����

tandis que Q est un op�erateur du second ordre en �� � �y de la forme

Q � ���
�

��
��� �

�

��
���� 	O��	��

Le point o�u �s s�annule est un point de d�eg�en�erescence pour cette �equation � On obtient

les estimations d��energie n�ecessaires �a l�aide d�un multiplicateur appropri�e�

Etape � � Retour �a la solution u

A partir de w et �
 on obtient G et donc un morceau de solution "u de ����� avec les

propri�et�es voulues� Il reste �a prouver que "u � u l�a o�u "u est d�e�nie � on a alors �etabli

la borne sup�erieure du temps de vie� Pour prouver compl�etement le th�eor�eme �
 encore

faut�il montrer que u n�explose pas ailleurs
 avant � ce dernier point est non�trivial
 et

n�ecessite une �etude �ne �r�ealis�ee en ���� du comportement asymptotique de u en grand

temps �a l�int�erieur du c�one d�ondes�

��



Bibliographie

��� Alinhac S�
 � Approximation pr�es du temps d�explosion des solutions d��equations d�ondes

quasilin�eaires en dimension deux� 
 Siam J� Math� Anal� � ���
 �))�
 ��)�� ��

��� Alinhac S�
 �Temps de vie et comportement explosif des solutions d��equations d�ondes

quasi�lin�eaires en dimension deux II�
 Duke Math� J� !����
 �))�
 ����� ��

��� Alinhac S�
 �Explosion g�eom�etrique pour des syst�emes quasi�lin�eaires�
 Amer� J� Math�

��!���
 �))�
 )$!����!�

��� Alinhac S�
 �Explosion des solutions d�une �equation d�ondes quasi�lin�eaire en deux

dimensions d�espace�
 Comm� PDE ����
 �
 �)) 
 )���) )�

��� Alinhac S�
 �Explosion de solutions d��equations d�ondes quasi�lin�eaires en plusieurs

dimensions d�espace�
 Expos�e V
 S�eminaire d�EDP
 �))�*) 
 Ecole Polytechnique
 Paris�

� � Alinhac S�
 �Blowup of small data solutions for a quasilinear wave equation in two space

dimensions�
 Preprint
 Universit�e Paris�Sud
 �)) �

�!� Alinhac S�
 �Blowup of small data solutions for a class of quasilinear wave equations in

two space dimensions II�
 Preprint
 Universit�e Paris�Sud
 �))!�

�$� Alinhac S�
 �Blowup for nonlinear hyperbolic equations�
 Progress in Nonlinear Di�er�

ential Equations and their Applications
 Birkh�auser
 Boston
 �))��

�)� Alinhac S� and G�erard P�
 �Op�erateurs pseudo�di��erentiels et th�eor�eme de Nash�Moser�


InterEditions
 Paris
 �))��

���� H�ormander L�
 �The lifespan of classical solutions of nonlinear hyperbolic equations�


Lecture Notes Math� ��� 
 Springer Verlag
 �)$ 
 �����$��

���� H�ormander L�
 �Lectures on Nonlinear hyperbolic di�erential equations�
 Math� et

Appl� � 
 �))!
 Springer Verlag�

���� John F�
 �Nonlinear wave equations	 Formation of singularities�
 Leghigh University


University Lecture Series
 Amer� Math� Soc�
 Providence
 �))��

���� Klainerman S�
 �Uniform decay estimates and the Lorentz invariance of the classical

wave equation�
 Comm� Pure Appl� Math� �$
 �)$�
 ��������

���� Klainerman S�
 �The null condition and global existence to nonlinear wave equations�


Lectures Appl� Math� ��
 �)$ 
 �)���� �

���� Majda A�
 �Compressible 
uid 
ow and systems of conservation laws�
 Springer Appl�

Math� Sc� ��
 �)$��

S� Alinhac
 D�epartement de Math�ematiques
 Universit�e Paris�Sud
 F�)���� Orsay Cedex

��


