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�� Introduction�

Ce travail vise 	a approfondir l�analogie de structure entre l��equation de
Schr�odinger de la M�ecanique Quantique et les �equations cin�etiques de la M�e�
canique Classique ��equation de Vlasov�� au�del	a des limites d�ej	a connues lorsque
la constante de Planck � tend vers � �limite semi�classique�� Cette analogie repose
sur les propri�et�es dispersives de ces deux �equations� et permet d�exhiber des e�ets
r�egularisants nouveaux dans les �equation cin�etiques� qui sont pourtant r�eversibles
dans le temps� Plus pr�ecis�ement� on sait que l��equation de Schr�odinger pos�ee sur
� �� ��t� x� �t � R� x � R

N ��

i�����t � �
��x� � non�lin�earit�e �

�converge� quand � tend vers � vers l��equation de Vlasov pos�ee sur f�t� x� v�
�t � R� �x� v� � RN � RN ��

�f��t � v � rxf � non�lin�earit�e �

Ces deux �equations ont en apparence des structures tr	es di��erentes� l�op�erateur
i��t � ���x tendant 	a g�en�erer des oscillations de la fonction d�une variable
d�espace ��t� x� � L��x�� quand l�op�erateur �t � v � rx incite 	a regarder des
ph�enom	enes de transport selon le �ot d�un Hamiltonien pour la fonction de
deux variables d�espace et de vitesse f�t� x� v� � L��x� v�� Notre objectif ici est
d��eclairer en quoi ces deux �equations peuvent �etre �etudi�ees 	a l�aide d�outils tr	es
semblables� et d�en d�eduire des r�esultats nouveaux tant au niveau Schr�odinger
qu�au niveau cin�etique� En particulier� dans ces deux cas� c�est le probl	eme de
l�existence de solutions d���energie cin�etique in�nie� qui retient principalement
notre attention�

Nous souhaitons indiquer ici que ce point de vue� qui fait le lien entre les
�equations de Schr�odinger et celles de Vlasov� a d�ej	a �et�e exploit�e dans de nombreux

�



travaux� Parmi ceux�ci nous citerons �LPe��� �LPe
�� et �Co� pour ce qui concerne
les propri�et�es de dispersion dans les �equations de type Vlasov� ainsi que �LPa��
�MMP�� �GMMP�� �Ni� pour des questions li�ees 	a la limite lorsque � tend vers �
dans les �equations de Schr�odinger �limite semi�classique�� Dans tous ces travaux�
il est fait un usage essentiel de la transformation de Wigner �Wi�� qui 	a une
fonction ��t� x� associe�

W ����t� x� v� �
Z
y
eiy�v ��t� x� �

y



� ���t� x� �

y



� dy �

Par exemple� si � r�esout l��equation de Schr�odinger �libre� �t��i�� � �� alorsW
est solution de l��equation du transport libre �tW � v �rxW � �� Nous renvoyons
aux travaux cit�es plus haut pour une discussion plus compl	ete des propri�et�es de
la transformation de Wigner�

Dans le deuxi	eme paragraphe� nous consid	erons un syst	eme in�ni d��equations
de Schr�odinger non�lin�eaires coupl�ees �Syst	eme de Schr�odinger�Poisson�� fr�equem�
ment utilis�e dans la mod�elisation des ph�enom	enes quantiques dans les semi�
conducteurs� Dans ce mod	ele� o	u la fonction d�onde ��t� x� prend ses valeurs
dans un espace de Hilbert de dimension in�nie� nous d�emontrons l�existence et
l�unicit�e d�une solution pour le probl	eme de Cauchy dans un cadre L� �masse
totale �nie � �energie cin�etique in�nie�� am�eliorant ainsi la th�eorie H� ��energie
cin�etique �nie� d�ej	a connue� �Egalement� nous d�emontrons divers e�ets r�egular�
isants� ainsi que diverses estimations de d�ecroissance ou d�explosion de ��t� x�
quand t �� ou t � �� Ce travail fait appel 	a des r�esultats connus dans le cas
o	u � prend ses valeurs dans C � et n�ecessite une estimation de type Strichartz sur
les fonctions � 	a valeurs Hilbert� laquelle constitue la principale di�cult�e�

Ce travail� valable au niveau Schr�odinger� pose naturellement deux ques�
tions� que deviennent les in�egalit�es de Strichartz au niveau cin�etique ��equation
de Vlasov�  Qu�advient�il des e�ets r�egularisants ci�dessus lorsque �� �  

Nous r�epondons 	a la premi	ere question dans le troisi	eme paragraphe� qui
est un travail en collaboration avec B� Perthame� Nous montrons en e�et des
estimations de type Lq

t �L
p
x� sur la densit�e macroscopique associ�ee 	a la solution

de l��equation de transport libre� pour des donn�ees initiales seulement int�egrables
�et en particulier sans hypoth	ese de moments en vitesse�� Si ces estimations
semblent li�ees aux Lemmes de Moyenne� aux e�ets dispersifs� et aux estimations
de Strichartz valables au niveau quantique� notre d�emonstration indique qu�elles
sont en fait ind�ependantes de tous ces outils�

Nous apportons des r�eponses 	a la seconde question dans les deux paragraphes
suivants�

En e�et� dans le quatri	eme paragraphe� nous consid�erons l��equation de Vlasov�
Poisson� limite semi�classique du syst	eme de Schr�odinger d�ecrit plus haut� Par
analogie avec le cas quantique� nous montrons comment l�on peut se d�ebarrasser
de l�hypoth	ese d��energie cin�etique �nie dans l��equation de Vlasov�Poisson� Plus
pr�ecis�ement� si la donn�ee initiale f ��x� v� � � poss	ede des moments dans la seule






variable d�espace �
R
jxjmf ��x� v�dxdv � � pour un m � � �l��energie cin�etique

est dans ce cas la quantit�e
R
jvj�f ��x� v�dxdv�� nous montrons par un argument

de propagation de moments et en exploitant le caract	ere dispersif de l�op�erateur
de transport libre que l�on peut construire dans ce cas une solution f�t� x� v�
de l��equation de Vlasov�Poisson� singuli	ere en t � �� La di�cult�e est bien s�ur
de r�esoudre le probl	eme de Cauchy alors que toutes les normes �explosent� 	a
l�instant initial�

Dans le cinqui	eme paragraphe� le travail ci�dessus est �etendu� et nous con�
struisons des solutions singuli	eres ��energie cin�etique in�nie� pour le syst	eme de
Vlasov�Poisson�Fokker�Planck� Par rapport au cas pr�ec�edent� l�op�erateur de
transport libre est ici perturb�e par un Laplacien en vitesse� et nous montrons
un e�et r�egularisant beaucoup plus fort que dans l��equation de Vlasov�Poisson
ci�dessus� qui repose sur l�e�et de la di�usion en vitesse et sur les propri�et�es
dispersives de l��equation de transport libre� La nouveaut�e dans ce r�esultat con�
siste 	a d�eriver une loi de conservation originale et 	a utiliser l�hypoellipticit�e de
l�op�erateur de Fokker�Planck�

Nous pr�ecisons maintenant l��enonc�e de nos r�esultats� Nous renvoyons le
lecteur 	a �Ca��� �Ca
�� �Ca!�� �CPe� pour des preuves et des �enonc�es plus complets�
ainsi que pour des r�ef�erences bibliographiques plus exhaustives�

�� Solutions L� pour le Syst�eme de Schr�odinger�Poisson �Ca���

Dans ce paragraphe� nous �etudions le Syst	eme de Schr�odinger�Poisson �SSP�
en dimension trois d�espace� qui mod�elise de mani	ere simpli��ee le transport quan�
tique dans les semi�conducteurs� Il s��ecrit comme un syst	eme in�ni d��equations
de Schr�odinger� coupl�ees par le potentiel V �

�j � N

�
�t�j�t� x� �

i
�
�x�j�t� x�� iV �t� x��j�t� x� �

�j�x�jt�� � �j�x� � x � R� � t � R �
���

o	u�

�����
����

V �t� x� � 	
�


�jxj

x n�t� x� �

n�t� x� �
P

j 	j j�j�t� x�j
� �

	j � � "
P

j 	j � � �

�
�

Le SSP �����
� fait appara�#tre le vecteur ��t� x� � ����t� x�� ���t� x�� ���� "
cette fonction d�onde 	a valeurs vectorielles repr�esente un m�elange statistique
d��etats quantiques �on parle d��etat de m�elange�� Dans le cas simple o	u �	j�j�N �
��� �� �� ����� le couplage disparait� et l�on est ramen�e 	a l��equation de Hartree� qui
porte sur une fonction d�onde scalaire�

Les solutions du SSP connues jusqu�	a pr�esent ��Ar�� �BM�� �ILZ�� ont la r�egu�
larit�e H� au moins ��energie cin�etique �nie�� et m�eme H�� Dans ce paragraphe

!



on r�esout� avec unicit�e� le SSP lorsque la donn�ee initiale � n�a qu�une r�egularit�e
de type L� �masse totale �nie�� comme on sait le faire dans le cas d�ecoupl�e de
l��equation de Hartree ��GV�� �Cz�� �Ts�� �Ya��� Cela n�ecessite l�usage d�estim�ees
de type Strichartz ��St�� pour les �etats de m�elange� Plus pr�ecis�ement� nous intro�
duisons les espaces fonctionnels suivants �

Lp�	� � f��x� �
�
�j�x�

�
j�N

" k��x�k�Lp��� �
X
j

	jk�j�x�k
�
Lp ��g �

Lq�p
loc�	� � Lq

loc�R"L
p�	�� �

D�autre part� nous disons dans la suite qu�un couple �q� p� est admissible lorsque�
pour N � dim�RN � �dans notre cas N � !��

�i� 
 � p �

N

N � 

" �ii�




q
� N�

�



�

�

p
� �

Le r�esultat principal de ce paragraphe est le suivant �

Th	eor�eme � �Existence et Unicit�e des solutions L��	���
Soient ��x� � L��	�� Alors� il existe une unique solution du SSP avec donn�ee
initiale �� Celle�ci v�eri�e� pour tout couple �q� p� admissible�

��t� x� � C�
�
R� L��	�

�	
Lq�p
loc�	� �

La d�emonstration de ce th�eor	eme repose sur les estimations suivantes� de type
Strichartz� pour le groupe unitaire T �t� � exp�it�� agissant sur L��	��

Th	eor�eme � �In�egalit�es de Strichartz pour les �etats de m�elange�
Soit �q� p� un couple admissible� On a alors �
�i� Il existe une constante C�q�� qui ne d�epend que de q� telle que� pour tout
� � L��	��

kT �t���x�kLq�p��� � C�q� k��x�kL�����

�ii� Pour tout �a� b� admissible� il existe C�a� q� telle que� pour tout f � Lq��p��	��

k
Z t

�
T �t� s�f�s� x�dskLa�b��� � C�a� q� kf�t� x�kLq��p���� �

L�id�ee de recourir 	a des in�egalit�es de ce type pour r�esoudre les �equations
de Schr�odinger non�lin�eaires �ou� plus g�en�eralement� des �equations d��evolution
dispersives� remonte 	a �GV�� �Ya�� �Ts�� Les Th�eor	emes � et 
 g�en�eralisent
dans le cas d��etats de m�elange des r�esultats connus dans le cas pur �cas o	u
�	j�j�N � ��� �� �� � � � ��� Naturellement� les in�egalit�es de Strichartz �ecrites ici peu�
vent s�appliquer pour d�autres types de non�lin�earit�es � par exemple� on pourrait






remplacer V �t� x� dans le SSP par n�t� x�� pour 
 � � su�samment petit� ou
travailler en dimension g�en�erale N �

Pour compl�eter notre analyse du SSP avec donn�ee initiale � � L��	�� nous
pr�ecisons aussi le comportement du syst	eme� lorsque l�on fait l�hypoth	ese sup�
pl�ementaire x� � L��	�� ou� plus g�en�eralement jxj�� � L��	�� On voit dans le
Th�eor	eme qui suit un ph�enom	ene de r�egularisation par les moments en x�

Th	eor�eme 
 Soit ��x� � L��	� telle que x ��x� � L��	�� Soit ��t� x� la
solution correspondante du SSP� Alors� on a�

�i� �jtj � T� �p � �
� ��� k��t� x�kLp��� �
C

jtj��
�

�
�

�

p
�
�e	et r�egularisant 
a t � ���

�ii� Si de plus x�� � L��	�� alors ��t� � C��R � f�g"Lp�	�� pour 
 � p � ��

�iii� Si en�n jxj�� � L��	� pour tout 
 � �� alors ��t� � C��R � f�g"C���

Ces estimations sont prouv�ees essentiellement en multipliant de mani	ere r�ep�et�ee
l��equation de Schr�odinger par l�op�erateur x� itr� qui commute avec l�op�erateur
de Schr�odinger �t� i�� et par usage r�ep�et�e de l�in�egalit�e de Gagliardo�Nirenberg�
Ce type de techniques avait d�ej	a �et�e utilis�e dans le cas de l��equation de Hartree
��HO���

Nota� J� Ginibre nous a indiqu�e r�ecemment que des espaces semblables aux
espaces Lp�	� introduits ici ont d�ej	a �et�e employ�es de mani	ere ind�ependante par
S� Zagatti dans �Za�� Dans cet article� des estim�ees de Strichartz �equivalentes 	a
celles du Th�eor	eme 
 ci�dessus sont �enonc�ees� ainsi qu�un Th�eor	eme semblable 	a
notre Th�eor	eme ��


� Estimations de Strichartz pour le Transport Libre �CPe�� �En collab�
oration avec B� Perthame��

Dans le paragraphe pr�ec�edent� nous avons �etabli des estimations de type
Strichartz pour le Syst	eme de Schr�odinger�Poisson� ou� plus pr�ecis�ement� pour le
groupe unitaire g�en�er�e par l�op�erateur de Schr�odinger sur l�espace L��	�� Si l�on
renormalise cet op�erateur de mani	ere 	a faire appara�#tre la constante de Planck
�� et que l�on passe 	a la limite � � �� on sait ��LPa�� �GMMP�� que ce syst	eme
�converge� vers l��equation de Vlasov �ou �equation du transport libre� pos�ee sur
la fonction f�t� x� v� � � �t � R � �x� v� � R� � R���

�tf � v � rxf � � �

Plus pr�ecis�ement� c�est la transformation de Wigner qui permet de passer de
l�op�erateur de Schr�odinger 	a l�op�erateur du transport libre� Ce type d�observation
a �et�e syst�ematiquement utilis�e dans �LPe
� �voir aussi �Co���

�



Il est donc naturel de tenter d��etablir des estimations de type Strichartz pour
le groupe g�en�er�e par l�op�erateur �t � v � rx � unitaire sur tous les espaces Lp

�� � p � ���
La di�cult�e 	a ce niveau est que� si au niveau �Schr�odinger� l�espace L��	� joue

naturellement un r�ole central� au niveau �Vlasov�� tous les espaces Lp semblent
jouer un r�ole �equivalent� On perd ainsi le cadre Hilbertien�

N�eanmoins� nous montrons par le r�esultat typique suivant�

Th	eor�eme �� Soit f�t� x� v� � f ��x�vt� v� la solution de l��equation de transport
libre avec donn�ee initiale f ��x� v�� Soit �egalement ���t� x� �

R
v�Rn f�t� x� v�dv la

densit�e macroscopique associ�ee� Soit en�n un triplet �q� p� a� admissible au sens
suivant�

�i� � � p �
n

n� �
� �ii�




q
� n���

�

p
�� �iii� � � a �


p

p� �
�


n


n� �
�

Alors� on a l�estimation�

k���t� x�kLq
t �L

p
x� � C�n� p� kf ��x� v�kLa�R�n��

Nous d�emontrons une large classe d�in�egalit�es du m�eme type dans �CPe��
La preuve de ce r�esultat repose sur les deux observations suivantes� D�une

part� on a l�estimation de dispersion suivante sur les normes Lp de la densit�e ���

k���t� x�kLp
x
� kf ��x� vt� v�kLp

xL�
v
� jtj�������p�kf ��x� v�kL�

xL
p
x
�

D�autre part� lorsque l�on interpole les normes Lp
xL

�
v et L�

xL
p
v intervenant de part

et d�autre de l�in�egalit�e ci�dessus� on observe�

�Lp
xL

�
v� L

�
xL

p
v���� � La

xL
a
v �

pour 
�a � � � ��p� et le groupe du transport libre est unitaire sur La
x�v� Les

arguments usuels de dualit�e tels qu�on les rencontre dans la d�emonstration des
in�egalit�es de type Strichartz �pour l��equation de Schr�odinger� des ondes� de KdV�
etc ���� permettent alors d�obtenir le Th�eor	eme 
�

Il est 	a remarquer� par exemple� que l�estimation ci�dessus entra�#ne en parti�
culier que la densit�e ���t� x� appartient� presque partout en t� 	a l�espace Lp

x� d	es
lors que f ��x� v� � La

x�v�
Bien que ces estimations soient analogues� par transformation de Wigner� 	a

celles obtenues dans le Th�eor	eme 
 ci�dessus� elles ne s�en d�eduisent pas directe�
ment� et 	a l�inverse� le Th�eor	eme 
 n�implique pas non plus le Th�eor	eme 
�

�� Propagation des moments en espace pour l�	equation de Vlasov�
Poisson �Ca���

�



Dans le paragraphe !� nous avons �etabli des estimations de Strichartz pour le
transport libre qui sont analogues aux estimations de Strichartz pour l��equation
de Schr�odinger� De m�eme� dans ce paragraphe� nous �etablissons une propri�et�e de
r�egularisation par les moments en x dans l��equation de Vlasov�Poisson� analogue
	a celle �enonc�ee plus haut pour le Syst	eme de Schr�odinger�Poisson�

Plus pr�ecis�ement� nous consid�erons ici l��equation de Vlasov�Poisson �VP��

�������
������

�tf � v � rxf � E � rvf � � �
f�t � �� x� v� � f ��x� v� � � �

E�t� x� � 	
�


�

x

jxj�

 ��t� x� �

��t� x� �
R
R�
f�t� x� v� dv �

�!�

Ce syst	eme d�ecrit l��evolution d�un syst	eme de particules en interaction grav�
itationnelle ou Coulombienne via l�inconnue f�t� x� v� � �� qui est la densit�e de
particules situ�ees dans l�espace des phases au point x � R� � 	a la vitesse v � R� �
	a l�instant t � R�

Dans ce syst	eme� comme d�ailleurs dans le SSP �etudi�e plus haut� le probl	eme
principal en vue de montrer l�existence d�une solution est de borner le champ
E�t� x� dans les espaces Lp

x� donc la densit�e ��t� x� dans Lq
x �q � ��� L�estimation

classiquement utilis�ee dans ce sens est l�in�egalit�e d�interpolation suivante�

k��t� x�kLp
x
� C kf�t� x� v�k���L�x�v

�
Z
x�v

v�f�t� x� v�dx dv�� � �
�

pour certains exposants 
� p� Alors� la �conservation� de l��energie cin�etiqueR
x�v v

�f�t� x� v�dx dv �
R
x�v v

�f ��x� v�dx dv fournit une borne satisfaisante sur ��
Ce type de d�emarche a �et�e utilis�e dans �HH�� �IN�� �DPL��� et �egalement dans
�LPe��� o	u la propagation de tous les moments en vitesse de f d�ordre �elev�e
est d�emontr�ee� Nous renvoyons aussi 	a �Pf�� �Sc� pour l��etude des solutions 	a
support compact� ainsi qu	a �BD� pour une utilisation importante des propri�et�es
dispersives de l��equation VP�

Le but de ce travail est de montrer comment l�on peut se passer de l�estimation
pr�ec�edente dans le cas de l��energie cin�etique in�nie� Ce type de r�esultats a d�abord
�et�e mis en �evidence dans �Pe�� On renvoie �egalement 	a �PMi� pour le cas de
l��equation de Boltzmann�

Tout d�abord� nous donnons diverses nouvelles estimations a priori sur le
champ E ou la densit�e � lorsque la donn�ee initiale f � � L� TL� a une �energie
cin�etique in�nie� mais satisfait une hypoth	ese suppl�ementaire� comme par exem�
ple f ��x� v� � L�

v�L
a
x� �a � ���

Puis� dans l�esprit des ph�enom	enes de r�egularisation par les moments en x
observ�es au niveau de l��equation de Schr�odinger� nous nous concentrons sur le
cas o	u f � poss	ede des moments en x� Nous montrons ainsi le Th�eor	eme suivant�

�



Th	eor�eme 
� Soit f � � L� TL�� satisfaisant de plus les conditionsR
x�v jxj

mf ��x� v�dx dv � � et
R
x�v jvj

�f ��x� v�dx dv � � �m� � � ��� Si l�une
des deux quantit�es m ou � est strictement plus grande que !� il existe alors une
solution au syst
eme VP� Si de plus on d�e�nit les quantit�es�

Mk�t� �
Z
x�v
jx� vtjkf�t� x� v�dx dv �moments en espace� �

Nj�t� �
Z
x�v
jvjjf�t� x� v�dx dv �moments en vitesse� �

on a alors�
�i� Si m � ! et � � �� les fonctions Mk�t� et Nj�t� restent localement born�ees

en temps� pour tout k � m et j � � �propagation des moments initiaux�� Dans
ce cas� on en d�eduit la borne suivante sur la densit�e�

k��t� x�kLp
x
� C�T � jtj�������p� pour tout jtj � T et pour � � p � � �m�! �

�ii� Si m � � et � � !� les fonctions Mk�t� et Nj�t� restent localement born�ees
en temps� pour tout k � m et j � �� Dans ce cas� on en d�eduit la borne suivante
sur la densit�e�

k��t� x�kLp
x
� C�T � pour tout jtj � T et pour � � p � � � ��! �

Ce Th�eor	eme montre que les moments en vitesse et en espace sont propag�es
par l��equation de Vlasov�Poisson� sous une hypoth	ese de �grand moment� dans
la variable de vitesse �cas �ii�� � � !� ou dans la variable d�espace �cas �i��
m � !�� La propagation des seuls moments en vitesse a d�ej	a �et�e d�emontr�ee
dans �LPe�� sous la m�eme hypoth	ese de �grand moment� initial� c�est�	a�dire sous
l�hypoth	ese N���� � � avec la restriction � � !� 	A cet �egard� on voit que le
Th�eor	eme � permet de propager les moments d�ordre peu �elev�e en vitesse sous
une hypoth	ese de grand moment en espace �cas �i��� ou bien ou bien les moments
d�ordre peu �elev�e en espace sous une hypoth	ese de grand moment en vitesse �cas
�ii��� probl	eme qui �etait laiss�e ouvert dans �LPe��� et avait �et�e en partie r�esolu
dans �Pe�� C�est ici l�usage simultan�e des moments en espace et en vitesse qui
permet de lever le probl	eme des moments de bas ordre�

La d�emonstration de ce Th�eor	eme repose d�abord sur l�observation suivante�
d�ej	a faite par B� Perthame dans �Pe�� et analogue 	a �
� ci�dessus�

k��t� x�kLp
x
� C jtj�������p� Mk�t� � ���

pour p � � � k�!� Notons 	a ce propos que cette estimation a �egalement �et�e
utilis�ee de mani	ere cruciale dans �Re� pour obtenir une borne sur la croissance du
support dans l��equation VP�

Ainsi� gr�ace 	a l�estimation ���� la d�emonstration du Th�eor	eme � se ram	ene d	es
lors essentiellement 	a borner la quantit�e Mk�t� pour tout temps� sachant qu�elle

$



est born�ee 	a l�instant initial �propagation des moments en x�� La di��erence
notable entre les estimations �
� ��energie �nie� et ��� ��energie in�nie� est bien
�evidemment l�apparition de singularit�es en t � �� en sorte que dans notre cas� on
est amen�e 	a r�esoudre un probl	eme de Cauchy o	u toutes les normes �explosent� 	a
l�instant initial�

En e�et� en multipliant l��equation par �x�vt�k et apr	es int�egration� on obtient�

�tMk�t� � mt
Z
x
E�t� x�f

Z
v
�x� vt�k��f�t� x� v�g �

et une majoration �brutale� du second membre donne�

�tMk � jtj��M�
k � ���

avec 
 � �� Il appara�#t donc d�embl�ee n�ecessaire d�am�eliorer d�une part l�exposant
n�egatif en t� et d�autre part l�exposant positif en Mk dans ����

On am�eliore l�exposant en t dans ��� en observant que� si l�utilisation des
moments en espace �in�egalit�e ���� donne des estimations singuli	eres en temps� les
moments en vitesse donnent en revanche des estimations L� en temps �estimation
�
��� D	es lors� interpolant �
� et ���� on peut utiliser des estimations du type�

k��t� x�kLp
x
� Cjtj��������p�Mk�t�

� Nj�t�
���

o	u 
 ���� �� est un exposant d�interpolation� et ceci permet d�am�eliorer la sin�
gularit�e en t � �� quitte 	a chercher 	a propager simultan�ement les moments en
espace �Mk� et les moments en vitesse �Nj�� On est donc d�embl�ee confront�e au
probl	eme de la propagation des moments d�ordre peu �elev�e en vitesse �cas �i�� ou
en espace �cas �ii��� comme on l�a soulign�e plus haut� Ce programme est r�ealis�e
en couplant judicieusement les estimations disponibles sur Mk et Nj�

Essentiellement� cette prmi	ere observation permet d�am�eliorer ��� en�

�tMk�t� � Cjtj����Mk�t�
� � ���

o	u � � � et 
 � �� On utilise alors des techniques introduites dans �LPe�� pour
le cas de la propagation des moments en vitesse� pour d�ecroitre l�exposant 
� On
obtient ainsi une estimation du type �tMk � jtj���	Mk logMk avec � � �� ce qui
permet de conclure�

Pour conclure� le Th�eor	eme � exploite de mani	ere essentielle l�e�et dispersif
de l��equation de transport� qui est pris en compte dans la puissance n�egative de t
dans ���� C�est gr�ace 	a cet e�et� par exemple� que l�estimation de r�egularisation
du Th�eor	eme 
 �i� sur � est d�emontr�ee�


� Solutions d�	energie in�nie pour le Syst�eme de Vlasov�Poisson�
Fokker�Planck �Ca
��
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Dans le paragraphe pr�ec�edent� nous avons montr�e comment l�on peut se passer
de l�hypoth	ese d��energie �nie dans l��equation de Vlasov�Poisson gr�ace 	a l�usage
de moments en x� Ceux�ci permettent� via l�estimation ��� ci�dessus� d�exploiter
le caract	ere dispersif de l�op�erateur de transport libre �t � v � rx� On peut se
demander si ce type de propri�et�e persiste lorsque l�on perturbe cet op�erateur�

Dans ce paragraphe� on �etudie le cas o	u l�op�erateur de transport libre est
remplac�e par l�op�erateur de Fokker�Planck �t � v � rx � ��v� Plus pr�ecis�ement�
nous nous int�eressons au Syst	eme de Vlasov�Poisson�Fokker�Planck �VPFP��

�������
������

�tf � v � rxf � divv�E � �v� � f � ��vf � � �
f�t � �� x� v� � f ��x� v� � � �

E�t� x� � 	
�


�

x

jxj�

 ��t� x� �

��t� x� �
R
R�
f�t� x� v� dv �

�$�

Ici� � � � et � � � sont des constantes donn�ees� Similairement au syst	eme
de Vlasov�Poisson� cette �equation qui porte sur la densit�e inconnue f�t� x� v� � �
d�ecrit l��evolution d�un syst	eme de particules qui interagissent 	a travers trois e�ets
distincts� une interaction Coulombienne ou gravitationnelle contenue dans le
champ de forces E�t� x�� un e�et de friction contenu dans le terme �divv�vf�� et
en�n un terme de di�usion en vitesse ���vf qui d�ecrit des collisions al�eatoires
entre particules� Dans le cas d�une donn�ee initiale d��energie �nie� ce syst	eme a
�et�e �etudi�e dans �Bo��� �Bo
�� �VO�� �RW�� et plus r�ecemment �CS��

Dans le cadre d�une �energie in�nie� nous montrons le Th�eor	eme suivant�

Th	eor�eme 
� Soit f � � L� TL�

x�v telle que jxj�f � � L�
x�v et jvj�f � � L�

x�v

pour un exposant � � �� Soit T � �� Alors� il existe une solution f�t� x� v� �
L�

loc���"��"L��R	
x�v �� pour le Syst
eme VPFP avec donn�ee initiale f �� De plus�

�i� Soit p � ��"��� q ��!�
"��� Alors� il existe un constante
C � C�T� kf �kL�� k�� � jxj��f �kL�� p� q� et des exposants �� � � � tels que�

k��t� x�kLp
x
� C t�
 � kE�t� x�kLq

x
� C t�	 �

pour tout t � ��"T �� Des estimations du m�eme type ont lieu en norme H
olderienne
pour �� E� et rE�

�ii� La loi de conservation suivante a lieu� o
u ��t� � �e�t � ���� �

d

dt
�
Z
R�
jx� ��t�vj�f�t� x� v�dxdv � ���t��

Z
R�
jEj��t� x�dx� �

����t��kf �kL�
x�v

� ��
���t�� ����t�
Z
R�
jEj��t� x�dx �

La d�emonstration de ce Th�eor	eme se fait en trois �etapes�
D�abord� nous observons la loi de conservation �ii� ci�dessus� qui semble �etre

originale� Elle permet de montrer la propagation des moments en espace �modi��es

��



par rapport au paragraphe pr�ec�edent� M��t� �
R
R�
jx� ��t�vj�f�t� x� v�dxdv� La

quantit�e M��t� est donc localement born�ee�
A partir de l	a� on utilise une in�egalit�e similaire 	a �
� �pr�ec�edent paragraphe�

pour obtenir des bornes sur k��t� x�kLp
x
pour les petites valeurs de p �en fait p �

��!�� A ce niveau� ce sont les propri�et�es dispersives de l�op�erateur de transport
libre �t � v � rx qui pr�edominent et la di�usion en vitesse� comme le terme de
friction� ne jouent essentiellement pas� Ce point est contenu dans le fait que
��t� � t quand t� � �de sorte que� par exemple� le moment M� introduit ici et
celui utilis�e dans le cas Vlasov�Poisson ne di�	erent pas sensiblement��

Puis� en utilisant des techniques d�evelopp�ees par F� Bouchut ��Bo��� �Bo
��
dans le cas de l��energie cin�etique �nie� nous d�emontrons des bornes L� et m�eme
H�older sur ��t� x� et E�t� x�� A ce niveau� c�est la di�usion en vitesse qui pr�e�
domine et explique les forts gains de r�egularit�e observ�es� Ceci repose sur le fait
essentiel de l�hypoellipticit�e de l�op�erateur de Fokker�Planck ��Ho��� �Ho
��� Nous
soulignons que l�obtention d�une borne L�

x sur E�t� x� pour t � � est tout 	a fait
essentielle dans ce type d��equation� Elle permet en e�et de d�eduire imm�edi�
atement un grand nombre d�autres bornes sur f ou �� comme� par exemple� la
propagation de tous les moments �en x ou en v� de f �
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