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Résumé Dans ce texte, notre but est de résoudre des équations d’ondes quasilinéaires
pour des données initiales moins régulieres que ce qu’impose les méthodes d’énergie. Ceci
impose de démontrer des estimées de type Strichartz pour des opérateurs d’ondes a coefficients
seulement lipschitziens.

Absract In this text, our aim is the proof of local wellposedness for quasilinear wave equations
for initial data less regular than what is required by energy method. This implies to prove
Strichartz type estimates for wave operators whose coefficients are only lipschitz.

Introduction et énoncé du théoréme

Dans toute la suite, G désignera une fonction indéfiniment différentiable, nulle en 0, bornée
ainsi que toutes ses dérivées de R dans I'ensemble des matrices symétriques sur R%. On
supposera de plus que G prend ses valeurs dans un compact K (dont on notera par My
le maximum de la distance a l'origine) tel que Id +K soit inclus dans le cone des matrices
symétriques définies positives. On considere une fonction F' indéfiniment différentiable de R
dans R. On considere dans tout ce texte I’équation des ondes quasilinéaire suivante ou
désigne une forme quadratique sur R'¢.

0?u — Au— 0 - (G(u) - Ou) Q(Vu,Vu)F(u)
(E) { (u7 at“)\t:o = (u07 ul)

en ayant posé
0-(G-ou) I 9GP ou).

1<j,k<d



Il est important de penser aux invariances d’une telle équation par changement d’échelle. 11
est immédiat de vérifier que, si u est solution de I’équation (FE), alors la fonction uy définie
par uy(t,x) = u(At, Ax) est aussi solution de (F). Une vaste série de travaux s’est attaché a
résoudre des équations d’ondes non linéaires en essayant de descendre l'indice de régularité
minimale des données initiales aussi bas que possible vers un espace de données initiales qui
soit invariant par le changement d’échelle ci-dessus, par exemple dans ’échelle des espaces de
Sobolev I'espace H 5. Lorsque G = 0, c’est-a-~dire dans le cas dit semi-linéaire, des progres tres
importants ont été faits. G. Ponce et T. Sideris ont démontré dans [12] le théoreme suivant.

Théoreme 0.1 Définissons l'indice sy par

dtd 1 7
Sd B + B S = el So A
Soit (ug,u1) une donnée initiale dans H® x H*™' avec s > s, il existe alors un temps T

strictement positif tel qu’il existe une solution u telle que
u € L>([0,T]; H®) N Lip([0,T); H™') et Vu € L*([0,T]; L*).

Ce théoreme a été démontré dans le cas de la dimension trois par G. Ponce et T. Sideris
dans [12]. Dans [10], H. Linblad montre que, pour d = 3, le résultat ci-dessus est optimal,
c’est-a-dire que le probléme (E) avec G = 0 est mal posé dans H?.

Si I'on impose a la forme quadratique ) de vérifier des conditions de structure dite con-
dition nulle, on peut, comme l'ont démontré S. Klainermann et M. Machedon dans [7] et [§],

o . ... d
grandement améliorer 'indice et atteindre presque l'indice 5

Dans ce texte, nous voulons démontrer ’analogue du théoreme de G. Ponce et T. Sideris
lorsque Iéquation (E) est quasilinéaire. Voici son énoncé.

Théoréme 0.2 Définissons l'indice sq par

dérd 3 déf 15
Sd 5 + 1 81 > et so 3
Soit (ug,u1) une donnée initiale dans H® X H™' avec s > sq, il existe alors un temps T

strictement positif tel qu’il existe une solution u telle que
u € L®([0,T); H®) N Lip([0,T]; H™Y) et Vu € L*([0,T]; L™).

Remarquons tout de suite que cette solution est bien str unique puisque étant telle
que Vu € LY([0,T]; L™).

Remerciements Les auteurs remercient J. Sjostrand pour ses explications si éclairantes sur
les équations d’Hamilton-Jacobi ainsi que que J.-M. Bony et G. Lebeau pour leurs remarques
sur une version préliminaire de ce travail. Enfin, les discussions stimulantes que nous avons
eues avec S. Klainermann ont été décisives dans I’élaboration de ce travail.

1 Structure de la démonstration

La démonstration utilise les techniques de localisation dans ’espace des fréquences et la théorie
de Littewood-Paley. L’énoncé démontré est en fait un peu plus précis que celui donné ci-dessus
lorsque la dimension est différente de trois.



Définition 1.1 Soit s un nombre réel, on désigne par B® ’espace des fonctions dont la trans-
formée de Fourier est localement dans L? et telle que

Z 2qs”1{2q§‘§|§2q+1}ﬁHL2 < 00.
q=0

Cet espace n’est autre que I'espace B3 non homogene. Il est de plus clair que cet espace est
strictement inclus dans H® et contient strictement l'intersection de tous les espaces de Sobolev
d’indice strictement plus petit. Le théoreme suivant précise le théoreme 0.2 ci-dessus.

Théoréme 1.1 Définissons l'indice sq par

ard 3 . dagf 15
Sg==-+- st d>3 et s = —:
d 9 4 = 2
Soit (ug,u1) une donnée initiale dans By x Bgffl sid>4 oud =2, dins H> x H5 1
avec s > s3 st d = 3, il existe alors un temps T strictement positif tel qu’il existe une

solution u telle que

we L>([0,T]; By4) N Lip([0,T); B34 ") et Vue LA([0,T; L) si d#3
et que telle que

u € L®([0,T); H®) N Lip([0,T]; H¥™') et Vu e L*([0,T];L>) si d=3.

De maniere classique, on régularise la donnée initiale et I’on démontre une estimation a
priori sur les solutions associées & la suite de données initiales régularisées. Avant d’énoncer
cette estimation, précisons les (semi-)normes qui joueront un role dans la preuve.

Définition 1.2 Si (ug,u1) est un couple de données initiales appartenant a l’espace B® pour
un réel positif s, on pose
déf déf — ~
v E (Quo,ur) et |lls = ZQQ(S 1)H1{2‘1§|§|§24+1}7HL2‘
q€Z

La norme ||||s est la norme de l'espace de Besov homogene Bj ;. Voici I’énoncé de P'estimation
b
a priori.

Théoréme 1.2 Si d # 3, il existe une constante c telle que, si u est une solution réguliére
de (E) et si
1 3
T2lyllapy + T4y < ce, (1)
alors on a
IVl o) < irlla s 2)

Si d = 3, pour tout réel strictement positif a, il existe une constante c telle que, si u est une
solution réguliere de (E) et si

1 3
T2 ll24a + T3V lgg2 40 < ce, (3)

alors on a
IVull 2 (1) < €T [l24a- (4)

Pour simplifier la démonstration, on supposera dans toute la suite que F' = 0 et ’on écrira
la démonstration que pour d # 3.Nous renvoyons le lecteur a [1] pour les détails omis.

Le fait que le théoréme 1.1 se déduise du théoreme ci-dessus est un exercice de routine
des équations d’évolution non linéaires. La suite de ce texte est donc consacrée a la preuve du
théoreme 1.2.



Le plan du texte est le suivant:

Rappel sur la théorie de Littlewood-Payley

Paralinéarisation et microlocalisation de ’équation (E)

L’estimation de Strichartz microlocale et le recollement des estimations.
Preuve de 'estimation de Strichartz microlocale

2 Rappel sur la théorie de Littlewood-Payley

Dans cette section, nous allons rappeller les bases de la théorie de Littlewood-Paley, définir
les espaces fonctionnels dans lesquels nous allons travailler et fixer les notations que nous
utiliserons dans toute la suite de ce texte.

Nous désignerons par C la couronne de centre 0, de petit rayon 3/4 et de grand rayon 8/3.
On fixe deux fonctions positives radiales x et ¢ appartenant respectivement a D(B(0,4/3))
et & D(C) telles que :

NO + 3 w277 = 3 w27 = 1, (5)

qeN q€Z
Ip—q| > 2= Supp ¢(27%)NSupp ¢(277-) =10, (6)
q>1= Supp xNSupp ¢(27%) =10, (7)

si C = B(0,2/3) + C, alors C est une couronne et 'on a
Ip—q| >5=2"CN27C = 0. (8)
Notations
h=F 1ty et h=F"1y,
Agu= o271 Dyu =2 [ h(@ty)ule - y)dy,

Squ = Z Apu=x(2"D)u = /lNL(qu)u(x —y)dy.

p<g-1

Ny of
En I'absence d’ambiguité, nous poserons u, & Agu.
Remarque La quantité

> 207D AgDu| g2 + Y 27V [ Aqual| 2

q€Z q€Z

est une semi-norme équivalente & la quantité ||7y||s de la définition 1.2.
Définissons maintenant les espaces fonctionnels dans lesquels nous allons travailler ou plus

précisément les (semi-)normes que nous allons estimer.

Définition 2.1 Soit s un réel et T un réel strictement positif. Etant donné une fonction u
sur [0,T] x RY, on pose

nt déf déf _
lullzs = " 2% | Aqullpoozzy et fullrs = Y 290V AGVul 1o (12).
q€EZ qEZ



Remarques Ces espaces sont adaptés a la méthode suivante, qui sera utilisée systématiquement
dans ce travail: pour démontrer des estimations sur les solutions d’une équation aux dérivées
partielles, on localise en fréquences, c’est-a-dire que 1'on fait agir un opérateur A, et ensuite
on applique les techniques classiques telle ’estimation d’énergie. Ce genre de technique a été
utilisé par exemple dans [3] pour I’équation de Navier-Stokes. Cela donne des estimations de
semi-normes du type de celle de la définition ci-dessus ou I'on prend les normes en temps
avant de sommer.
Pour fixer les idées, observons que

lull oo sy < llullmys.

Le lemme technique suivant, est une adaptation facile au cadre décrit ci-dessus, de résultats
tres classiques (voir par exemple [11]).

Lemme 2.1 Pour toute fonction G € D nulle en 0 et pour tout réel strictement positif s,
on a
déf

IG@W)ll7s < Cullullrs  avee Cu S C(L+ [Jull oo (),

ot C est une constante ne dépendant que de G et de s.

Notation Dans toute la suite de ce texte, C, désignera une quantité de la forme
déf
Cu S C(1+ ||ull gge (o)) H!

ou C est une constante ne dépendant que de s, de G, et de la dimension d.

Le calcul paradifférentiel (voir [2] et [4]) permet alors, grace a l'estimation d’énergie et
grace a I’estimation de Strichartz pour le D’ Alembertien, de démontrer la proposition suivante,
relative aux basses fréquences.

Proposition 2.1 Il existe une constante C telle que si 29T < A2, et si u est une solution
réguliere de l’équation (E), alors

d_1 1
IVl zmy < C2E B gl 2 + €qCuo(TE [ull a1 + Aol g .
De plus, si s est un réel strictement supérieur a 1/2, il existe alors une constante C' telle que
lon ait )
HvuqHL%O(L?) < lvgllzz + CqCAoziq(&l)(CuTiHUHT,%Jr% + Ao)llullz,s-
Remarque Dans toute la suite de ce texte, ¢, désignera, comme dans la proposition ci-dessus,

le terme général d’une série positive sur Z dont la somme vaut 1, cette série ne dépendant
que de la fonction u sur I'intervalle [0, 7. En fait, la série (cq)q4cz sera toujours du type

1
[l

Cq = 29| Aqull Lo (£2)-

3 Paralinéarisation et microlocalisation de I’équation (F)

Nous allons maintenant nous concentrer sur les hautes fréquences, c’est-a-dire sur les fonc-
tions ug pour 297" > A%.
La premiere étape consiste & démontrer le lemme suivant.



Lemme 3.1 Soit s un réel strictement supérieur & 1, il existe une constante C' vérifiant la
propriété suivante. Si u est une solution réguliére de (E), alors ug est une solution de

Ofug — Aug — 0+ (Sq(G(u) - Oug) = Ry(u)
Vig—g = Y

(EFy) {

Uopérateur Eq vérifiant les propriétés suivantes.
Pour tout réel s strictement supérieur a 1, il existe une constante C telle que, pour toute
fonction u, il existe une suite (cq)qez telle que, pour tout sous-intervalle I de [0,T], on ait,

~ 1o (s
1R () 2322y < cqCulT|22777 Y Jul

T,s VUHL?(Loo) et Zcq =1. (9)
q

La démonstration de ce lemme est une application de la version du calcul paradifférentiel
de J.-M. Bony (voir [2]) construite par P. Gérard et J. Rauch dans [4], démonstration que
nous omettons. De ce lemme le corollaire suivant.

Corollaire 3.1 Il existe un réel Cx (ne dépendant que du compact K défini ci-dessus) tel

que st

1 1 1 1
Aj+ <A0 + ) CuT2|ullg a1 + CuT2|[Vul[r2 (120) < c

i " (10)

d
et si s est un réel de l'intervalle } 1, 5 +1 {, il existe un constante C telle que l'on ait

[ullzs < Clllls.

La condition (10) et I'hypothese 297 > A% permettent de démontrer ce corollaire par
estimation d’énergie dans I'équation (EF,).

Le point clef est la majoration du terme ||Vuygl| 12(Le) en grandes fréquences, c’est-a-dire

lorsque 247 > AZ. 11 faut microlocaliser le lemme 3.1, c’est-a-dire travailler sur un intervalle
de temps dont la longueur est ajustée a la taille de la fréquence ou 'on travaille, ici 29.

Lemme 3.2 [ existe une constante C vérifiant les proriétés suivantes. Si u est une solution

det [ty td] est un

intervalle de longueur inférieure ou égale a T(2qT)_%, alors ug est solution de I’équation

réguli¢re de 'équation (E), si 29T > A2, si Ny est un entier positif et si I,

(EPM,) { Ofug — Aug — 0+ (S (G(ulty))) - Oug) = Rg(u)

Vug,_g = Y
avec

T déf
Sq b = S%*log2 T*Nob et

1 1 ole 1
IR (w)llzr 2y < ¢gC2™0 (14— ) 72279 D QIT) i fuflp |V 12 (o).
Iq AO Iq

L’idée de tronquer les fréquences de G(u) jusqu’a des fréquences de type 24/2 ge trouve un
article de G. Lebeau sur ’équations des ondes, voir [9]. Pour démontrer ce lemme, on part du



lemme 3.1 et 'on écrit que

Dlug & Puy— Aug— S 0,(STP*(t; ) Duy)

1<j,k<d

= Ry(u) + R(l) 7(u) + E(Z) 7(u) avec

~ /f

Ripn) 3 0y((S] (1) — S0 1. )dug) et
1<j,k<d

~ d’f . .

B2 ) S 0y((Sug (1) — ST (1) Dy ).
1<5,k<d

Majorons f%l(;%(u) On a

IN

) t .
1Sg g (t,-) = 579" (tg )l /ﬁﬁﬁ%sty*OUHLwdf
q

IN

1
ClIy|? ‘|VUHL§(I(L°°)'
Par intégration, on en déduit que

1 3
IR (@l 12y < al21Vull iz ooy Vg g (22)-
Comme |I,| < T(2qT)*% na
IRSF ()t (12 < T22IT) ||Vl g2 (goey | Vetgl 2o 22
q,T LIq(L2) — qu(LOO) q LE’?(L )

D’ou I'inégalité

(1 —g(s—1)rpt 1
\\Ré}(u)uL}q(Lg) < C2 VT |V 5

Majorons R( ) 7(u). On peut écrire

IRG @)z < 290 Vuglmrsy > IAG@O)]1=
>2—logy T—No
< OVl IVu®le > 277

p> % —logy T'—Np

< 02N (21(297)72) T2 Vg | e (1) [ Vu(t) [ 2=

D’ou par intégration en temps et en utilisant 'inégalité de Holder,

IN

(2
| Ry (lley, 2

A

1 1
C2NoT (27T)7 HVUHLiq(Lw) HvuqHL%O(L?)

< 0202 T QAT |Vl 5

Jointe & I'inégalité (11), ceci démontre le lemme 3.2.

1 1
|2 C2029(21(2"T)"2) |Vl g (1) 2] Vitgll e 22)



4 L’estimation de Strichartz microlocale et le recollement des
estimations.

L’objet de la section 5 est la démonstration du théoreme suivant, que nous admettrons mo-
mentanemment

Théoréme 4.1 Il existe une constante C' (ne dépendant que de la norme L™ de G) telle que,
st No est assez grand et si vq est, sur I, dét [t;,t(‘;], I, étant de longueur inférieur ou égale

a T(2‘1T)_%, une solution de

0fvg — Avg — 05(279D) - (S7(G(ulty ) - §(279D)dvg) = Ky
Ve = o

on ait les estimations suivantes:

d—1 ‘
||V”qHL§q(Loo) < (0272 (||7qHL2+”Fq”L}q(L2)) st d>4,

A

IVoglipe (poey < C2T(Igllzz + 1yl (2)) si d=3 et
q q
3 .
IVgllza ey < C2%([Vgllpz + [[1Follpr (r2)) si d=2.
q q

Ce théoreme doit étre compris comme une estimation de Strichartz microlocale, c¢’est-a-
dire sur une estimation de Strichartz valable pour des fonctions ayant des fréquences de taille
fixée 29, et sur un intervalle de temps dont la longueur est inversement proportionnelle a la
racine carrée de la taille de la fréquence.

Nous allons admettre momentanément ce théoreme. L’objet de la présente section est de
déduire de ce théoreme 'inégalité (2), c’est-a-dire de recoller les estimations ci-dessus. 11 s’agit
essentiellement de démontrer la proposition suivante.

Proposition 4.1 Si la condition (10) est satisfaite, alors on a, pour 29T > A%, les estima-
tions qui suivent. Si d > 4,

1 -3 1
IVugllp2 zoey < cqTH|[ullg gy s (B * + T2Vl 2 ro))-
Si d=3, pour tout € > 0, il existe C¢ tel que
1 ~1 1
||VUqHL2T(Loo) < CqT4+€”UHT,g+§+e(A0 P+T Hvu||L2T(L°°))'
Enfin, sid=2, on a
3 -1 1
”VUqHLQT(Loo) < cgTs HUHT,%(AO P+ T2 ”VUHHT(LOO))-

Ces estimations sot des estimations de type Strichartz (voir par exemple [5]) pour des
operateurs a coefficients non seulement variables comme dans [6], mais aussi trés peu réguliers,
c’est-a-dire dont la gradient est L? en temps & valeurs L.

Commencons par faire la démonstration pour d > 4. L’application conjointe du lemme 3.2
et du théoreme 4.1 implique que, pour tout intervalle I, inclus dans [0, 7] et de longueur plus

petite que T(2qT)_%, on a

d—1 3a—g(s—1—1_d4 L
Vgl 2y < € (2% Iallze + e T2 fullr | Vel 1) ).



d 3
D’ou en posant s = — 4+ — dans l'inégalité ci-dessus, il vient, apres élévation au carré,
2 4
2 d-1 2 2~ Sy 2 2
||quHL§q(Loo) < 024 )||’Yq||L2 +¢,CT> ||u||T7%+%HVu||L§q(LOO). (12)

Comme 297 > A2, on peut découper I'intervalle [0, 7] en une partition Z d’au plus [2(297 )%Ag 1]
intervalles I, de longueur plus petite que T'(297 )_% L’inégalité (12) ci-dessus permet d’écrire
que

2 2
”VUqHL%(Loo) = Z ||qu||L§ (L)
I,€T 4

d— 3
< ¥ {om D + AOTH R, 45 IVully (1)}
I,€T B a
Les intervalles I, étant disjoints, on a
Z ||Vu||%? (L) = ||VU||2L2T(L00)-
I,€T a4

Comme les éléments de la partition Z sont en nombre au plus (ZqT)%AO 11l vient

1

T2 1

d— d—1+1

> 294 gl < 20y |
1,61 0

D’ou il résulte que
C d—1+41 1 3
quni%(mo) < A—qu( T2) T2 ||y, 1% + c2CT> \|u||§7%+%uvu\|§%@w).

d’ou la proposition lorsque d > 4. Les cas d = 3 ou d = 2 se traitent de maniere analogue.

La démonstration de 'inégalité (2) est maintenant assez classique. On choisit Ag assez petit
pour que l'on ait A3 < (2Ck) L. Tant que I'inégalité (10) est satisfaite, on a, en appliquant

le corrolaire 3.1 avec s = —
< .
HUHT,% > C”'YH%

Mais, comme le support de la transformée de Fourier de u, est inclus dans la couronne 29C,
on sait que
[ugll Lse (zo0) 27| Vgl oo (noe)
d
2057 Vg | e 12

cqllulp,s.

ININ IA

Donc, tant que la condition (10) est vérifiée, on a
Cu < Cllla(1+ ]2 € .

Mais alors, tant que

1 1 1 1
A% + C»y <AO + M) T2 ||UHT,g+% +T2 ||VUHL%(L°°) S FK’
on a
lulpays < Clhllayy et Nullpa s <Clollas

D’ou l'inégalité (2).



5 Démonstration de I’inégalité de Strichartz microlocale.

Dans toute la suite, on considére une famille G = (ga)a>a, telle que la fonction ga soit indéfi-
niment différentiable sur R¢ & valeurs dans K et telle que, pour tout k > 0 les quantités ||G||x

définies par
déf déf
IGllo = sup [lgallL et [|Gllx = sup A*||0F g Lo
A>Ao A>Ao

soient finies. On désigne alors par Py 'opérateur défini par

/f — y ~
Ppv de O2v — Av — @(D) Z aj(ng’kw(D)ak”)v
ik

ou ¢ est une fonction de D(C).

Remarque Lorsque ga(y) = (x(279A2M D)G)(279), ce qui est exactement le cas qui nous
préoccupe ici, on a bien sur

192l oo (m1+4) < ClG| foo (o) (13)

De plus, d’apres les inégalités de Bernstein, on a

1829l < 27270 x (27 9A2M0 D)ga || £

< AT2272N@ e
Il en résulte que

1 1

31002 —N,

1G5 1G5 < [|GllL=2"". (14)

Pour les applications que nous avons en vue ici, on doit penser que A = (2qT)%. Par le
changement de variable (7,y) = 29(t,z), le théoréeme suivant implique immédiatement le

théoréme 4.1.

Théoréme 5.1 Si||G|o||G||2 est assez petit, il existe une constante C' ne dépendant que d’un
nombre fini de ||G||; telle que Uon ait les inégalités suivantes, ot vy désigne une solution de

(EA){ Pyoy = fa

VUpji=0 = A
ot yp et fao ont des transformées de Fourier supportées dans C.

IVoallpz (pey < Cllvallez + [1fallpy 2y si d=4
IVoallpz poey < CA(lvallez + [1fallzy z2y) s d=3
IVoallza ey < Cllallizz +11fallze (z2)  si d =2

Pour démontrer ce théoreme, on construit une paramétrice approchée pour le probleme

de Cauchy suivant la méthode d’Hadamard. La construction ne pourra fonctionner que sur
I'intervalle I def [0, A].
Nous suivons la méthode classique en commencant par résoudre ’équation eikonale sur

I'intervalle I, .
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Théoréme 5.2 Soit F une fonction de D(RY x RY) & valeurs réelles; pour tout réel stric-
tement positif €, il existe un réel strictement positif a tel que, si ||G|lo]|Gll2 < «, alors, pour
tout A > Mg, pour tout n € C, il existe alors une solution ®p de ’équation

Py = F(0:Pn,90)
A0, ,m) = (yln)-

Cette solution est définie et indéfiniment différentiable sur Iy x R? xC. De plus, la famille

(ffVJA){

définie par P dét (PA)A>A, Satisfait les propriétés suivantes:

e Pour tout (1,y,m) € I x RTxC, on a

20 <10y @a(T,y,n)| < 2Ch. (15)

e Pour tout couple d’entiers (k,£), il existe une constante Cy telle que

sup ||6 VO ooy xrixey < 9, (16)

A>Ag

ASB/I\)OAHV Pallpoo(ryxrixey S € €t (17)
sup AkHagvuk‘I’A”Lw (IaxRixc) < 0 (18)

A>Ag

Pour démontrer ce théoreme, il suffit de controler, sur 'intervalle I, les dérivées secondes.
Soit C'y une constante a choisir; désignons par 74 le temps maximal d’existence de la solution
de (fﬁ A) et définissons alors 7} la borne supérieure des temps 7 inférieurs & min{7a, A} tel
que, pour tout 7 < 7}, on ait

||aZ<DA||L°°([O,T’]XRd xc) = CoA™". (19)

En différentiant deux fois I’équation, il est facile de voir que l'on a, pour tout j et k compris
entre 1 et d,

{afajakq>A+ZA(T,y,D)ajakq>A = Rjpa 20)
8j8kq)A(07ya77) =0
avec
d
ZA(Tay7 Z
1 yz

P
Rijran < C'<1>A710FHQ||5||QH22-

1001 101
En utilisant que ||G]l1 < C||G||3 |G]l5 et en choisissant Cy = ||G|¢[|G |5, on trouve que

HZ ],kA

Pour démontrer (15), il suffit d’observer que, pour tout (7,,7) € In x R%xC, on a
0y @a(T) —nl < AVZ®s L
11
< [gllg g3

D’ot les estimations (15)—(17), car, pour les dérivées en 7, il suffit de différentier ’équation (f—I\:T A)
par rapport a 1.
Pour démontrer 'inégalité (18), il suffit de dériver 1’équation.

1 1
1, (i S CaATCFIGIG IS
A
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Il s’agit maintenant de résoudre les équations de transport. Une approximation ”hautes

fréquences, c’est-a-dire ” A grand”, des solutions de ’équation (Ej) nécessite la définition de
classes de symboles.

Définition 5.1 On désigne par S~ l’ensemble des familles de fonctions o = (oA)A>A, telles

que

e la fonction op est indéfiniment différentiable de I x R? xC dans C;

e pour tout entier k, la quantité définie par

N déf N4 T

(o) € sup AN||0) VI0Al Lo (1, xRY x0)
J+i’' <k
A>Ag

est finie.

o On appelle symbole d’ordre —N un élément de S™N.

Remarques Les quantités ci-dessus définies sont des semi-normes qui munissent S~V d’une
structure d’espace de Fréchet. De plus, il est clair que I'opérateur V¥ envoie contintiment S~V
dans S™N=* le produit numérique envoie continiiment S~V x S™N2 dans SN N2 et si ¢

est

une fonction de S, alors ¢(D) envoie continiiment S~ dans S~. Enfin, si I est une

fonction de D et si o € SO, alors foo det (f(oa))asa, € SO et

k. 3C/ ¢\ (foo) < Cql (o).

Les inégalités (18) se traduisent par 'appartenance de la famille (V®5)a>a, & S°.
Dans toute la suite, on désignera par fbf les fonctions solutions de I’équation (H Jy)

1
2

_ ik
(HI)! %% = % (6@1%)2+¢2(8¢A)1<Zk<d95\ 0;9x 0Py (21)
SRS
35(0,9.m) = (yln)-

Il s’agit maintenant de démontrer le résultat d’approximation suivant.

Proposition 5.1 On considére (va)a>na, la famille de fonctions telles que vy soit solution
de Ep avec fao = 0. On suppose que ||G||o]|G||2 est assez petit (au sens du théoréme 5.2). Pour
tout entier N, il existe alors deux symboles oF, une constante Cn et une suite (CNk)keN
vérifiant les propriétés suivantes.

Pour tout entier k, il existe un entier £ tel que

%, (0) < Cxgesup |G- (22
De plus, si l’on pose
déf DA (T ~
Tx(y) = /R LNV o (g, ) -3 (n)dn, (23)
alors, on a
loa = ZX () = Zx (o)l () < O sup IG 1AMyl - (24)
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Pour ce faire, le lemme clef est le suivant, qui décrit en fait ’action de l'opérateur Py
sur If Sa démonstration est analogue a la démonstration classique dans le cadre de 'optique
géométrique telle que ’on peut lire lire dans le livre de M. Taylor (voir [13]); aussi ’omettrons
nous.

Lemme 5.1 [ eziste des opérateurs R, L et A opérant sur les classes de symboles (L étant a
valeurs dans les familles de fonctions a valeurs dans RHd) et vérifiant les propriétés suivantes.

e Pour tout entier N, Uopérateur R est continu de S~ dans SN2,

e Pour tout couple d’entiers (N, k), il existe une constante C et un entier ¢ tels que
si & = (Pa)a>A, est une famille de fonctions réelles sur Iy x R? xC telle que la fa-

mille V® dét (V®A)a>A, appartienne a SO, Alors, on a
0t (£(®)) + gV (A@) < g (V). (25)

o [l existe une constante strictement positive c telle que la premiére composante de L
vérifie
VA > AOa V(Tvyvn)EEIA.X P{d><ca LCA(Tayan)IEiC' (26)

e FEnfin, si, pour tout A, la fonction @5 est solution de (HJp) sur I X R? xC, alors, pour
tout o € S™N, pour tout A > Ao, on a

e*iq)APA(eiq)Aa-A) =LA -Vop+ Apopr +R(0)a. (27)

Le lemme suivant, admis car de démonstration tres facile, décrit le résultat de résolution
pour les équations de transport.

Lemme 5.2 Soient L et A les opérateurs du lemme 5.1. Soit p un élément de S™N71, on

considere op la solution du probleme linéaire

Ly -Vopn+Axon = pa
(Ta) ()
OAlr=0 = O\
avec (01(\0))/\2/\0 dans S™V. Alors la famille (op)a>n, appartient a S~ et pour tout entier k,
il existe une constante C telle que

g N (5) < (g™ (0@) + ¢ NV (). (28)

Concluons la démonstration de la proposition 5.1. On suit la méthode classiques de
résolution des équations de transport. Définissons par récurrence une suite de symboles (U,jf)neN
de la maniere suivante.

Soient O'(:)t les deux symboles définis par

L - Vot + .AAUi = 0
(TA){ ATTTA +i
A |r=0

avec

- 1
aa—L’A =1 si aTUA|T:0 =0 et a(j)f}z == sl VA= = 0. (29)

2i(|n|2 + ga(0,y)(n,n))?
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D’apres le lemme 5.2, on sait que U(:)t € SY. Supposons l'exisntence de oy, .. .,Uf tels que,

pour tout 57 < n, on ait Uji € S7J et pour tout k € N, il existe Ck,j et Ny tel que

< Crj(1+qu(VO)F et
q,inﬂ)(RfH) < Ck’j(l‘f‘Qk(V(I)))k avec

n
+ déf o, +
Rn+1,A = e APy ZO-J}A
7=0

Considérons maintenant les deux symboles airl définis par

+ + _ +
(T) Ly - v%+1,A + An+1i,AUn+1,A = _Rn—‘rl,A
an+1,A|T:0 0
D’apres les lemme 5.1 et 5.2, on a les estimations ci-dessus au cran n + 1. Ainsi dong, il existe
une suite (Jﬁ)neN telle que l'on ait, pour tout k£ et tout n l'existence d'une constante Cj
telle que

(o) < Crill + qu(VO)F et (30)
"R < Cri(1+u(VP)F avee (31)
RE E a3 o) (32)

j=0

Il s’agit maintenant de conclure la démonstration du théoreme 5.1. En suivant la méthode
d’analyse fonctionelle exposée dans 'artice [5] de J. Ginibre et G. Velo, qui est une version
de 'argument dit 77, il suffit de démontrer que, si v est une solution de (Ey) avec fa =0,
alors, il existe une constante C' ne dépendant que d’un nombre fini de ||G||; tel que

C
loa (Tl Lse (noey < —=r Al (33)
T2

Comme 7 < A, on sait que A~' < 7~1. Donc, d’apres la proposition 5.1, on a

_ C
loa(T) = ZX (1) = Zy (T)|[£ee < — vl oo
T 32

La démonstration du théoreme 5.1 se ramene alors a la démonstration de

C

+

IZx (DlLee < —=llnallzr,
T2

ce qui résulte d’'une méthode de type ”phase stationnaire”.
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