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E�et r�egularisant microlocal analytique pour

l��equation de Schr�odinger

Luc Robbiano

Universit�e de Versailles�St Quentin

��� avenue des �Etats�Unis ��	
� Versailles

Claude Zuily

Universit�e de Paris�Sud

D�epartement de Math�ematiques B�at� �
�

���	� Orsay Cedex France

I Introduction et r�esultat�

L�objet de ce travail est de montrer� dans le cadre analytique et micro�
local� comment la r�egularit�e d�une solution d�un probl�eme de Cauchy� pour
une �equation de Schr�odinger �a coe�cients variables� provient du comporte�
ment �a l�in	ni de la donn�ee
 Dans le cadre C� il s�agit d�un r�esultat de
W
 Craig � T
 Kappeler � W
 Strauss �CKS� 
voir aussi �C��
 Des r�esultats
allant dans le m�eme sens ont �et�e obtenus par L
 Kapitanski� Y
 Safarov �KS��
N
A
 Shananin �S�� S
I
 Doi �D�� �D�� et J
 Wunsch �W�� 
voir �CKS� pour une
bibliographie exhaustive�


On consid�erera ici le cas o�u la partie principale de l��equation provient
d�un Laplacien sur Rn muni d�une m�etrique Riemannienne asymptotiquement
plate


Plus pr�ecis�ement soit P un op�erateur du second ordre�

P � P 
y�Dy� �
nX

j�k��

ajk
y�DjDk �
X
j�j��

a�
y�D
�
y � Dj �

�

i

�

�yj
�
I
��

On supposera que P est �a coe�cients analytiques sur Rn et que son symbole
principal p est r�eel


On supposera ensuite P uniform�ement elliptique i
e


�� � � � p
y� �� � �j�j� � �
y� �� � T �Rn �
I
��
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et de plus

�������
il existe des constantes positives C�� K�� R�� �� telles que pour jyj � R�

et tout 	 � Nn
nP

j�k��

jD�
y 
ajk
y�� 
jk�j�

P
j�j��

jD�
y a�
y�j � C�K

j�j
� 	�jyj�������j�j��


I
��

o�u 
jk d�esigne le symbole de Kronecker


Cette derni�ere hypoth�ese traduit le fait que les coe�cients de P se pro�
longent holomorphiquement �a l�ouvert de Cn

� � fy � Cn � jRe yj � R� � jIm yj �
�

K�

jRe yjg �

Consid�erons la bicaract�eristique de p issue d�un point �� � 
y�� ��� � T �Rnn�

Elle est obtenue �a partir des �equations���

�y
s� � �p

��

y
s�� �
s��


y
��� �
��� � ��
��
s� � � �s

�y

y
s�� �
s��


I
��

Il est facile de voir que� sous les hypoth�eses 
I
��� 
I
��� cette bicaract�eristique
est d�e	nie pour tout s r�eel


On notera 
��� 
resp
 
���� la bicaract�eristique pass�ee 
resp
 future�


��� � f
y
s�� �
s�� solution de 
I
�� � s ����� ��g
I
��


resp
 s � �������

A 
��� et �� � � on associe l�ensemble

�	� �
�
s��

fx � Rn � jx� y
s�j � ��
� � jsj�g �
I
��

Soit u� � L�
Rn� et u
t� x� une solution appartenant �a C�
������� L�
Rn���
C�
������� H��
Rn�� du probl�eme de Cauchy�

�u
�t

� i P 
y�Dy�u � � � t � �
ujt�� � u�


I
 �

Le r�esultat principal de ce travail est le
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Th�eor�eme � Soit P d�e�ni en �I��� v�eri�ant �I���	 �I�
�� Soit �� � T �Rn n �
et 
��� d�e�nie en �I���� Supposons

lim
s���

jy
s�j � ��
I
!�

Soit u� � L�
Rn� et supposons qu�il existe �� � � � 
� � � tels que e
�jxju� �
L�
�	��� Alors	 si u d�esigne la solution de �I�
� on a �� 	� WFa
u
t� ��� pour
tout t � �� Ici WFa d�esigne le front d�onde analytique�

Remarques ��� �

i� Ce r�esultat est l�analogue analytique du th�eor�eme �
�
 de �CKS� qui
concernait le front d�onde C�
 Il faut alors supposer que x�u� � L�
�	�� pour
tout 	 � Nn
 Cependant� comme nous le verrons� notre m�ethode de preuve�
bas�ee sur une version globale de la th�eorie de Sj�ostrand �Sj� est enti�erement
di"�erente de la leur


ii� Dans le cas o�u la partie principale de P est le Laplacien� toutes les pro�
jections des bicaract�eristiques vont �a l�in	ni 
i
e
 v�eri	ent 
I
!��
 Le th�eor�eme
a�rme alors que pour tout t � � la fonction y 
� u
t� y� est analytique sur
Rn� ce qui est un r�esultat classique


iii� Dans l��enonc�e ci�dessus on peut� sans changer la conclusion� supposer
que e
�jxju� � S �
�	�� et u � C�
�������S �
Rn��


iv� Les hypoth�eses 
I
�� et 
I
�� peuvent �etre l�eg�erement a"aiblies
 En ef�
fet� on pourrait� �a la place de 
I
��� supposer qu�il existe j tel que j �p

��j

y� ��j �

Cj�j pour 
y� �� dans T �Rn n �
 D�autre part� on pourrait� au prix de com�
plications techniques suppl�ementaires� supposer que� pour j�j � �� jD�

y a�j

decroit en jyj�����j�j�

v� Comme il est plus agr�eable de travailler avec les bicaract�eristiques

futures� on remarque que l��enonc�e ci�dessus est �equivalent au m�eme �enonc�e
o�u 
��� et t � � sont remplac�es par 
��� et t � �
 Ceci est d�u au fait que si u
est solution de 
I
 � dans t � � � v
t� y� � #u
�t� y� est solution de la m�eme
�equation dans t � �� avec donn�ee #u�


Comme nous l�avons dit� notre m�ethode de preuve repose de mani�ere es�
sentielle sur la th�eorie d�evelopp�ee par J
 Sj�ostrand �Sj� de la transformation
de FBI 
Fourier�Bros�Iagoniltzer�
 Le point fort de cette th�eorie r�eside dans
le fait qu�une telle transformation peut servir en m�eme temps �a deux choses �
d�abord comme test d�analyticit�e microlocale� ensuite comme op�erateur quan�
ti	ant une transformation canonique complexe servant �a r�eduire microlocale�
ment un symbole �a une forme plus simple 
ici �n�
 Notre preuve se fait alors
en deux temps
 On commence par montrer le th�eor�eme I
� pour les points ��
dits $sortants%
 Ce sont les points �� � 
y�� ��� � T �Rn n � tels que jy�j � R�
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et y���� � �
 Dans ce cas la projection de la bicaract�eristique va automatique�
ment �a l�in	ni et la principale di�cult�e de la preuve r�eside dans le fait qu�il
faut construire la transformation de FBI globalement le long de cette projec�
tion
 Ceci n�ecessite une �etude globale pr�ecise de cette courbe
 On construit
alors la phase� comme solution de l��equation eikonale� en utilisant un argu�
ment classique de g�eom�etrie symplectique� puis l�amplitude comme solution
des �equations de transport
 Il faut noter que la construction globale de l�am�
plitude comme symbole analytique conduit �a des di�cult�es suppl�ementaires

Une fois la transformation S construite� la fonction w
x� t� �� � Su
x� t� ���
o�u u est notre solution et � le param�etre de la transformation� est 
essen�
tiellement� solution de l��equation du premier ordre �w

�t
� � �w

�xn
� �� avec

wjt�� � Su�
 Il en r�esulte que w � Su�

x
�� xn � �t�� �� et d�es lors� l�hy�

poth�ese �a l�in	ni faite sur u� se traduit en une d�ecroissance exponentielle en
� de w � cette estimation sur w permet� apr�es une localisation� d�avoir l�esti�
mation sur Su qui nous autorise �a dire que �� n�est pas dans le front d�onde
analytique de u
t� ��� uniform�ement en t dans un voisinage de t� � �


Dans une deuxi�eme �etape� en utilisant �a nouveau la th�eorie de Sj�ostrand�
mais cette fois locale� on montre que cette information uniforme se propage
le long de la bicaract�eristique jusqu�au point initial � 
non n�ecessairement
sortant�


II Rappels sur la transform�ee de FBI et le

front d�onde analytique�

Il y a plusieurs d�e	nitions du front d�onde analytique dues �a Sato�Kawai�
Kashiwara �SKK�� Bros�Iagoniltzer �B�I�� H�ormander �Ho� Sj�ostrand �Sj�
 D�apr�es
Bony �B� ces d�e	nitions co�&ncident
 Nous rappelons dans ce paragraphe celle
de Sj�ostrand �Sj�


Soient �� � 
y�� ��� � T �Rn n � � x� � C
n et � une fonction holomorphe

dans un voisinage de 
x�� y�� dans C
n � Cn qui v�eri	e

��

�y

x�� y�� � ���
II
��

Im
���

�y�

x�� y�� est une matrice d�e	nie positive
II
��

det

�
���

�x�y

x�� y��

	
	� �
II
��
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On consid�ere la fonction

��
x� y� � �Im��
x� y�� � 
x� y�voisin de
x�� y�� �
II
��

Il r�esulte des conditions ci�dessus que pour x voisin de x�� l�application
y 
� ��
x� y�� pour y r�eel voisin de y�� atteint en un unique point r�eel y �
y
x� � Rn 
tel que y
x�� � y�� un maximum
 On pose

'
x� � ��
x� y
x�� � max
y�Rn

y�Vy�

��Im�
x� y�� �
II
��

Soit a
x� y� �� �
P

k�� �
�kak
x� y� un symbole analytique d�ordre z�ero�

elliptique d�e	ni dans un voisinage de 
x�� y�� dans C
n�Cn ind�ependant de �


Ceci se traduit par le fait que a�
x�� y�� 	� � et que ak v�eri	e� au voisinage de

x�� y�� une estimation du type jak
x� y�j � Ck��kk
 En	n soit � � C�

� 
Rn�
�a support dans un voisinage de y�� � � � pr�es de y�


Pour u � D�
Rn� et � � � on d�e	nit la transformation de FBI de u

Tu
x� �� � h�u � ei���x�
�a
x� �� ��i
II
��

Alors Tu est une fonction holomorphe de x au voisinage de x� et on a
�equivalence entre

���
i� �� 	� WFa
u�
ii� �C � �� �
 � �� �Wx� � ��� � � tels que pour x � Wx�

et � � ��� jTu
x� ��j � Ce���x��
�

II
 �

Si on prend cette �equivalence comme d�e	nition du front d�onde analytique�
un r�esultat fondamental de la th�eorie de Sj�ostrand est que cette d�e	nition
est ind�ependante de 
�� a� �� v�eri	ant les conditions ci�dessus


Supposons que u
t�
� soit une famille de distributions d�ependant d�un
param�etre r�eel t


D�e�nition � Soit t� � R� On dit qu�un point �� � T �Rn n � n�appartient

pas �a gWF a
u
t�� ��� si il existe une transformation de FBI T	 des constantes
positives C� �� ��� � et un voisinage Ux� de x� dans Cn tels que

jTu
t� x� ��j � Ce�������� � �x � Ux� � �t � 
t� � �� t� � ���

On a bien s�ur WFa
u
t�� ��� � gWF a
u
t�� ���

Rappelons maintenant comment� dans le cas local� cette transformation

permet de r�eduire microlocalement un symbole p �a une forme simple
 A la
phase � on associe la transformation canonique complexe

H � 
x�
��

�x

x� y�� 
� 
y��

��

�y

x� y��
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d�un voisinage de 
x�� ��� dans C
n�Cn sur un voisinage de 
y�� ��� � T �Rnn�

dans Cn � Cn 
ici �� �
��

�x

x�� y���


Si P 
y�Dy� est un op�erateur de symbole principal p� �a coe�cients analy�

tiques et T la transformation 
II
�� on a TP � ePT o�u eP est un op�erateur
dans Cn de symbole principal (p � p � H


Supposons maintenant que la phase � soit solution de l��equation eikonale

��

�xn

x� y� � p
y��

��

�y

x� y��
II
!�

pr�es de 
x�� y�� alors ep
x� �� � p � H
x� �� � p
y����

�y

x� y�� � ��

�xn
� �n 
ici


x� �� donn�es il existe y unique tel que ��

�x

x� y� � ��
 Ceci montre que le

symbole principal de eP est �n

Le point clef de cette r�eduction est donc la r�esolution de 
II
!�
 Pour ce

qui nous concerne cette construction devra �etre globale au voisinage de 
��� 


III �Etude des bicaract�eristiques sortantes�

Soit �� � 
y�� ��� � T �Rn n� un point $sortant% i
e
 jy�j � R� et y��� � �

Nous allons �etudier dans ce paragraphe la bicaract�eristique future issue de
��


Th�eor�eme 	 Il existe ��� R�� � � � tels que pour tous � ���� ��� � R � R�	
tout 
y�� ��� � T �Rn n � tel que jy�j � �R � y���� � � et tout 
y� �� � Cn�Cn

tel que jy � y�j� j� � ��j � � le probl�eme���
�eY 
s� � �p

��

eY 
s�� e)
s�� � eY 
�� � y �

�e)
s� � ��p

�y

eY 
s�� e)
s�� � e)
�� � � �


III
��

admet une solution unique 
eY 
s�� e)
s�� holomorphe dans l�ensemble

O � f
s� y� �� � C	n � jy � y�j� j� � ��j � � � Re s � �� � jIm sj � �g

de la forme 
 eY 
s� � y � �s� � eZ
s�e)
s� � � � e�
s�
III
��

o�u 

j(�
s�j � C�K��j��j�

R����
� j eZ
s�j � C��K��j��j�

R����
max
�� jsj��

j eZ
s�� �s(�
s�j � C���K��j��j�
R��

�

III
��

XIX��



id�ee de la preuve �

On proc�ede en deux �etapes
 Dans la premi�ere on montre le th�eor�eme
III
� pour s r�eel
 s � ������
 Pour montrer que le syst�eme III
� admet une
solution globale 
Y 
s��)
s�� v�eri	ant 
II
�� et 
II
�� on examine le syst�eme
satisfait par Z
s� � Y 
s� � 
y � �s�� � �
s� � )
s� � � � l�hypoth�ese 
I
��
permet alors de lui appliquer un raisonnement par induction
 Ensuite� pour
chaque s� � � on r�esout le syst�eme d��equations 
III
�� pour s complexe avec
donn�ees 
Y 
s���)
s���
 Un r�esultat classique nous permet d�a�rmer que le
domaine d�existence dans C de la solution est ind�ependant de s�
 On obtient
alors une solution de 
III
�� en recollant ces solutions


IV Construction et propri�et�es de la phase�

Soit �� un point sortant
 Comme p est elliptique il existe j� tel que
�p

��j�

��� 	� �
 On reidexe les coordonn�ees pour que j� � n
 Avec ce choix

la variable x de Cn sera not�ee x � 
x�� xn�
 On introduit la fonction

��
x
�� y� �

i

�

x� � y��� � �onyn �

i

�

yn � yon�

� � x� � Cn��� y � Cn�
IV
��

On pose ensuite

x� � 
x��� �� o�u x�� � y�� � i��� �
IV
��

On introduit en	n la

Notation IV�� �

On note 
eY 
xn� x
�� y� � e)
xn� x

�� y�� la valeur en s � xn � C de la solution
du probl�eme 
III
�� avec les donn�ees 
y� �� o�u � � ����

�y

x�� y�


Remarquons que puisque ���
�y


x��� y�� � ���� l�ensemble

feY 
Rexn� x
�
�� y��� e)
Rexn� x

�
�� y�� � Rexn � �g est la bicaracteristique future

de p issue de ��

Le r�esultat principal de ce paragraphe est le

Th�eor�eme 
 Il existe �� � � et une fonction holomorphe dans l�ensemble

E � f
x� z� � C�n � jx��x��j � �� � Re xn � � � jIm xnj � �� � jz�eY 
xn� x
�
�� y��j

� ��
� � jxnj�g

telle que

��

�xn

x� z� � p
z��

��

�z

x� z�� dans E �
IV
��
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��

�z

x�� y�� � ��� �
IV
��

Im
���

�z�

x�� y�� est une matrice sym�etrique d�e�nie positive
IV
��

det

�
���

�x�z

x�� y��

	
	� �
IV
��

id�ee de la preuve �

On introduit les ensembles

� � f
x�� y� � Cn�� � Cn � jx� � x��j �
�

�
��� jy � y�j �

�

�
��g

o�u �� a �et�e d�e	ni au th�eor�eme III
��

*� � f

�
x�� �� y �

���

�x�

x�� y�� p

�
y��

���

�y

x�� y�

	
�
���

�y

x�� y�

	
� 
x�� y� � �g

ainsi que le symbole

q
x� y� �� �� � �n � p
y� �� �
IV
 �

Le but est d��etudier la sous vari�et�e Lagrangienne de C
n

* � esHq* � Re s � � � jIm sj � � �
IV
!�

o�u Hq est le Hamiltonien du symbole q introduit en 
IV
 �
 * est obtenue en
r�esolvant les �equations

�X �
s� � �q

���


 
 
 � � � � X �
�� � x� �

�X �
n
s� �

�q

��n


 
 
 � � � � Xn
�� � � �

�+
s� � �q

�x


 
 
 � � � +
s� �

�
���
�x�


x�� y�� p
y�����
�y


x�� y��
�
�

�F 
s� � ��p

��

F 
s�� G
s�� F 
�� � y �

�G
s� � �p

�y

F 
s�� G
s�� G
�� � ���

�y

x�� y� �

Il est facile de voir que X �
s� � x� � Xn
s� � s �+
s� � +
��� F 
s� �eY 
s� x�� y�� G
s� � �e)
s� x�� y� o�u 
eY � e)� ont �et�e introduits dans la notation
IV
�
 Il r�esulte du th�eor�eme III
� que le probl�eme ci�dessus admet une solution

XIX�!



unique� holomorphe dans l�ensemble fRe s � �� � jIm sj � � � jy � y�j �
�
�
��� jx��x��j �

�
�
��g
 On prend alors ��� �� tels que � � �� �� �� �

�
�
��� �� � �

et on pose s � xn
 On introduit les ensembles�������
O � f
x� y� � C�n� jx� � x��j � ��� jy � y�j � ��� Re xn � � � jImxnj � ��g

* � f
x� eY 
xn� x
�� y�� +
����e)
xn� x

�� y��� 
x� y� � Og
E � f
x� z� � C�n � jx� � x��j � �� � Re xn � �� jImxnj � �� �

jz � eY 
xn� x
�
�� y��j � ��
� � jxnj�g

Lemme � Soit � � * � Cn � Cn la projection de * sur la base i�e� �
*� �


x� eY 
xn� x
�� y��� Alors � � *� E est bijective

Preuve �

Il su�t de prouver que pour 
x� z� � E il existe y � Cn unique� avec jy�

y�j � ��� tel que eY 
xn� x
�� y� � z
 Compte tenu de la forme de eY donn�ee par


III
�� et comme � � ����
�y


x�� y� on voit que cette �equation est �equivalente

�a l��equation H
y� � y o�u

H
y� �
�

�� �ixn

�
z � eY 
xn� x

�
�� y��� �ixn

�
x� � x��

�

	
� eZ�
xn�� eZ
xn�
�y�

avec eZ�
xn� � eZ
xn� x��� y�� � eZ
xn� � eZ
xn� x�� y�

On montre alors que si �� est assez petit H est une application contrac�

tante de la boule de centre y� et de rayon �� dans elle m�eme


Lemme � L�application d� � T*� C�n est surjective

Preuve � Cela r�esulte du fait que j det �Y
�y


xn� x
�� y�j � C
� � jxnj� �


x� y� � O


Corollaire 
 Il existe une fonction � holomorphe dans E telle que

* � f

�
x� z�

��

�x

x� z� �

��

�z

x� z�

	
� 
x� z� � Eg

Preuve �

* est une sous vari�et�e Lagrangienne de C
n� sa projection � � * � C�n

sur la base est propre� a une image simplement connexe et d� est surjective


Preuve du th�eor�eme IV��

* est une r�eunion de bicaract�eristiques de q � �n � p
y� ��� sur lesquelles
q est constant
 Comme �a l�instant initial * � *� et q � � sur *� 
d�apr�es les
conditions initiales� on a q � � sur *
 Donc IV
� r�esulte du Corollaire IV
�

Les conditions 
IV
��� 
IV
�� et 
IV
�� r�esultent des propri�et�es de �� ainsi
que de 
IV
��
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Propri�et�es de la phase �

Tout d�abord l��equation eY 
xn� x
�� y� � z est �equivalente �a y � �
x� z� o�u

� v�eri	e

�
x� z� �
�

�� �ixn

�
z � �ixn

�
x�

yon � i�on

	
� eZ
xn� x�� �
x� z��


On en d�eduit que

��

�z

x� z� �

i

�� �ixn

�
z � 
i(� � �xn(� � (Z� � ��

�
x�

yon � i�on

	

La premi�ere propri�et�e que l�on d�eduit est r�esum�ee dans le

Lemme � Il existe C � � telle que

Im
���

�z�

x� z� �

C


� � jxnj��
Id � �
x� z� � E �

D�autre part la fonction Rn � R � z 
� �Im�
x� z� admet pour
jx� � x��j � � � jIm xnj � � �Re xn � �� un maximum en un unique point
z � z
x� � Rn
 Ce point est caract�eris�e par Im��

�z

x� z
x�� � � et il v�eri	e

z
x��� Rexn� � Y 
Rexn� x
�
�� y�� � y
Rexn� o�u y
s� est l��equation de la projec�

tion de la bicaract�eristique 
��� 
 On pose

'
x� � �Im��
x� z
x���
IV
,�

On a alors

Lemme �
�

�Rexn
'
x� � �

V Construction de l�amplitude�

La transformation du type FBI que nous cherchons est de la forme

Sv
x� �

Z
Rn

ei���x�z�f
x� z� ���

z � y
Re xn�

� � jxnj
�v
z�dz �
V
��

o�u � est la phase construite au xIV� � une troncature pr�es de la bicar�
act�eristique et f une amplitude qui sera un symbole analytique d�ordre z�ero
i
e
 f �

P
k�� �

�kfk
x� z� �� o�u jfkj � Ck��kk

Le r�esultat principal de ce paragraphe est le suivant
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Th�eor�eme �� Soit v � L�
�	��� Soit � � C�
� 
Rn� � �
t� � � si

jtj � �
�
�� � �
t� � � si jtj � ��� Il existe alors un symbole analytique f d�ordre

z�ero elliptique dans E tel que si l�on pose I
x� � �
�
DxnSv
x��

�
��
SPv
x� o�u

S est d�e�ni en �V��� alors il existe �� � �� C � �� � � � � N � N tels que si
jx� � x��j � ��� jIm xnj � �� � Re xn � � on a pour tout � � �

jI
x�j � Ce���x����
� � jxnj�
NkvkL������ �

La preuve de ce th�eor�eme est techniquement d�elicate et on renvoie �a �RZ� pour
les d�etails
 Disons simplement que� comme dans le cas classique� l�existence de
f r�esulte de la r�esolution d��equations de transport du type Xfk � �Qfk��
o�u X est un champ de vecteurs et Q un op�erateur du second ordre
 Si la
r�esolution formelle globale ne pose aucun probl�eme� en revanche le fait que
l�on obtienne ainsi un symbole analytique n�est pas imm�ediate
 Dans le cas lo�
cal� Sj�ostrand utilise de mani�ere astucieuse une m�ethode d�ouverts emboit�es

L�application directe de cette m�ethode �a notre cas global 
en Rexn� conduit
�a des estimations grossi�eres du symbole analytique f inad�equates �a la pour�
suite de la preuve
 Cependant un fait important ici est que les coe�cients
de l�op�erateur Q d�ecroissent en 
� � jxnj�������� � ce fait est exploit�e ici en
couplant la m�ethode des ouverts emboit�es avec un d�ecoupage $dyadique% en
Rexn


VI Preuve du th�eor�eme I�� dans le cas des

points sortants�

Soit u � C�
� � �� ��� L�� une solution de �u
�t

� iP 
z�Dz�u � � pour
t � � avec ujt�� � u�
 On applique la transformation S aux deux membres
de l��equation
 Alors Su est solution du probl�eme
 �

�
�t
Su� � �

�xn
Su
�

t� x� � i��I
t� x� � t � �

Su
x� �� � Su�
x�

VI
��

o�u I a �et�e d�e	nie au th�eor�eme V
�

On en d�eduit

Su
t� x� �� � Su�

x
�� xn � �t�� �� � i��

Z t

�

I
�� 
x�� xn � �
� � t���d�


VI
��
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Proposition �� Supposons que e
�jzju� � L�
�	�� pour certains 
� � � �
�� � �� Il existe �� � � � �� � � � C � � tels que pour tout t� � � il existe
� � �	 � � � tels que si jx� � x��j� jxnj � �� et jt� t�j � � on a

jSu
t� x� ��j � Ce���x����ke
�jzju�kL����� ��

Preuve �

On utilise la formule 
VI
��
 L�estimation du terme int�egral r�esulte du
th�eor�eme V
�
 Pour estimer le terme provenant de u� on �ecrit dans Su� � u�
z� �
e�
�jzje
�jzju� puis on remarque que sur le support de � on a jzj � Cj��jjt�j�

D�autre part� d�apr�es le Lemme IV
 � '
x�� xn � �t� � '
x� car �t � R


La transformation S introduite en 
V
�� n�est pas tout �a fait une FBI �a

cause du terme �
�
z�y�Rexn�
��jxnj

�

 Cependant elle n�en di"�ere ici que d�un terme

exponentiellement d�ecroissant
 En e"et posons

Tu
t� x� �� �

Z
Rn

ei���x�z�f
x� z� ���
z � y��u
t� z�dz �
VI
��

Proposition �� Il existe des constantes positives ��� C telles que pour tout
t� � � il existe �� � � � tels que pour jx�� x��j� jxnj � �� et jt� t�j � � on a

jTu
t� x� ��� Su
t� x� ��j � Ce���x���� sup
jt�t�j��

ku
t� ��kL����� � �

On d�eduit des Propositions VI
�� VI
�� du th�eor�eme IV
� et de la D�e	nition
II
� que �� 	� gWF a
u
t�� ��� pour t� � �


VII Propagation du font d�onde analytique

uniforme�

On s�int�eresse ici �a la propagation de gWF a d�ecrit dans la d�e	nition II
�

Soit u � C�
R� L�� une solution de �

�t
u� iPu � �


Th�eor�eme �	 Soit �� � T �Rn n � et 
�� la bicaract�eristique de p issue de

p�� Soit t� � R� Si �
� 	� gWF a
u
t�� ��� alors gWF a
u
t�� ��� � 
�� � ��

Id�ee de la preuve �

On introduit l�ensemble F � fs � R � esHp�� 	� gWF a
u
t�� ���g
 Evi�
demment F est un ouvert non vide
 Pour montrer que F est ferm�e on utilise
la m�eme id�ee qu�au d�ebut de la preuve qui consiste �a transformer l�op�erateur
���P en ���Dxn par une FBI T 
 Cependant� ici� la construction est seule�
ment locale
 Comme Tu
t� x� �� est 
modulo des termes exponentiellement
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d�ecroissants� solution de 
 �
�t
� � �

�xn
�Tu � � on a pour tous t� t� � R� tout

x � Cn�
Tu
t� x� � Tu
t�� 
x�� xn � �
t� t���� �

ceci permet de montrer que si � � F alors � � F et donc F est ferm�e


VIII Fin de la preuve du th�eor�eme I���

Compte tenu du th�eor�eme VII
� et du fait que le th�eor�eme I
� a �et�e prouv�e
dans le cas des points sortants� il su�t de montrer que sur la bicaract�eristique
future issue de �� il y a forc�ement un point sortant
 En e"et on sait par
hypoth�ese que jy
s�j � �� lorsque s� ��
 On prend s� assez grand pour
que jy
s�j � �R � s � �s� � �� et on calcule d

ds

y
s���
s��
 On utilise les

�equations 
I
��� l�hypoth�ese 
I
��
 Il en r�esulte que si R est assez grand et
s � s� on a

y
s���
s� � y
s����
s�� � �j��j
�
s� s��

ce qui prouve que y
s���
s�� ��
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