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Effet régularisant microlocal analytique pour
'équation de Schrodinger

Luc Robbiano
Université de Versailles-St Quentin

45, avenue des Etats-Unis 78035 Versailles

Claude Zuily
Université de Paris-Sud
Département de Mathématiques Bat. 425
91405 Orsay Cedex France

I Introduction et résultat.

L’objet de ce travail est de montrer, dans le cadre analytique et micro-
local, comment la régularité d’une solution d’un probleme de Cauchy, pour
une équation de Schrodinger a coefficients variables, provient du comporte-
ment a l'infini de la donnée. Dans le cadre C'* il s’agit d’un résultat de
W. Craig - T. Kappeler - W. Strauss [CKS] (voir aussi [C]). Des résultats
allant dans le méme sens ont été obtenus par L. Kapitanski, Y. Safarov [KS],
N.A. Shananin [S], S.I. Doi [D1] [D2] et J. Wunsch [W], (voir [CKS] pour une
bibliographie exhaustive).

On considerera ici le cas ou la partie principale de 1’équation provient
d’un Laplacien sur R” muni d'une métrique Riemannienne asymptotiquement

plate.
Plus précisément soit P un opérateur du second ordre,
& 10
(L1)  P=P(y,D)=> apy)D;De+ > _ ag(y)D; , D; = 5 -
jh=1 BI<1 vi

On supposera que P est a coefficients analytiques sur R" et que son symbole
principal p est réel.
On supposera ensuite P uniformément elliptique i.e.

(1.2) G >0; ply,n) > v, Y(y,n) € TR,
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et de plus

(1.3)
il existe des constantes positives Cy, Ky, Ry, 09 telles que pour |y| > Ry
et tout a € N”

n
o |D;‘(a]k(y) — 6]k)| + ‘/6; |D3a5(y)| < COKéa‘a!|y|*(l+ao+\a|).
Jk= <1

ol d;;, désigne le symbole de Kronecker.

Cette derniere hypothése traduit le fait que les coefficients de P se pro-
longent holomorphiquement a ’ouvert de C”

1
Q:{yEC":|Rey|>R0,|Imy|<?|Rey|}.
0

Considérons la bicaractéristique de p issue d’un point py = (yo,70) € T*R™\0.
Elle est obtenue a partir des équations

9(s) = 52 (y(s),n(s))
(L.4) (¥(0),n(0)) = po
0(s) = =5 (y(s),n(s))

Il est facile de voir que, sous les hypotheses (1.2), (I1.3), cette bicaractéristique
est définie pour tout s réel.
On notera v, (resp. 7, ) la bicaractéristique passée (resp. future)

(I.5) Y, = 1(y(s),m(s)) solution de (I.4) , s €] — 00, 0]}

(resp. s € [0, +00]).
A v, et g9 > 0 on associe I'ensemble

(1.6) Loy = | J{z e R |z — y(s)| < so(1+]s])} -

s<0
Soit ug € L*(R™) et u(t, ) une solution appartenant a C°([0, +-oo[, L*(R"™)) N
C1(]0, +oo[, H 2(R™)) du probléme de Cauchy

(1.7) { Beti Py, Dy)u=0,1>0

Ujt=0 = Ug

Le résultat principal de ce travail est le
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Théoréme 1 Soit P défini en (1.1) vérifiant (1.2), (1.3). Soit py € T*R™\ 0
et 7, définie en (1.5). Supposons

(L.8) lim |y(s)| = +o0

§—>—00
Soit ug € L*(R") et supposons qu’il existe £g > 0, & > 0 tels que ey, €
L3(T.,). Alors, si u désigne la solution de (1.7) on a py & WE,(u(t,.)) pour
tout t > 0. Ict WE, désigne le front d’onde analytique.

Remarques 1.2 :

i) Ce résultat est ’analogue analytique du théoreme 1.1. de [CKS] qui
concernait le front d’onde C*. 1l faut alors supposer que z%uy € L?(T';,) pour
tout a € N”. Cependant, comme nous le verrons, notre méthode de preuve,
basée sur une version globale de la théorie de Sjostrand [Sj] est entiérement
différente de la leur.

ii) Dans le cas ol la partie principale de P est le Laplacien, toutes les pro-
jections des bicaractéristiques vont a l'infini (i.e. vérifient (1.8)). Le théoréme
affirme alors que pour tout ¢ > 0 la fonction y — u(t,y) est analytique sur
R™, ce qui est un résultat classique.

iii) Dans I’énoncé ci-dessus on peut, sans changer la conclusion, supposer
que ey, € §'(T,,) et u € C°([0, +oo, S'(R™)).

iv) Les hypotheses (1.2) et (I1.3) peuvent étre légerement affaiblies. En ef-
fet, on pourrait, a la place de (1.2), supposer qu’il existe j tel que |§—£(y, n)| >
C|n| pour (y,n) dans T*R™ \ 0. D’autre part, on pourrait, au prix de com-
plications techniques supplémentaires, supposer que, pour |3| < 1,|Dgag|
decroit, en |y|~(eoFlaD),

v) Comme il est plus agréable de travailler avec les bicaractéristiques
futures, on remarque que l’énoncé ci-dessus est équivalent au méme énoncé
ou 7,, et ¢ > 0 sont remplacés par 7;0 et t < 0. Ceci est du au fait que si u
est solution de (I.7) dans ¢t > 0, v(t,y) = u(—t,y) est solution de la méme
équation dans t < 0, avec donnée .

Comme nous I’avons dit, notre méthode de preuve repose de maniere es-
sentielle sur la théorie développée par J. Sjostrand [Sj] de la transformation
de FBI (Fourier-Bros-Tagoniltzer). Le point fort de cette théorie réside dans
le fait qu’une telle transformation peut servir en méme temps a deux choses;
d’abord comme test d’analyticité microlocale, ensuite comme opérateur quan-
tifiant une transformation canonique complexe servant a réduire microlocale-
ment un symbole & une forme plus simple (ici &,). Notre preuve se fait alors
en deux temps. On commence par montrer le théoreme 1.1 pour les points pgy
dits “sortants”. Ce sont les points py = (yo,10) € T*R™\ 0 tels que |yo| > Ry
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et yo.1mo > 0. Dans ce cas la projection de la bicaractéristique va automatique-
ment a ’'infini et la principale difficulté de la preuve réside dans le fait qu’il
faut construire la transformation de FBI globalement le long de cette projec-
tion. Ceci nécessite une étude globale précise de cette courbe. On construit
alors la phase, comme solution de 1’équation eikonale, en utilisant un argu-
ment classique de géométrie symplectique, puis 'amplitude comme solution
des équations de transport. Il faut noter que la construction globale de ’am-
plitude comme symbole analytique conduit a des difficultés supplémentaires.
Une fois la transformation S construite, la fonction w(zx,t, \) = Su(z,t,\),
ol u est notre solution et A le parametre de la transformation, est (essen-
tiellement) solution de ’équation du premier ordre %—1;’ + )\% = 0, avec
Wy—g = Stug. Il en résulte que w = Sug((2', 2, — At),A) et dés lors, I'hy-
pothese a l'infini faite sur ug se traduit en une décroissance exponentielle en
A de w; cette estimation sur w permet, apres une localisation, d’avoir ’esti-
mation sur Swu qui nous autorise a dire que py n’est pas dans le front d’onde
analytique de u(t,.), uniformément en ¢ dans un voisinage de ¢y < 0.

Dans une deuxieme étape, en utilisant a nouveau la théorie de Sjostrand,
mais cette fois locale, on montre que cette information uniforme se propage
le long de la bicaractéristique jusqu’au point initial p (non nécessairement
sortant).

II Rappels sur la transformée de FBI et le
front d’onde analytique.

Il 'y a plusieurs définitions du front d’onde analytique dues a Sato-Kawai-
Kashiwara [SKK], Bros-Iagoniltzer [B-I], Hormander [Ho] Sjostrand [Sj]. D’apres
Bony [B] ces définitions coincident. Nous rappelons dans ce paragraphe celle
de Sjostrand [Sj].

Soient py = (yo,1m0) € T*R™\ 0, 29 € C" et  une fonction holomorphe
dans un voisinage de (o, yp) dans C" x C" qui vérifie

0
(IL1) a—j(moayo) = o
2
(I1.2) Img—f(xo, Yo) est une matrice définie positive
Y
82
(IL.3) det (ﬁ(xo"%)) # 0
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On considere la fonction

(I1.4) o1(x,y) = —Imlp(z,y)] , (x,y)voisin de(xo, yo) -

Il résulte des conditions ci-dessus que pour z voisin de xz, I’application
y — p1(z,y), pour y réel voisin de yp, atteint en un unique point réel y =
y(z) € R" (tel que y(zg) = yp) un maximum. On pose

(IL5) ®(x) = pi(z,y(2)) = max[~Imp(z,y)] -

eryO

Soit a(z,y,A) = >,-0 A Fak(z,y) un symbole analytique d’ordre zéro,
elliptique défini dans un voisinage de (g, 39) dans C" x C" indépendant de \.
Ceci se traduit par le fait que aq(zo, yo) 7 0 et que ay, vérifie, au voisinage de
(w0, o) une estimation du type |ag(z,y)| < C**k*. Enfin soit y € C5°(R")
a support dans un voisinage de vy, x = 1 pres de yo.

Pour v € D'(R™) et A > 1 on définit la transformation de FBI de u

(I1.6) Tu(z,\) = (xu ,e?@a(x, ., \)

Alors T'u est une fonction holomorphe de z au voisinage de zy et on a
équivalence entre

i) po & WFy(u)
(IL.7) it) 3C > 0,35 > 0,3IW,,,IN\g > 1 tels que pour z € W,
et A > Ao, [Tu(z, \)| < Ce®@)=0A

Si on prend cette équivalence comme définition du front d’onde analytique,
un résultat fondamental de la théorie de Sjostrand est que cette définition
est indépendante de (¢, a, x) vérifiant les conditions ci-dessus.

Supposons que u(t.-) soit une famille de distributions dépendant d’un
parametre réel t.

Définition 2 Soit t, € R. On dit qu’un point py € T*R™ \ 0 n’appartient
pas a WFq(u(to,.)) siil existe une transformation de FBI T, des constantes
positives C, 1, Ao, 1 et un voisinage Uy, de xo dans C" tels que

1 Tu(t,z, \)| < CA®I=mA e e U, , Yt € (to — n,to +1).

On a bien sur W F,(u(ty,.)) C WA/Z/TQ(u(tO, ).

Rappelons maintenant comment, dans le cas local, cette transformation
permet de réduire microlocalement un symbole p a une forme simple. A la
phase ¢ on associe la transformation canonique complexe

d¢ d¢

H (2,500 0) = (v —a—y(x,y))
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d’un voisinage de (o, fo) dans C™ x C" sur un voisinage de (yo,70) € T*R™\ 0
dans C" x C™ (ici & = &E 2 (20, Yo))-

Si P(y, D,) est un opérateur de symbole principal p, a coefficients analy-
tiques et 7" la transformation (I1.6) on a TP = PT ol P est un opérateur
dans C" de symbole principal p =po H.

Supposons maintenant que la phase ¢ soit solution de I’équation eikonale

dyp dyp (

(IL.8) %(w, y) = p(y, ~ay

z,9))

pI'éS de (x07y0) alors ﬁ(xaf) = pOH(.’L',§) = ( Y, ?5(3? y)) = 38741 = fn (ICI

Op

(z,£) donnés il existe y unique tel que F2(zx,y) = &). Ceci montre que le

symbole principal de P est En.
Le point clef de cette réduction est donc la résolution de (I1.8). Pour ce
qui nous concerne cette construction devra étre globale au voisinage de v, .

III Etude des bicaractéristiques sortantes.

Soit po = (yo,m0) € T*R™\ 0 un point “sortant” i.e. |yo| > Ry et om0 > 0.
Nous allons étudier dans ce paragraphe la bicaractéristique future issue de
Po-

Théoréme 3 [l existe €*, R*, p > 0 tels que pour tous £ €]0,£*] ,R > R*,
tout (yo,mo) € T*R™\ 0 tel que |yo| > 2R, yo.no > 0 et tout (y,n) € C* x C"
tel que |y — ol + |n—mo| < ¢ le probleme

¥(s) = 2(V(s),6(s))

O(s) = — (Y (s),0(s))

admet une solution unique (Y (s),0(s)) holomorphe dans ensemble

(ITL.1)

o
—~

=)
~

I
3

O={(s5,y,m) €C™: ly—yo| +|n—mol <e, Re s >—p, |Im s| < p}

de la forme

Y(s) =y + 25+ Z(s)
. { 6(s) =n-+ (s

ol
1 (o)) < Sl | Z(s)] < D max(1, )
( ) |N(S) o 5 s)| < e "(Ko,|m0l)

R°0
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idée de la preuve :

On procede en deux étapes. Dans la premiere on montre le théoreme
II1.1 pour s réel. s € [0, 4+o00[. Pour montrer que le systeme III.1 admet une
solution globale (Y (s), ©(s)) vérifiant (I1.2) et (II.3) on examine le systeme
satisfait par Z(s) = Y(s) — (y + 2sn) , ((s) = O(s) — n; 'hypothese (1.3)
permet alors de lui appliquer un raisonnement par induction. Ensuite, pour
chaque sg > 0 on résout le systéme d’équations (III.1) pour s complexe avec
données (Y (s0),O(so)). Un résultat classique nous permet d’affirmer que le
domaine d’existence dans C de la solution est indépendant de sy. On obtient
alors une solution de (III.1) en recollant ces solutions.

IV  Construction et propriétés de la phase.

Soit py un point sortant. Comme p est elliptique il existe 7, tel que
;n—?(po) # 0. On reidexe les coordonnées pour que jo, = n. Avec ce choix
70

la variable x de C" sera notée x = (z', z,). On introduit la fonction
1

i n— n
(IV1) QOO(llla y) = 5(1" - yl)2 — NonYn + i(yn - yon)2 awl € C 1a Yy € (C .

On pose ensuite
(IV.2) zo = (x5, 0) ol zf = yy — ing -

On introduit enfin la

Notation IV.1 :

On note (Y (zn;2',y) , O(z,;2',y)) la valeur en s = z,, € C de la solution

du probleme (III.1) avec les données (y,n) ou n = —%(w’, Y).
Remarquons que puisque %%(xg, Yo) = —1)p, 'ensemble

Y €Tn; Ty, Yo ,~ €Ty To,Yo) , Rex, > 0} est la bicaracteristique future
Y(R b O(R 0 R >0} estlab terist fut
de p issue de py.
Le résultat principal de ce paragraphe est le

Théoreme 4 [l existe £ > 0 et une fonction holomorphe dans l’ensemble
E={(z,2) €C™": |o/—af| <e1, Rewy >0, |[Imzy| < 1, |2=Y (wn; 5, 0))|

<er(1+ |z,])}
telle que

dip

(IV.3) .

(x,2) = p(z, —g—(p(x,z)) dans E .
z
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0
(IV.4) 8—(5(350,90) =" ,
2
(IV.5) Imﬁ(xo, Yo) est une matrice symétrique définie positive
82
(IV.6) det <8 e (wo,y0)> #0

idée de la preuve :
On introduit les ensembles

1 1
Q={("y)eC" ' xC": |2 —x0|< *ly — y0|<—6}

ou €* a été défini au théoreme III.1,

!/ a / a !/ a /
fo=1(0.05 G260 (- 500 0) G2 ) (e € )
ainsi que le symbole

(IV.7) a(z,y,&m) =& —ply,n) -
Le but est d’étudier la sous variété Lagrangienne de C*"
(IV.8) A=e"IAN | Res>0,[Ims|<p,

ou H, est le Hamiltonien du symbole ¢ introduit en (IV.7). A est obtenue en
résolvant les équations

Il est facile de voir que X'(s) = 2’ |, X,(s) = s ,Z(s) = =Z(0),F(s) =
Y(s;2',y), G(s) = —O(s;2,y) ou (Y, 0) ont été introduits dans la notation
IV.1. Il résulte du théoreme II1.1 que le probléme ci-dessus admet une solution
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unique, holomorphe dans I’ensemble {Re s > —p ,|[Im s| < p ,|ly — yo| <
%5*, 2" —xp| < %5*} On prend alors ey, ea telsque 0 < g1 << g9 < %6*,61 <p
et on pose s = x,. On introduit les ensembles

O ={(z,y) € C*" |2’ — x}| < e1,|y — yo| < €2, Re &, > 0, |[Imax,| < &1}

A= {(x,Y(xn;x’,y); E(O)a —@(wn;x’,y)), (x,y) € O}

E ={(z,2) e C*": |2’ —x}| <&, Rexp, >0, |Imz,| <&,

|2 = Y (wn; 25, 90) | < ex(L+ |wnl)}

Lemme 5 Soit 7 : A — C" x C" la projection de A sur la base i.e. w(A) =
(2, Y (xn;2',y)). Alors m: A — E est bijective

Preuve :

Il suffit de prouver que pour (z, z) € E il existe y € C" unique, avec |y —
Yo| < &2, tel que XN/(mn, x',y) = z. Compte tenu de la forme de Y donnée par
(III.2) et comme 1 = —%(x', y) on voit que cette équation est équivalente
a I’équation H(y) =y ou

, ~

1 ~ g ~
H(y) = T2z, {Z — Y(@n; 20, o) — 2izn (m 0 xO) +2Z°%(2,) — Z(an)}ero
avec Z%(x,) = Z(xn: 2h o) 5 Z(x0) = Z(zn: 2, y).
On montre alors que si £; est assez petit H est une application contrac-
tante de la boule de centre y, et de rayon €5 dans elle méme.

Lemme 6 L’application dr : TA — C?* est surjective

Preuve : Cela résulte du fait que |det %(wn; 2L y)| > O+ |za.) ,
(z,y) € O.

Corollaire 7 I existe une fonction ¢ holomorphe dans E telle que

A= {(w,z,g—z(x,z) ,g—f(x,z)> , (z,2) € B}

Preuve :
A est une sous variété Lagrangienne de C*", sa projection m : A — C?"
sur la base est propre, a une image simplement connexe et dr est surjective.

Preuve du théoreme IV.2

A est une réunion de bicaractéristiques de g = &, — p(y,n), sur lesquelles
q est constant. Comme & l'instant initial A = Ag et ¢ = 0 sur Ay (d’apres les
conditions initiales) on a ¢ = 0 sur A. Donc IV.3 résulte du Corollaire IV.5.
Les conditions (IV.4), (IV.5) et (IV.6) résultent des propriétés de ¢, ainsi
que de (IV.3).

XIX-9



Propriétés de la phase ¢ _
Tout d’abord 1'équation Y (z,; ', y) = z est équivalente & y = k(x, z) on
k vérifie

1 ! ~
n on on

On en déduit que

Op B 1 o~ ~ = '
9, W3 = 1 — 2z, {Z T 200l = Z) o (yon - inon> }

La premiere propriété que ’on déduit est résumée dans le
Lemme 8 Il existe C' > 0 telle que

2
Ima—('p(x,z) > (

82’2 m]d s V(l‘,Z) c E .

D’autre part la fonction R” — R | 2z — —Imp(z, 2) admet pour

|z" —xy| < e, [Imz,| <e,Re x, > 0, un maximum en un unique point
z = z(z) € R™. Ce point est caractérisé par Img—f(x, z(z)) = 0 et il vérifie
z(z, Rexy) = Y (Rexy; x4, yo) = y(Rex,) ou y(s) est ’équation de la projec-
tion de la bicaractéristique 7;:). On pose

(IV.9) ®(z) = —Im|p(z, 2(x))]
On a alors
Lemme 9 5

3Remnq>(x) =0

V Construction de amplitude.

La transformation du type FBI que nous cherchons est de la forme

z — y(Re )
1+ |z,

(V1) Se(x) = / e f 2 ) Yo(2)dz

ol ¢ est la phase construite au §IV, y une troncature pres de la bicar-
actéristique et f une amplitude qui sera un symbole analytique d’ordre zéro

e f =2 s AN filw,2,A) ot | fi| < CFHIEF.
Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant.
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Théoréme 10 Soit v € L*(Ty,). Soit x € C(R™) , x(t) =1 si

It] < 320, x(t) =0 si|t| > eo. 1l existe alors un symbole analytique f d’ordre
zéro elliptique dans E tel que si Uon pose I(z) = 1D, Sv(z) — 335 Pv(z) ou
S est défini en (V.1) alors il existe e* > 0,C > 0,u >0, N €N tels que si
|z — x| < &%, [Im x,| <e*, Re x, > 0 on a pour tout A > 1

[1(2)] < C* DA+ [z ) Vo 2.y -

La preuve de ce théoreme est techniquement délicate et on renvoie a [RZ] pour
les détails. Disons simplement que, comme dans le cas classique, I'existence de
f résulte de la résolution d’équations de transport du type X fy = —Q fr_1
ou X est un champ de vecteurs et () un opérateur du second ordre. Si la
résolution formelle globale ne pose aucun probleme, en revanche le fait que
I’on obtienne ainsi un symbole analytique n’est pas immédiate. Dans le cas lo-
cal, Sjostrand utilise de maniere astucieuse une méthode d’ouverts emboités.
L’application directe de cette méthode a notre cas global (en Rex,) conduit
a des estimations grossieres du symbole analytique f inadéquates a la pour-
suite de la preuve. Cependant un fait important ici est que les coefficients
de I'opérateur @) décroissent en (1 + |z,|)~(+70): ce fait est exploité ici en
couplant la méthode des ouverts emboités avec un découpage “dyadique” en
Rex,.

VI Preuve du théoreme 1.1 dans le cas des

points sortants.
Soit u € C°(] — 00,0], L?) une solution de 2* + iP(z, D,)u = 0 pour

t < 0 avec ujy—o = up. On applique la transformation S aux deux membres
de I’équation. Alors Su est solution du probleme

(VL1) <%Su + )\%Su) (t,x) =iN?I(t,x) ,t <0
SU(I‘,O) = SUO(-'L‘)

ou I a été définie au théoréme V.1.
On en déduit

(VI.2)
Su(t,z,\) = Sue((z', z, — M), \) + z')\2/ I(o, (2,2, + Ao — t)))do
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Proposition 11 Supposons que e*?luy € L*(I,,) pour certains 6, > 0 ,
go > 0. Il existe c* >0, A\g >0 ,C > 0 tels que pour tout ty < 0 il existe
n >0, u>0 tels que si |x" — xi| + |z, <e* et |t —to] <nona

|Su(t’ P )‘)| < Ce/\q)(m)_u)\HeéO‘Z‘UOHLZ(Fao)'

Preuve :

On utilise la formule (VI.2). L’estimation du terme intégral résulte du
théoreme V.1. Pour estimer le terme provenant de uy on écrit dans Sug , ug(2) =
e~ %lzledlzly puis on remarque que sur le support de x on a |z| > C/|no||to| ).
D’autre part, d’apres le Lemme IV.7, ® (2, 2, — At) = ®(x) car M\t € R.

La transformation S introduite en (V.1) n’est pas tout a fait une FBI a
z—y(Rexy)
14|z |
exponentiellement décroissant. En effet posons

cause du terme y ( ) Cependant elle n’en différe ici que d’un terme

(VIL.3) Tu(t,x,\) = / e (2 N)x(z — yo)u(t, 2)dz .

n

Proposition 12 Il existe des constantes positives £*,C' telles que pour tout
to < 0 il existe n, ;> 0 tels que pour |z’ — x| + |x,| < e* et [t —to| <n ona

I Tu(t, z, \) — Su(t,z,\)| < Cer®@—rA |ts11|p [ult, ) r2.,) -
—to|<n

On déduit des Propositions VI.1, VL.2, du théoreme IV.2 et de la Définition
I1.1 que py & WF,(u(ty,.)) pour ty < 0.

VII Propagation du font d’onde analytique
uniforme.

On s’intéresse ici a la propagation de W//\?a décrit dans la définition II.1.
Soit u € C°(R, L?) une solution de 2u + iPu = 0.

Théoréme 13 Soit p* € T*R™ \ 0 et v,- la bicaractéristique de p issue de
p*. Soit ty € R. Si p* ¢ WF,(ulto,.)) alors WF(u(ty,.)) Ny, = 0.

Idée de la preuve : -

On introduit 'ensemble F = {s € R : e*rp* & WF,(u(t,.))}. Evi-
demment F' est un ouvert non vide. Pour montrer que F' est fermé on utilise
la méme idée qu’au début de la preuve qui consiste a transformer I'opérateur
A72P en A\7'D, par une FBI T. Cependant, ici, la construction est seule-
ment locale. Comme Tu(t,z, \) est (modulo des termes exponentiellement
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décroissants) solution de (2 — )\%)Tu = 0 on a pour tous t,t' € R, tout
x e C,
Tu(t,z) = Tu(t', (', z, + At — 1)) ;

ceci permet de montrer que si p € F alors p € F et donc F est fermé.

VIII Fin de la preuve du théoreme 1.1.

Compte tenu du théoreme VII.1 et du fait que le théoréeme 1.1 a été prouvé
dans le cas des points sortants, il suffit de montrer que sur la bicaractéristique
future issue de py il y a forcément un point sortant. En effet on sait par
hypothése que |y(s)| — +oc lorsque s — +o00. On prend s; assez grand pour
que [y(s)] > 2R, s € [s1 + oof et on calcule & (y(s).n(s)). On utilise les
équations (I.4), 'hypothese (I1.3). Il en résulte que si R est assez grand et
§ >S9 0N a

y(5)1(s) > y(s2)-n(s2) + v|nol*(s — s2)

ce qui prouve que y(s).n(s) — +oo.
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