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Estimations de Strichartz généralisées
sur le groupe de Heisenberg

H. Bahouri & P. Gérard & C.-J. Xu

1 Notations et résultats

On se propose dans cet exposé d’établir des estimations de Strichartz généralisées pour
I’équation des ondes sur le groupe de Heisenberg.

Ce type d’estimations pour I’équation des ondes sur R” a une longue histoire commencgant
avec larticle de Segal [14], et a porté le nom d’estimations de Strichartz apres Iarticle fon-
damental de Strichartz [15]. Ces estimations ont été généralisées par plusieurs auteurs et
exploitées pour étudier le probleme de Cauchy et la théorie de la diffusion de I’équation des
ondes non linéaire (pour une bibliographie détaillée, voir Ginibre et Velo [6]).

La preuve de ces estimations (voir [6]) est basée sur trois types d’ingrédients: le pre-
mier consiste en des estimations spécifiques, et en particulier des estimations de la phase
stationnaire sur le groupe d’évolution associé a I’équation homogene. Le second repose sur
les découpages dyadiques et les espaces de Besov. Enfin, le troisitme utilise des arguments
abstraits de dualité et d’interpolation. La démarche que nous allons adopter dans ce travail
comprend également ces trois étapes.

Le groupe de Heisenberg H,, est I’ensemble

C" xR = {[z, s}z € C",s € R},
muni de la loi de multiplication
[2,8] - [),s'] = [z +2,s + 8+ 2Im z - 7],

ainsi H,, est un groupe non commutatif. En utilisant le systéme de coordonnées réelles (x, y, $)
obtenu a partir de z; = x; + iy;, le systeme de champs de vecteurs réels invariants a gauche
sur le groupe H,,:

Xj =0y, +2yj0s; Y; =0y, — 22055 j=1,---,n

est un systeme générateurs de 'algebre de Lie du Groupe H,,. La dimension homogene de H,,
est N = 2n + 2 (voir [12]). En posant

H'(H,) = {X;[.Y;f € L*(Hy),j =1, ,n},
dans [12, 3], est démontrée I'inclusion de Sobolev suivante
H'(H,) c L*N(N-2(H,,).
On considere maintenant le probléme de Cauchy

OFu—Ag,u=f
u|t:0 = U (1)
8tu|t:0 =u



ou
n

Am, =Y (XF+Y)).
7j=1

Le résultat principal de ce travail est ’estimation suivante que nous appellerons “estimation
de Strichartz généralisée sur le groupe de Heisenberg”.

N  2(2N-1)

Théoréme 1 Soit u une solution de probleme (1), étant donnés q € [=5, “5y—5~] et p avec
1 N N
T R
p q 2
Alors il existe Cy > 0 tel que, pour tout T >0
Il oo, pe i,y < Colllflpaqo e,y + Eo(w)/?}, (2)

ou
n

Eo(u) = D (I1X;(0, ) Z2 ) + Y5600, ) 172 e,y + 10:(0, )17 (e,
j=1

Nous allons d’abord développer une théorie de décomposition dyadique sur H,,. En d’autres
termes, nous construisons une fonction radiale ¢ € S(H,,), et pour f € §'(H,,), on pose

Aif = f e,

ol * est la convolution sur le groupe Hy,, ¢;(z,s) = 2Nip(272,2%5), et > P = 0o o &g est
la masse de Dirac en 0.

Pour pe R, et 1 < p,r < 400, B{J’J(Hn) est I'espace de distributions tempérées sur H,,
vérifiant

1/r
||u||B£,T(Hn) = (Z 2JTP||Aju||TLp(Hn)) < +o0.
JEZ
Pour la décroissance des solutions du probleme de Cauchy
Otv— Ap,v =0
U|t:0 = Up 3
Ovli=o = u1

on démontre le théoréme suivant.

Théoréme 2 i) Supposons que uy, Xjug, Yjug € LP(H,),j =1,---,n;
1 1 1 1 n 1
2 2N -1

1
p 2 2N-1" p

Alors il existe C' > 0 tel que

[o(t) ||z (a,) < C(L+]t])~H/END {Z{HXJUOHLP(Hn) + [|YjuollLocr,) b + HulHLP(Hn)} - (3)
7=1

S N—1/2-1

i1) Supposons que uy € Bﬁfl/Z(Hn),ul € B, (H,,). Alors il existe C > 0 tel que

o0l ety < OO+ 1) (ol vy + Tl b @)



Une conséquence de (4) est que, par exemple, si ug,u; € S(H,), alors
()L a1,y < C(L+]E) 712,

On peut de plus montrer par un exemple explicite que cette décroissance est optimale.
Notons que cet exposant de décroissance ne dépend pas de la dimension /N, contrairement au
cas du Laplacien usuel sur R™.

Signalons enfin que les travaux présentés ici feront ’objet d’une publication ultérieure plus
détaillée [1].

2 Théorie de Littlewood-Paley sur le groupe de Heisenberg

On rappelle brievement quelques résultats concernant la transformation de Fourier sur le
groupe de Heisenberg, pour le détail voir [9, 16].

Le groupe H,, étant non commutatif, la transformation de Fourier sur H,, s’appuie sur les
représentations irréductibles unitaires de H,,. Pour tout A # 0, considerons I’espace de Hilbert
défini par

Hx = {F; holomorphe sur C", ||F|3, < oo},

AN 2
7B = () [ e pgpas

On définit alors une représentation unitaire u* de H, dans U(H,) par la formule

W F(E) = F(€—2)eMst2AE1P/2) 5 N>
W F(E) = F(E+2)eMt2ME12P2) g\ <.

2,8

On montre que la famille (u?) az0 donne, a isomorphisme pres, toutes les représentations
irréductibles unitaires de H,, (voir [16]).
Par ailleurs, notons que les monomes

= 7(\/f/|—;\_|!§)a; a € (Z7)",

forment une base orthonormée de I'’espace de Hilbert .

Fa,)\(g)

Définition 1 Pour f € L'(H,,), on pose
F) =FNN) = [ flw)udde,

La fonction f a wvaleurs dans les opérateurs bornés sur Hy est par définition la transformée
de Fourier de f.

On a les formules suivantes:
F(Au, [N Fap = —4|N(2lal +n) f(A) Fa,

et
F(f xg)(A) = F(f)(A) o Fg)(A).



Pour f € L' N LZ(Hn) on a la formule de Plancherel

2n1

e = 2y 5 [ IO sl = 2 [ 1y AP (5)

ag( Z+

On s’intéresse maintenant & ’étude de la transformée de Fourier des fonctions radiales de
la forme

f(z,8) = g(|z], 5).
Soit f € L'(H,,) une fonction radiale, on a
FONFax = Rio) (N Fan
ol

-1
R ()) = ( mend ) [ £ LD @I e dads,

les L%’) (t) étant les polynomes de Laguerre définis par

L) =S (1) ( mp ) ’,f, t>0.

m—k
k=0

Réciproquement, si les scalaires R, (\),m € N, A € R\{0} satisfaisant a

Z(””” >/|R NIAdA < oo,

m

et on pose
an—1 —i)s n— —|Allz[2| y|n
£8) = S X [ € P Rm LG D@ I AP,
m
On a alors

f(A) aA—R|a\( ) a,\s

et Nous prenons maintenant une fonction particuliere R* € C§°(Cp), ou Cp = {7 € R; 1/2 <
|7| < 4} et définissons R}, (1) = R*((2m + n)7), donc R}, € C§°(Cy,) avec C;, = {17 €
R; 1/22m+n) ! < 7| < 4(2m + n)*l}. Comme dans [2, 4], on peut choisir R* vérifiant,

ZR* ) =1, pour tout m € N,7 € R\{0}.
JEZ

Par ailleurs, on a

> ( T )/mev)wm

m!(n —1)!

1
_ ymanz Lt 2m+n)*”*1/ IR*(V)||A"d < oo.
m Co

Il existe donc une fonction radiale ¢ sur le groupe de Heisenberg satisfaisant a

@(A) R|a‘( ) a,\y
et )
2n= . " _ _ 2
plevs) = S X [N R LETD @) VA (6



Lemme 1 On a

v € S(Hy); /cpd3:0.

La démonstration de ce lemme n’est pas du tout triviale, il faut utiliser les proprietés spéciales
des polynomes de Laguerre, voir [1]. .
On peut donc définir une famille d’opérateurs A; : L*(H,) — L?*(H,),j € Z, par

F(AG 1N Fapr = Rjy (2770 f(A) Far.

Pour f € L?(H,), la décomposition _
F=> Af
JEZ
s’appelle décomposition de Littlewood-Paley de f sur le groupe de Heisenberg H,. Cette
notion peut étre formellement généralisée & des distributions tempérées f € S'(H,,).
On donne la définition des espaces de Besov homogenes comme dans [17].

Définition 2 Soient p € R, et 1 < p,r < +o0o deux réels, ’espace de Besov homogéne sur le
groupe de Heisenberg B;,’,T(Hn) est ’espace de distributions tempérées vérifiant

1/r
H“HB:{;,T(H“) = (Z 2jrp||Aj“||er(Hn)> < +o0.
JEZ

On a L*(H,) = BY,(H,), et le dual de Bf .(H,) est B;?(H,), avec 1 = 1/p+1/p,1 =
1/r+1/r,1 <p<oo,1<r < oo, et'inclusion continue
BP

Pl,T(Hn) C BpiN(l/plil/p?)(Hn) sipr < pa.

p2,T

L’espace de Besov non-homogene sur le groupe de Heisenberg B;,’,T(Hn) peut étre défini comme
dans le cas classique.

On démontre aussi U'injection de Sobolev précisée sur le groupe de Heisenberg (voir [5]
pour le cas classique).

Théoréme 3 Soient 1 < p < 00,0 < p < N/p, on a alors linclusion continue suivante:

pN

Bg,p(Hn) C L*(H,), avec a=
et on a aussi l'inégalité de Sobolev précisée

1-2 e
Julzeqaa,) < Cllull iy, lul g

00,00

3 Estimations de Strichartz dans les espaces de Besov

On étudie maintenant le probléeme de Cauchy (1), on définit deux familles d’opérateurs Uy
et A; par .
F(US) N Fap = eV f(X) Fp,

et
F(Af) N Fap = ajo)(A 1) f (V) Fax,



avec

in(by, ()t
ba() = (A2 + 1), am(A, 1) = S2bmND,
b ()
On en déduit que I'opérateur % est défini par
dA .
f(d—ttf)(A)Fa,)\ = cos(b‘a|()\)t)f()\)pa’)\‘

En utilisant la formule de Plancherel (5), on a que Uy est une isométrie sur L2(H,,), A; est un
opérateur continu de L2(H,,) dans H!(H,), et % est continu de L?(H,) dans L?(H,). On
a aussi Ag =0, &),—o = I et [4}, Am, ] =0, [%, An,] =0.

De plus, la solution du probleme (1) est de la forme u = v + w, o v est la solution de
I’équation homogene avec les mémes données initiales,

Otv— Ap,v =0
U|t:0 = Up 3
3tv|t:0 =uj

et w la solution de I’équation non homogene avec des données de Cauchy nulles,

OFw — Ag,w=f

w|t:0 =0
8tw|t:0 = 0
On a donc
dA
u(t,) = —Lug + Agug; (7)
dt
dA
ow(t,) = Alm,uo+ —Luy;
dt
¢
w(t,:) = Ap_p f(t',-)dt' (8)
0

LdA;
ol = [ Lt

Par ailleurs, L étant un des opérateurs précédents, on définit les opérateurs retardés et avancés
de L par

Lr(t) = x+(#)L(t), La(t) = x-(£)L(?),

ou y+ étant la fonction caractéristique de Ry en temps. On peut alors écrire

w(t,) = (Ar* x+f)(),
dAt

dw(t,") = ((E)R * X+.f) (1),

ou *; est la convolution sur Ry.
La donnée initiale (ug,u1) du probleme (1) sera précisée dans l'espace
v!=H'(H,) P L*H,),
Maintenant pour N = 2n + 2 et 2 < r < 0o, on définit les indices suivants:

afr) =3~ )= (N~ alr), dr) = Na)



et Iindice de Holder 7 associé a r défini par

Pour les espaces de Besov Bf}Q(Hn), on note simplement B?(H,,). On va démontrer les esti-
mations de Strichartz généralisées suivantes.

Proposition 1 Soient p1,p2 € R, et 2 < q1/2,q2/2,71,72 < 00, et supposons que les condi-
tions suivantes sont satisfaites

2
0<—< 04(7“7;), pour 1 =1,2;
qi
1
p1+6(r)——=1,
q1
1
P2 +(5(’/’2) ——=0.
q2

1) Soit (ug,u1) € Y, alors pour tout intervalle I C R, v définie par (7) satisfait a ’estimation
lv; L9 (1, B2 (FL))| 4+ (1050 L% (1, BEE (H)) || < C|l (o, ua); Y-

2) Pour tout intervalle I = [0,T[,0 < T < oo, la fonction w = Ag *; x+f définie par (8)
satisfait o lestimation

Jw; L% (I, BE (H,,))|| + [|0pw; L (I, B2 (H,))|| < C(||f; L (I, By,* (H,))|).

Les constantes C dans 1) et 2) étant indépendantes de 1.

Preuve du théoréme 1 a partir de la proposition 1

Soit u la solution du probleme (1), alors u = v + w, avec v est w les fonctions définies par
(7) et (8).
Si0 < p; < N/r1,2 < q,rg, Pinégalité de Sobolev et la partie 1) de la propsition 1 donnent
lo; L% (I; L(H,) ) || < Cllo; L (T; BY (Hy)) || < CEo(u, 0)?,

avec ¢ = (1 N)/(N —rip1) et 1/q1+N/q = N/2—1. Prenons encore 2/q; = a(r1) =1/2—1/r;

et r1 tel que
0< _1+1<1 1) N(l 1><N
=pP= 2\2 71 2 1 7“17

c’est-a-dire (remarquons qu’on a toujours N > 4)

202N — 1)
2<r < —=
="=T9N 5
on a donc démontré (2) pour v avec
2N N 22N — 1)
<qg= < .
N -2 N—rp— 2N-5



Dans le cas classique sur R" pour le Laplacien usuel, I'inégalité a lieu pour

2 2 1
n <q= rn < (n+ )
n—2 n—rip1 n—3

Donc on a une perte de I'indice.

Pour w = Apr *; x4 f, on utilise la partie 2) de la proposition 1 avec les mémes conditions
pour les indices p1, 1,71, et choisissons maintenant g = co,ro = 2, po = 0, on a, en utilisant
I’inclusion de Sobolev,

Jw; L9 (I; L9 (H,,)) | C|lw; L9 (I; BS (H,,))||

<
< C|f; L'(I; L*(Hy)) |,

d’ot 'estimation (2) pour la fonction w. On a donc démontré le théoreme 1.
Le théoreme 2 resulte du lemme suivant, qui nous sera également utile pour établir la
proposition 1.

Lemme 2 Pour la fonction ¢ définie par (6) et la famille d’opérateurs Uy, on a l’estimation
susvante:

sup |Up(z,s)| < Cp min{1, |t|71/2}.
(z,5)€H,

Pour démontrer ce lemme, on a besoin de I'estimation de la phase stationnaire suivant
(voir [13]).

Lemme 3 Soient a € C}(R) et b une fonction réelle de classe C? définie sur un vosinage de
Supp (a). . Supposons que 0 < X < |b"(z)| pour x € Supp (a), alors

 ib(x)
e’ Wa(x)dx

—o0

< CA Y {Jlallze + || 11},

ou C est une constante indépendante de a,b.

Il découle des propriétés des polynomes de Laguerre (voir [8]), que pour tout o € N, il
existe une constante C,, telle que, pour tout y > 0,m € N,

d
(@) (1)) Y/2 =) () e v/2 a
L) (w)e |+\y 5 (LD we )| < Cam,

On démontre maintenant le lemme 2, on rappelle que

2n—1 400 Cids i N n ZIAllzI2\ m
Uip() = —p 0 [ e et R, (VLG D (2 |22)e A an
m J—0

Etudions chaque terme

+00

Im(t,z,s) — / efi)\sei\/4|)\\(2m+n)tR:n()\)L£r7szl)(2|>\||z|2)€—\)\||z|2|>\|nd>\.

—o0

En posant A\(2m + n) = x, on obtient

- Ly (2l e o
Ltos)= [ eome@pempov (2T aperzyemem 2",
(t,2,5) /(;0 ¢ R (x) Ly 2m +n ¢ (2m + n)ntl .



ol gmt(x) = 2t\/]z| —xs/(2m +n). On a

") = —1/2tw*3/2, x>0
I\ =N 1 94(—2)732, <0

Donc pour z € Cy = Supp R*,

V2
I ()] > ?t-

En appliquant le lemme 3, on obtient

L

D’autre part,

L (t, 2, 8)| < Cplt| /2 {m ™2+
d o (2227 i |z|"
LA prpp-D [ ZEUET ) a2/ @many 1P
dr (R () Ly, <2m+n € (2m + n)ntl

2
‘R*/(x)L%z—l) <2|$||Z| >6—|m||z|2/(2m+n)|x|n

< C mTL—l’
2m+n ="

d o (22|22 e
* “ (n—1)  2I=11=1 |z||z|?/(2m+n) n
‘R (x)dm <Lm <2m+n ¢ =1

et

= ‘R*(m)ydi; (L%l_l)(Qy)e_y) || < Cpm™ 1,

y=z|z|?/(2m+n)

d o (212|212 e
2 p* (n—1) [ 221~ 2|2]*/(2m+n) | .0
dx <R (%) Lin <2m+n ¢ =]

d’out

< C,m™ L.

On a donc démontré
|Im(t7 Za 3)| S Cn|t|71/2m727

d’ou _
Urp(z, )] < Cult] 2> m ™2 = Cplt| /2,
m

On a aussi
Uigp(z,)| < G Som L @m+ ) [ R @)l de = G,
m Co
d’ou le lemme 2.

Preuve du théoréme 2

On a d’abord

2n-! C ixs i * (9—2jy\ 7T (n— —\lJz[2 \|m
Uppj(z, ) = WZ/ ¢ A8 gibmNERY (9721 \YL(-1) (9] \]2[2) eI A,
m o0

En utilisant le changement de variable \' = 272}, on a

on—1 o0 _iN (22 ) o
Uigi(2,9) = g 3 [ e V@m0
xRy (X)L (2] N]]27 2[2) e VI A N 2ni 9% g )

= 2M(Uyp)(272,2% s),



d’ol, grace au lemme 2,

sup |Uppj(z, )| < Cp min{QNj, |t|71/22j(N71/2)},
(z,5)€H,

qu’on peut I’écrire sous la forme
1Uspjll Lo () < Cmin{2M, [~ H/22/ (V=12 (9)
Soit & présent f une fonction suffisamment réguliere sur H,,, on a alors
U(f *¢j) = (Uf) x ;= f * (Urpj).
Soit ©; = @11+ @; +@j 1, 0na
(ULf) x5 = Ue(f * ¢5) = U f * @5 * 85) = Ue(f * @5) * @5 = [ 05 * (Ur;).-
L’inégalité de Young donne
1(ULf) * jllpeem,) < I * @il @) IUbjl Lo m,,)
En utilisant (9) pour @;, on en déduit
1(Uf) * ill oo,y < Cmind2N7, e /2292 | 1
Par ailleurs, 'opérateur Uy est unitaire sur L2(H,,), on a alors
1(ULf) * pille@,) = 1U(f * )l 2@,y = I1f * ©ill2@,)-
Interpolation entre ces deux estimations, on obtient pour 2 < r < o0,
1(Uf) * @jllr g,y < Cmin{2200), 1= C220OY | £ 5 05| 1

En multipliant Pestimation ci-dessus par 277(") et prenant la norme dans 12, on obtient

—a(r)
101 st g,y < OO+ 1) oo g (10)
Posons
11 1 1_1, 1
r 2 2N-1" 7 2 2N-1’
alors r > 2,a(r) = 1/(2N — 1), B(r) = 1/2, donc

10 vz g,y < COH YYD gy -

Maintenant pour r» > 2, on a

dA dA
1= ol eny < 1) 0l oo gy ) < 10U a0l oo gy

< Cu(L+|t) VDA, M uoll gz gy ) < Cn(L+ 1) YN D luoll 5y, -

H,) —
et

Al e,y < 1(AR,) U |l e,y < 10(AR,) ™ 4u B2,

< Cu(L+ )TN (Am) ™ il g1 gy < Co(L 4 1) YN Jun o, .

10



d’otui 'estimation (3).
Pour (4), on pose, dans (10) r = +o00,7 = 1, donc a(r) =1/2,5(r) = (2N — 1)/4, d’ou

||Utf||B;(2N*1)/4(Hn) < C(l + |t|)71/2||f||B§2N*1)/4(Hn)'

Posons f = (Ag, )N =1/8y,,

dA; _
| ——uollpee a1,y < C(1+ [2]) 1/2||7»Lo||]9§2N—1>/2

dt (Hyp)’

et

—1/2
[Avurll oo 1) < 1Urusll gt g,y < C(1+ [2]) / ||“1||B§2N—1>/2—1(Hn)'

D’ou le théoréeme 2.

Preuve de la proposition 1

On suit de pres Ginibre-Velo [6]. D’apres les définitions de v et w et les définitions de Ay
et %, les inégalités de la proposition 1 découlent des inégalités correspondantes sur U;. En

effet, on a

dA; —1/2
= ullpom,) < 10l Al e, < 1(As,) 200l @,y
dt
pour tout 1 < p < 400, et puisque ces opérateurs commutent a la décomposition de Littlewood-
Paley, on a des estimations analogues avec les espaces de Besov. .
De plus, l'opérateur (Ag,)%? est un isomorphisme de B? dans B~ pour tout p,d € R.

Il suffit donc de montrer les inégalités suivantes:

1Uyus LU (R, BPH(H,))|| < Cllullz2m,), (11)
U * f5 L9 (1, BEH(Hy)) || < CILf, L% (I, By (Ha))l, (12)

pour tout I C R, et
[Ug * f; LO(1, BfE(Hy))|| < C|lf, L% (1, By, (Ha)) |, (13)

pour tout I = [0,7[C R, sous les conditions 0 < 2/¢; < a(r;) et

1
pi+0(r;)——=0, pour i=12.

qi

D’autre part, si g1 fixe, ||-; L9 (I, B,é’ll(Hn))H croit avec pp, donc avec 1/rq, il suffit donc de
démontrer les inégalités (11), (12) et (13) pour la valeur maximale de 1/r;, en autre termes,
pour «a(ry) = 2/q1. _
Siqs fixe, || -5 L% (I, B.,”*(Hy))|| décroit avec pa, donc avec 1/79, il suffit donc de démontrer
les inégalités (12) et (13) pour la valeur maximale de 1/ry, en autre termes, pour a(rz) = 2/qs.
Donc pour démontrer la proposition 1, il suffit de démontrer les inégalités (11), (12) et
(13) pour les indices

1 __Oz(?“i) N ._1 1 I, .
pi_;—ﬁ(rz)— 5 —5(7%)——5(7‘z)—(§—N)(§—r—i)v =12

11



Soit f une fonction définie sur H,, dépendant aussi du temps ¢, nous écrivons I'estimation
(10) sous la forme

U £ (#); By PO ()| < C(1t — ¢~ @ £(#); BED (1L,,)]].

Soit 0 < % = «(r), et soit I C R un intervalle, en intégrant par rapport a ¢, prenant la norme
L? en temps t, on obtient,

. t
Ury *¢ f5 L1, B, 70 (H,))| < CII/O (It = t'l)*“(”||f(t')||Bg<r>(Hn)dt'||Lq(1)-

Par 'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev en temps ([7], p. 117),

t
—a(r .77 58(r)
I 1= O o g, 2 ooy < IS LA BEO (L)L
car quon a a ici 1/g+1 = a(r) +1/g. On a donc démontré
Uy ¢ f5 LU, B PO )| < C|Lf: 29I, B (1,)]), (14)

ou Ugy désigne U ou Ug. Maintenant dans le cas retardé ou non, I'estimation (14) correspond
au cas diagonal (q1 = g2, = r2) du cas limite 2/q; = a(r;), i. e. p; = —3(r;). Pour le cas
en dehors de diagonal, on utilise ’argument arbitraire de dualité comme dans [6, 18], voir le
détail de démonstration dans [1]. On a donc démontré la proposition 1.
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