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Pa r t i e l l e s

1996-1997

Jean-Marc Delort
L’équation de Klein Gordon à données petites
Séminaire É. D. P. (1996-1997), Exposé no V, 13 p.

<http://sedp.cedram.org/item?id=SEDP_1996-1997____A5_0>

U.M.R. 7640 du C.N.R.S.
F-91128 PALAISEAU CEDEX

Fax : 33 (0)1 69 33 49 49
Tél : 33 (0)1 69 33 49 99

cedram
Article mis en ligne dans le cadre du

Centre de diffusion des revues académiques de mathématiques
http://www.cedram.org/

http://sedp.cedram.org/item?id=SEDP_1996-1997____A5_0
http://www.cedram.org/
http://www.cedram.org/


� L��equation de Klein�Gordon �a donn�ees pe�

tites�

Soient u� et u� deux fonctions r�eguli�eres sur
prouv�ee par Klainerman ��� et Shatah ���� Reprenant et pr�ecisant les

estimations de Klainerman	 H
ormander ��� a montr�e qu�en dimension 	 le
temps d�existence T� de la solution v�eri�e lim � logT� � �� et a conjectur�e
l�existence globale� Ce r�esultat a �et�e obtenu par Georgiev�Popivanov �� pour
certaines non�lin�earit�es	 puis par Kosecki ��� pour toute non lin�earit�e v�eri�ant
une condition nulle convenable� L�existence globale pour toute non lin�earit�e a
�et�e obtenue par Simon et Ta�in ���� par des techniques d�alg�ebres de Lie� Une
preuve plus analytique	 reposant sur l�utilisation de l�in�egalit�e d��energie et des
�champs de Klainerman�	 a �et�e r�ecemment publi�ee par Ozawa	 Ttsutaya et
Tsutsumi ���� En dimension �	 H
ormander a prouv�e que	 pour des donn�ees
C� �a support compact	 lim �

p
T� � ��	 et a conjectur�e que la solution

existe sur un intervalle de temps de l�ordre de ec��
�

�et qu�elle est m�eme
globale pour certaines non lin�earit�es�� Cette conjecture a �et�e d�emontr�ee
dans le cas semilin�eaire par Moriyama	 Tonegawa et Tsutsumi ���	 pour des
donn�ees assez r�eguli�eres	 et assez d�ecroissantes �a l�in�ni�

Nous nous proposons ici de revenir sur ce probl�eme	 en dimension �	 pour
des donn�ees faiblement d�ecroissantes �a l�in�ni �i�e� dont le comportement �a
l�in�ni n�est pas meilleur que celui d�une fonction L���

On consid�ere ici le syst�eme semi�lin�eaire en dimension � d�espace

�U � U � F �U� �tU� �xU�
Ujt�� � �U�

�tUjt�� � �U�

���

o�u U�t� x� � �u��t� x�� � � � � um�t� x�� est d�e�nie sur un ouvert de R�	 �a valeurs
dans Rm	 et o�u F est de la forme suivante �

F �U� �tU� �xU� � G��U� �
X

��i�j�m
G�

ij�U�q���tui� �xui � �tuj� �xuj���

�
X

��i�j�m
G�

ij�U�q���tui� �xui � �tuj� �xuj�

o�u q��T�X�T �� X �� � TT � �XX �� q��T�X�T �� X �� � TX � � T �X�G�� G�
ij� G

�
ij

sont des polyn�omes en U 	 G� �etant nul �a l�ordre  en U � �� On suppose
donc F combinaison lin�eaire de �formes nulles� telles qu�elles sont d�e�nies
par Kosecki dans ����

V��



Th�eor�eme � Soit N � � un entier �x�e� Il existe C � � tel que pour tout
couple �U�� U�� dans la boule unit�e de HN�R� � HN���R�� le probl�eme ��	
admette� pour � ���� ��� une unique solution U � C���� T�� T��� H

N��
C����T�� T��� H

N���� dont le temps d
existence T� v�eri�e T� � c���j log �j���

Dans le cas o�u la non lin�earit�e F est de la forme rUG�U� pour une
fonction C� G	 nulle �a l�ordre � en �	 on a un meilleur r�esultat �

Th�eor�eme � Supposons F �U� � rUG�U�� Il existe �� � � tel que pour
toutes fonctions �U�� U�� dans la boule unit�e de H��R�Rm� � L��R�Rm� le
probl�eme ��	 admette� pour � ���� ���� une unique solution U � C��R� H�� �
C��R� L���

D�emonstration � Comme H��R� est une alg�ebre	 l�existence locale est
claire� Posons

E�U� t� �
�



Z
���tU�� � ��xU�� � U��dx�

Z
G�U�t� x��dx ����

On v�eri�e que	 pour tout t dans le domaine d�existence de la solution	
E�U� t� � E�U� �� � ������ Comme j R G�U�t� x��dxj � C�kU�t� ��k�H� 	 si l�on
pose g�t� � �kU�t� ��k�H� � k�tU�t� ��k�L����� et ��y� � �

�
y� � C�y

�	 il r�esulte
de ��� que l�on a ��g�t�� � E�U� �� � C�� pour tout t dans l�intervalle
d�existence de la solution locale�

Comme y��� � ���� on a	 pour tout t dans le domaine d�existence de la
solution	 y�t� � C �� o�u C � est d�e�nie par la �gure� L�existence globale en
r�esulte�

Pour prouver le th�eor�eme �	 on ne dispose pas de quantit�e conserv�ee	 et
on va d�emontrer le th�eor�eme par r�eduction �a un r�esultat d�existence locale�
Si h � � est un param�etre	 posons Uh�t� x� � U�t�h� x�h� � Uh

j �x� � Uj�x�h�
j � �� �� Alors U est solution de �� si et seulement si Uh v�eri�e

�Uh � �
h�
Uh � �

h�
F �Uh� h�tU

h� h�xU
h�

Uh
jt�� � �Uh

� � V h

�tUjt�� �
�
h
Uh
� � W h�

���
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Notons pour s � R � N � N � Hs
N�R� l�espace des fonctions �Uh�h���� �

�
		 qui

sont dans L� �a h �x�e et v�eri�ent en outre

k�Uh�hk�Hs
N

def
� sup

h

�Z
jbUh�	�j��� � hj	j��Nd	h��sj loghj�

�

 �� �� �

Le th�eor�eme � va r�esulter de �

Th�eor�eme � Soit N � � un entier �x�e� Il existe � � � tel que pour tout
couple �V h�W h� dans H

���
N �H

����
N�� � de norme dans cet espace major�ee par

�� le probl�eme ��	 admette une unique solution �Uh�h � C���� �� ��� H
���
N � �

C���� �� ��� H
����
N�� ��

Ce th�eor�eme entra�!ne le th�eor�eme � � Si on lie � et h par la relation
� � �h���j loghj����	 on v�eri�e que V h � �Uh

� � H
���
N et que W h � H

����
N��

avec une norme dans ces espaces en ����� Pour � 	 � on obtient donc une
solution Uh �a � � qui fournit par changement d��echelle une solution �a ��
d�e�nie sur un intervalle �� ��h� ��h� avec ��h 
 C���j log �j���

Remarque � Le fait que U� et U� ne soient que faiblement d�ecroissantes
�a l�in�ni emp�eche d�utiliser	 dans la preuve du th�eor�eme �	 une quelconque
r�egularit�e de la solution par rapport �a la rotation hyperbolique t�x�x�t� Les
estimations qui vont nous permettre de prouver le th�eor�eme ne vont pouvoir
reposer que sur l�utilisation de la courbure de la vari�et�e caract�eristique	 par
une m�ethode similaire �a celle de Bourgain ���	 dans le cas de l��equation de
Schr
odinger p�eriodique	 et de Klainerman�Machedon � � pour l��equation des
ondes�

� Espaces de Sobolev ��microlocaux et pro�

duits de distributions�

La vari�et�e caract�eristique de l��equation de Klein�Gordon semi�classique que
nous consid�erons est donn�ee par  � � �

h�
� 	�� Introduisons	 comme Bour�

gain ��� ou Klainerman�Machedon � � l�espace de Sobolev �microlocal associ�e�
Notons

"�
jk�� 	� � �f����g�f�j���j�j��jg�f�k���j��

p
��h�
��j��kg���

pour j � � � k � � et d�e�nissons de m�eme "�
j� ou "�

�k en rempla#cant la
troncature sur une couronne par �fj��

p
��h�
��j��g ou �fj�j��g respectivement�

Pour u � L��R��	 posons $�
jku � F���"�

jk�u�� On a Id �
P

jk $


jk�

P
jk $

�
jk�
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D�e�nition 	 Soient s� s� � R � N � N� On dit qu
une famille �uh�h est

dans Hs�s�

N si et seulement si� pour tout h �x�e� uh � L��R�� et s
il existe une
constante C � �� et une suite �cjk�h��jk v�eri�ant %j�%kjcjk�h�j�� � � telle
que

k$�
jkuhk � Chsj loghj�����ks

�

�� � jh � kh��N���

pour tous j� k et tout h ���� �
�
�� k�k d�esignant la norme L��

On utilisera ici ces espaces essentiellement dans le cas s � �
�
et on posera

alors ���� � h���j loghj����� On �ecrira j 	 j � si j � j �� et j 
 j � si jj�j �j �
�� Alors	 si un produit $�

j��k����$
�
jku��$

�
j�k�v�� n�est pas identiquement nul	

on a soit j 	 j � 
 j ��	 soit j � 	 j 
 j ��	 soit j �� �  � j 
 j ��
Le premier probl�eme �a r�esoudre pour prouver le th�eor�eme � est l�obtention

d�estimations pr�ecises pour $�
j��k����$

�
jku��$

�
j�k�v�� lorsque u et v sont dans

H
�������
N � C�est l�objet de la proposition suivante �

Proposition 
 Il existe une constante C � � telle que pour tous indices
j� j �� j ��� k� k�� k�� v�eri�ant k� � k � k�� et toutes fonctions u� v dans L��R�� on
ait

k$�
j��k����$



jku��$



j�k�v��k ����

Ck
��� inf������ h����k���� � ��h�����k$


jkuk k$

j�k�vk

o�u &' � min�j� j �� j ����

Dans l�estimation ���	 l�in�egalit�e obtenue en ne retenant que le premier ar�
gument de la borne inf�erieure r�esulte de l�in�egalit�e �el�ementaire qui a(rme que
l�on peut contr�oler la norme L� de $


jku �a partir de j��
k��k$

jkukL� i�e� en

perdant une demi�d�eriv�ee en x et une demi�d�eriv�ee en t� L�in�egalit�e ��� sera
obtenue en exploitant la courbure de la vari�et�e caract�eristique et en utilisant
la m�ethode d�orthogonalit�e mise au point par Bourgain ��� pour l��equation de
Schr
odinger et par Klainerman�Machedon � � pour l��equation des ondes� Le
terme h����k�� dans ��� repr�esente la perte en d�eriv�ees rempla#cant ���� � il
signi�e que l�on peut remplacer une perte d�un quart de d�eriv�ee par rapport
�a toutes les variables par un quart de d�eriv�ees relativement �a l�involutive
donn�ee par la vari�et�e caract�eristique� Le facteur ��� ��h���� provient du fait
que la courbure de la vari�et�e caract�eristique s�annule lorsque la fr�equence
tend vers l�in�ni� Ce facteur de perte sera compens�e dans les estimations
permettant de prouver le th�eor�eme � par le fait qu�un �el�ement de H

���
N peut

�etre d�eriv�e N fois par rapport �a h��

V��



D�emonstration de la proposition � Notons f � $

jku � g � $


j�k�v� La
transform�ee de Fourier de l�expression �a estimer s��ecrit

"j��k���� 	�

Z
�f� �  �� 	 � 	���g� �� 	��d �d	� ����

Soit �� 	�  �� 	�� dans le support de l�int�egrant� On a alors � �� 	�� � Supp "

j�k�	

� �  � � 	 � 	�� � Supp "

jk� Ecrivons

 �  �  � �
p

��h� � �	 � 	��� �  � �
p

��h� � 	�� � F �	� 	��

avec F �	� 	�� �
p

��h� � �	 � 	��� �
p

��h� � 	��� On a donc	 puisque k� �
k � j � F �	� 	��j � �k� Si l�on pose	 pour 	 �x�e	

Ck � f�� 	�� � j � F �	� 	��j � k
�g
on constate que	 pour I intervalle de R	 et 	 �x�e	Z

���I
�f� �  �� 	 � 	���g� �� 	��d �d	�

n�est pas identiquement nulle seulement lorsque  � Ck � I � f � � 	� � I
avec �� 	�� � Ckg�

La m�ethode de Bourgain ��� consiste �a �ecrire l�espace des 	� comme r�eunion
disjointe d�intervalles I�	 de longueur aussi petite que possible	 et tels que les
Ck � I� soient deux �a deux disjoints pour j� � ��j � 	 ce qui entra�!ne que
les int�egrales correspondantes d�e�nissent une famille de fonctions presque
orthogonales dans L��d	d��

Pour prouver la proposition	 il convient d�appliquer l�id�ee pr�ec�edente
d�une part lorsque 	� d�ecrit un voisinage du point critique 	� � �

�
de F �	� ��	

et d�autre part lorsqu�il reste hors d�un tel voisinage� Nous allons traiter
uniquement la premi�ere situation i�e� �etudier l�int�egrale

cW �� 	� � "�
j��k���� 	�

Z
j	j�j�j����

�f� �  ��
	


� ���g� ��

	


� ��d �d� �����

Nous utiliserons �

V� 



Lemme � Il existe c � � telle que pour tous ��� �� de m�eme signe� v�eri�ant
j��j 
 j	j����� j��j 
 j	j���� on ait

jF �	�
	


� ���� F �	�

	


� ���j � ch

�� � hj	j�� j�
�
� � ���j �����

Ecrivons alors cW �� 	� � "�
j��k���� 	��

P
��N� �w



� � �w�

� �� o�u

�w�
� �� 	� �

Z
j	j�j�j����

�f� �  �� 	�� ���g� �� 	� � ���f
p
�L��	�p�
�Lgd

�d�

o�u L � �p
c
k��h�������j

��

h����	 c d�esignant la constante de ���� Si �� 	� est

dans le support de "�
j��k�� �w



� et dans celui de "�

j��k�� �w


�� avec j����j � 	 il existe

� ��� ���� �
�
�� ��� avec � �  �m�

�
�
� �m� � Supp "


jk� m � �� � � �m�
�
�
� �m� �

Supp "

j�k�� m � �� �

p
�L � �� �

p
�� �L�

p
��L � �� �

p
�� � �L�

Ecrivant

F �	�
	


� ���� F �	�

	


� ��� �

p
��h� � �	�� ���� � � �  ��� �

r
��h� � �

	


� ���� �  ��

�
p

��h� � �	�� ���� � � �  ����
r

��h� � �
	


� ���� �  ��

on constate que jF �	� �
�
� ���� F �	� �

�
� ���j � ��k� Comme j	j 
 j

��

	 ���
permet de minorer cette m�eme quantit�e par

ch

�� � hj����
j��� � ���j �

ch

�� � hj����
L� � ��k���

par choix de L	 d�o�u une contradiction� Par cons�equent	 les �w

� �resp� �w�

� �
sont deux �a deux presque orthogonaux� On a donc

k
X
�

"

j��k�� �w



� k�L� �  

X
�

k"�
j��k�� �w



� k�L�����

et de m�eme pour �w�
� � Par d�e�nition de �w


� �

j"�
j��k�� �w



� �� 	�j �

Z
j	j�j�j����

j �f� �  ��
	


� ��jj�g� �� 	


� ��j�fp�L�	�p�
�Lgd	d� �

�
�Z

j �f� �  �� 	�� ��j�j�g� �� 	

� ��j��fp�L�	�p�
�Lgd

�d�
����

�
k

�

Lp
�� �

����
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compte�tenu du domaine de variation de  � et � dans l�int�egrale� On a donc
une majoration de ���� par ck

�

Lk �fk�L�k�gk�L� � Compte�tenu de la valeur de

L	 la contribution decW �a ��� s�estime par la quantit�e voulue	 en utilisant que
sur le domaine d�int�egration de ����	 j 
 j � 
 j ��� La proposition s�obtient
en combinant l�estimation de W qui vient d��etre obtenue avec une estimation
analogue de la contribution �a ���� de l�int�egration pour j	� � �

�
j � j�j

���
�

Le m�eme type d�arguments permet de prouver �

Proposition � Avec les notations de l
�enonc�e de la proposition � 

k$�
j��k����$



jku��$

�
j�k�v��k����

� ck
��� inf������ h����k���� � h inf�j� j

�

������k$

jkuk k$�

j�k�vk�

On remarquera que lorsque j �� 	 j et j �� 	 j � �i�e� dans le cas de
l�estimation correspondant �a l�interaction microlocale non lin�eaire de deux
directions presque oppos�es� l�estimation �� � est strictement plus mauvaise
que ���� Utilisant une m�ethode de dualit�e	 il est ais�e de d�eduire des propo�
sitions  et � une majoration valable pour tout triplet d�indices � Soient
�k� k�� k���� �j� j �� j ��� des �el�ements de N� et �e� e�� e��� � f���g�� Notons
�k�� k�� k��	 �j�� j�� j��� �e�� e�� e�� les images de ces �el�ements par une m�eme
permutation de G� telle que k� � k� � k�� On a alors �

Th�eor�eme  Il existe C � � telle que pour tous triplets de la forme pr�ec�edente
et toutes fonctions u� v dans L��R�� on ait 

i	 Si k� � k�� et e� � e� ou bien k� � k�� et e� � e� on a

k$e��

j��k����$
e�

j�k�v��$
e
jku��k �

C inf������ h����supk��k������ � h inf�j�� j��������� �

�infk��k����k$e�

j�k�vk k$e
jkuk �

ii	 Dans les autres cas� on a l
estimation obtenue en rempla�cant dans ���	
inf�j�� j�� par ���

V��



� Preuve du th�eor�eme d�existence�

Le th�eor�eme � va s�obtenir par un point �xe	 et l��etape essentielle consiste
�a montrer que si �Uh�h est dans H

�������
N � �

h�
F �Uh� h�tU

h� h�xU
h� est dans

H
���������
N�� � Commen#cons par �etudier le cas des nonlin�earit�es quadratiques �

B�u� v� � �
h�
uv

B�u� v� � ��tu���tv�� ��xu���xv�
B�u� v� � ��tu���xv�� ��xu���tv� �

����

Th�eor�eme � Soit N � � un entier �x�e� L
application �u� v� � B�u� v� est

bilin�eaire continue de H
�������
N �H

�������
N dans H

���������
N�� �

Pour d�emontrer le th�eor�eme	 �ecrivons pour tout e�� � � �

$e��

j��k���B�u� v�� �
X
e�e�

X
j�j�

X
k�k�

$e��

j��k���B�$e
jku�$

e�

j�k�v�� �����

Il faut montrer une estimation de la forme

k$e��

j��k���B�u� v��k � Ccj��k���h�h
����k

������ � j
��

h� k
��

h��N
�����

avec
P

j���
P

k�� jcj��k�� j�� � �� Pour cela	 on utilise les estimations du th�eor�eme
�	 les hypoth�eses de structure sur B	 et la r�egularit�e suppos�ee de u et v� Nous
allons nous limiter �a l��etude de la somme suivante �X

j�j�

X
k��k
k���k

k$e��

j��k���B�$e
jku�$

e�

j�k�v��k����

lorsque e�� � e�� La transform�ee de Fourier de $e��

j��k���B�$e
jku�$

e�

j�k�v�� s��ecrit

"e��

j��k��

Z
bh�� 

�� 	� 	���$e
jku� �  �� 	 � 	���$e�

j�k�v�
�� 	��d �d	����

avec bh�� 
�� 	� 	�� � �

h�
ou � �  �� �� �	� 	��	� ou � �  ��	�� �	� 	�� �� La

forme particuli�ere des nonlin�earit�es entra�!ne le lemme suivant �

Lemme �� Supposons k� � k � k�� � k� Sur le support de l
int�egrant de
���	 on a

jb��  �� 	� 	��j � c

h
supk

��k����� � j
�

h� k
�

h� j
��

h� k
��

h����

�
c

h�
�� � ��h��� � jh��

V��



Traitons uniquement la contribution du second terme du membre de droite
de �� �a la majoration de la norme L� de ���� On obtient une estimation
en

c

h�
�� � ��h��� � jh�h����supk

��k������� � h inf�j
�

� j
��

�����infk
��k�������

�cjk�����k���� � jh� kh��Nc�j�k��
����k

����� � j
�

h � k
�

h��N

en utilisant ���	 ���� et ��� �en fait on utilise la version un peu plus g�en�erale
de ���� o�u le produit usuel est remplac�e par une forme bilin�eaire B��� ��	
version qui se d�emontre comme ������ On somme les quantit�es ��� pour
k� k� v�eri�ant k� � k et k�� � k et en j� j � v�eri�ant j 	 j � 
 j �� ou j � 	 j 
 j ��

ou j �� �  � j 
 j ��
On obtient une estimation en

h����j loghj����k
������ � j

��

h � k
��

h��N
�dj��k�����

avec

V��



dj��k�� �
X
j�j�

X
k�k�

j loghj����h������ � h inf�j
�

� j
��

������
k
����

����jh�kh��N���j
�

h�k
�

h��N ���j
��

h�k
��

h�N�������h����jh�cjkc
�
j�k�

les restrictions sur les indices de sommation �etant les m�emes que ci�dessus	
et on doit prouver que X

j��

�
X
k��

dj��k���
� � C �� �

On remarque d�abord que	 sur les indices de sommation

�� � jh � kh��N
��� � j
�

h� k
�

h��N
� �

C�� � j
��

h� k
��

h��N
��� � h inf�j� j
�

���N
�

car k � k�� et j � j ��� ou bien j � � j ��� � Par cons�equent	 le terme g�en�eral
du membre de droite de � � s�estime par

j loghj����h�����k���� � h inf�j
�

� j
��

������� � jh����� � j
�

h���

��� � ��h��� � jh��� � h inf�j� j
�

���N
�cjkc
�
j�k��

quantit�e qui se majore par

j loghj����h�����k���� � h inf�j� j
�

���N
���cjkc
�
j�k��

La somme en k�� des dj��k�� s�estime donc � puisque k � k�� dans � � � parX
j�j�

X
k�k�

j loghj����h�����k���k � ���� � h inf�j� j
�

���N
���cjkc
�
j�k� ����

Pour estimer cette quantit�e	 on utilise encore la courbure de la vari�et�e car�
act�eristique

Lemme �� Il existe c � � tel que

supk�k
��k��� � c

h
�� � h��������

lorsque $e��

j��k����$
e�

j�k�v��$
e
jku�� � ��
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Indiquons la signi�cation g�eom�etrique du lemme lorsque par exemple k� 	
k� k�� 	 k� j 	 j � 
 j ��� e� � e�� � �� Si �� 	� � Supp "


j��k�� et � �� 	�� �
Supp "


j�k�	 ces deux points sont donc proches de la vari�et�e caract�eristique�
Lorsqu�ils sont sur celle�ci	 on a la situation suivante

et il est clair que le point � �  �� 	� 	�� est	 �a cause de la courbure	 �a une
distance de l�ordre de �

h
de la vari�et�e caract�eritisque �lorsque j 
 ���

Si on revient �a l�estimation de ���	 on constate donc que l�on peut dans
��� donc dans � � et dans ���	 limiter la sommation �a k � c

h
�� � ��h���	

d�o�u une majoration de ��� parX
j�j�

X
k�k�

j loghj������ � h inf�j� j
�

���N
���cjkc
�
j�k����

avec les m�emes restrictions que pr�ec�edemment sur le domaine des indices� Il
est ais�e de constater que ��� s�estime par c��j�� avec �c��j��� � ��� Cela �etablit
��� et conclut donc la preuve du th�eor�eme ��

Indiquons pour terminer la �n de la preuve du th�eor�eme � En util�
isant le m�eme type d�arguments que dans la preuve du th�eor�eme �	 on
prouve que le produit �u� v� � u�v est continu de H

�������
N � H

���������
N��

�a valeurs dans H
���������
N�� � Il en r�esulte que si F est de la forme ��� et

U � H
�������
N � �

h�
F �U� h�tU� h�xU� est dans H

���������
N�� 	 avec une norme dans

cet espace major�ee par CkUk�
H

�������
N

P �kUk
H

�������
N

� pour un polyn�ome P �

D�autre part	 on v�eri�e que si f � H
���������
N�� 	 v � H

���
N � w � H

����
N�� et u

est solution de �u � f� ujt�� � v� �tujt�� � w	 on a	 pour toute fonction

� � C�
� �R�� ��t�u � H

�������
N � Ces estimations permettent alors de r�esoudre

le syst�eme � � par un sch�ema it�eratif de la forme

�Un
� � �
h�
Un
� � �

h�
F ���t�Un� h�t���t�U

n�� h�x���t�U
n��

Un
�jt�� � V
�tU

n
�jt�� � W
���

lorsque � � C�
� �R�	 � � � au voisinage de ���� �� et d�obtenir une fonction

U 	 solution de � � sur �� �� ��	 et v�eri�ant �U � H
�������
N �
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