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1 L’équation de Klein-Gordon a données pe-
tites.

Soient uy et u; deux fonctions régulieres sur

prouvée par Klainerman [4] et Shatah [9]. Reprenant et précisant les
estimations de Klainerman, Hérmander [3] a montré qu’en dimension 2, le
temps d’existence 7. de la solution vérifie lim e logT. = 400 et a conjecturé
'existence globale. Ce résultat a été obtenu par Georgiev-Popivanov [2] pour
certaines non-linéarités, puis par Kosecki [6] pour toute non linéarité vérifiant
une condition nulle convenable. L’existence globale pour toute non linéarité a
été obtenue par Simon et Taflin [10] par des techniques d’algebres de Lie. Une
preuve plus analytique, reposant sur 1'utilisation de I'inégalité d’énergie et des
“champs de Klainerman”, a été récemment publiée par Ozawa, Ttsutaya et
Tsutsumi [8]. En dimension 1, Hérmander a prouvé que, pour des données
C® A support compact, lim ev/T. = +oo, et a conjecturé que la solution
existe sur un intervalle de temps de lordre de e/’ (et qu’elle est méme
globale pour certaines non linéarités). Cette conjecture a été démontrée
dans le cas semilinéaire par Moriyama, Tonegawa et Tsutsumi [7], pour des
données assez régulieres, et assez décroissantes a l'infini.

Nous nous proposons ici de revenir sur ce probleme, en dimension 1, pour
des données faiblement décroissantes & 'infini (i.e. dont le comportement &
I'infini n’est pas meilleur que celui d’une fonction L?).

On considere ici le systeme semi-linéaire en dimension 1 d’espace

OU + U = F(U,8,U, 0,U)

(1) U|t:0 = €U0
atU\t:O =el;
ou U(t,z) = (ur(t,x), -+ ,up(t,x)) est définie sur un ouvert de R?, & valeurs

dans R™, et ou F est de la forme suivante :

(2)  FU0U.0,U)=Go(U)+ Y. GL(U)ar(Opus, Optis ; Oy, Oyuiy)

1<i<j<m

+ Z G3(U) g2 (Opus, Dpi 5 Dpuj, Dyus)
1<i<j<m
ouqi(T, X; T, X") =TT — XX' (T, X; T, X') =TX' - T'X, GO,G}j,G?j
sont des polynomes en U, Gy étant nul a I'ordre 2 en U = 0. On suppose
donc F' combinaison linéaire de “formes nulles” telles qu’elles sont définies

par Kosecki dans [6].



Théoreme 1 Soit N > 3 un entier fixé. Il existe C > 0 tel que pour tout
couple (Uy, Uy) dans la boule unité de HN(R) x HY"Y(R), le probleme (2)
admette, pour ¢ €]0, 1, une unique solution U € C°(] — T., T.[, HN)N

CY]—-T.,T.[, HN7'), dont le temps d’existence T. vérifie T. > ce~*|loge|S.

Dans le cas ou la non linéarité F' est de la forme VyG(U) pour une
fonction C*° G, nulle a 'ordre 3 en 0, on a un meilleur résultat :

Théoréme 2 Supposons F(U) = VyG(U). Il existe ¢g > 0 tel que pour
toutes fonctions (Uy,Uy) dans la boule unité de H*(R; R™) x L*(R,R™) le
probléeme (2) admette, pour € €]0,¢&o[, une unique solution U € C°(R, H') N
CY(R, L?).

Démonstration : Comme H'(R) est une algébre, lexistence locale est
claire. Posons

(3) zﬂan:%/K@Uf+&mn%uﬂmx—/aawﬂwm.

On vérifie que, pour tout ¢ dans le domaine d’existence de la solution,
E(U,t) = E(U,0) = 0(?). Comme | [ G(U(t, z))dz| < C1||U(t,.)|]3, si T'on
pose 9(t) = (IU(t..)[2n + U (L [2)72 et o(y) = Ly? — Cr, il résulte
de (4) que l'on a ¢(g(t)) < E(U,0) < Ce? pour tout ¢ dans I'intervalle
d’existence de la solution locale.

z

Ce? /\\

“ e

Comme y(0) = 0(¢) on a, pour tout ¢t dans le domaine d’existence de la
solution, y(t) < C’e ou C' est définie par la figure. L’existence globale en
résulte.

Pour prouver le théoreme 1, on ne dispose pas de quantité conservée, et
on va démontrer le théoreme par réduction a un résultat d’existence locale.
Si h > 0 est un parametre, posons U"(t,z) = U(t/h,z/h) U} (z) = U;(z/h)
7 =10,1. Alors U est solution de (2) si et seulement si U" vérifie

QU + LUt = LFEU", ho,U", hd,U")
(4) U|]Z:0 =ely =V"
8tU‘t:0 — %U]’_l — Wh.
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Notons pour s € R, N € N, H{(R) l'espace des fonctions (Uh)he]o,%[, qui
sont dans L? a h fixé et vérifient en outre

5) IOl S sup ( [ TR+ highagn 1ogh|3) < 400
h

Le théoréme 1 va résulter de :

Théoreme 3 Soit N > 3 un entier fizé. Il existe 6 > 0 tel que pour tout
couple (V" W) dans H]?(]M X H]:,i/f, de norme dans cet espace majorée par
§, le probléeme (5) admette une unique solution (U™), € C°(] —1,1], H?\[/4) N
C*() = 1L HYYY).

Ce théoreme entraine le théoreme 1 : Si on lie € et h par la relation
e = ah*|logh|3/2, on vérifie que V" = eUl € HY* et que Wh € H M}
avec une norme dans ces espaces en 0(a). Pour a < ¢ on obtient donc une
solution U™ & (5) qui fournit par changement d’échelle une solution a (2)
définie sur un intervalle | — 1/h, 1/h[ avec 1/h ~ Ce*|loge| ©.

Remarque : Le fait que U, et U; ne soient que faiblement décroissantes
a l'infini empéche d’utiliser, dans la preuve du théoreme 3, une quelconque
régularité de la solution par rapport & la rotation hyperbolique t0, + x0;. Les
estimations qui vont nous permettre de prouver le théoreme ne vont pouvoir
reposer que sur l'utilisation de la courbure de la variété caractéristique, par
une méthode similaire & celle de Bourgain [1], dans le cas de ’équation de
Schrodinger périodique, et de Klainerman-Machedon [5] pour 1'équation des
ondes.

2 Espaces de Sobolev 2-microlocaux et pro-
duits de distributions.

La variété caractéristique de 1’équation de Klein-Gordon semi-classique que
nous considérons est donnée par 72 = hl—2 + £2. Introduisons, comme Bour-
gain [1] ou Klainerman-Machedon [5] I'espace de Sobolev 2-microlocal associé.
Notons

(6) i (T:8) = Lizrsoy L 1<jet<2n Lot o . /1777 88 c2)

pour 7 > 0,k > 0 et définissons de méme <I>;-t0 ou <I>0ik en remplacant la
troncature sur une couronne par 1{|T¢\/m|<1} ou 1yj¢|<1) respectivement.

Pour u € L?(R?), posons A u = F~(®54). Onald =3, AL+ AL
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Définition 4 Soient s,s' € R ,N € N. On dit qu'une famille (u");, est
dans Hy" si et seulement si, pour tout h fizé, u, € L*(R?) et s’il existe une
constante C > 0, et une suite (cjp(h));r vérifiant 3;(Sg|c;r(h)])? < 1 telle
que

(7) |ALuy|| < Ch?|log h|=5/227K" (1 4 27h + 2¥h) =N
pour tous j,k et tout h €]0,1[,||.|| désignant la norme L.

On utilisera ici ces espaces essentiellement dans le cas s = % et on posera
alors h3/* = h*/4|log h| /2. On éerira j < j'sij < j'—2etj~j'si|j—j| <
3. Alors, si un produit A%, (A u)(A%,v)) n'est pas identiquement nul,
on a soit j < 7' ~ j", soit j' < j ~ 5", soit j" —5 < 5~ 7.

Le premier probleme a résoudre pour prouver le théoreme 3 est ’obtention
destimations précises pour A%, (A5 u)(A%,v)) lorsque u et v sont dans
Hf’\,/4’1/2. C’est I'objet de la proposition suivante :

Proposition 5 1| existe une constante C' > 0 telle que pour tous indices
7,4 3" kK K" vérifiant K < k < K" et toutes fonctions u,v dans L*(R?) on
ait

(8) 1A% (Afu) (Af0)l <

o'/ inf(25/27h71/42k/4(1+25h)3/4)||A;rku|| AT vl
ou j = min(y, j', j").

Dans 'estimation (9), I'inégalité obtenue en ne retenant que le premier ar-
gument de la borne inférieure résulte de I'inégalité élémentaire qui affirme que
Pon peut contrdler la norme L> de At a partir de 27/2F/2]| AT ul| 2 ie. en
perdant une demi-dérivée en z et une demi-dérivée en ¢. L'inégalité (9) sera
obtenue en exploitant la courbure de la variété caractéristique et en utilisant
la méthode d’orthogonalité mise au point par Bourgain [1] pour I'équation de
Schrodinger et par Klainerman-Machedon [5] pour 1’équation des ondes. Le
terme h~Y/42F/4 dans (9) représente la perte en dérivées remplacant 2/2 : il
signifie que ’'on peut remplacer une perte d'un quart de dérivée par rapport
a toutes les variables par un quart de dérivées relativement a l'involutive
donnée par la variété caractéristique. Le facteur (14 2/h)%* provient du fait
que la courbure de la variété caractéristique s’annule lorsque la fréquence
tend vers l'infini. Ce facteur de perte sera compensé dans les estimations
permettant de prouver le théoreme 3 par le fait qu’'un élément de ngv/4 peut
étre dérivé N fois par rapport a ho.
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Démonstration de la proposition : Notons f = A% NS A;’,k,v. La
transformée de Fourier de ’expression a estimer s’écrit

© Spn(r€) [ 7 =16 = (" )ar'de’

Soit (1,&, 7', ¢") dans le support de 'intégrant. On a alors (7/,¢") € Supp cb;tk,,
(1 —7",§—=¢) € Supp ;. Ecrivons

T—T—T_\/l/h2 +(§=¢)? +T_\/W+F§§

avec F(€,&) = \/1/h2+ (€ — &)2 + /1/h2 + €. On a donc, puisque k' <
k,|r— F(&¢)| < 2.2 Silon pose, pour ¢ fixé,

Ck — {(T7 él) ; |T - F(57£I)| S 2k+1}

on constate que, pour I intervalle de R, et £ fixé,

flr—1.6=8)g(,&)dr'd¢

¢el

n’est pas identiquement nulle seulement lorsque 7 € Cy ol = {r;3 ¢ € [
avec (1,¢') € Ci}.

La méthode de Bourgain [1] consiste & écrire I’espace des ¢’ comme réunion
disjointe d’intervalles I,, de longueur aussi petite que possible, et tels que les
Cy o Iy soient deux a deux disjoints pour [£ — ¢'| > 2, ce qui entraine que
les intégrales correspondantes définissent une famille de fonctions presque
orthogonales dans L?(dédr).

Pour prouver la proposition, il convient d’appliquer I'idée précédente
d’une part lorsque & décrit un voisinage du point critique &' = g de F(&,.),
et d’autre part lorsqu’il reste hors d'un tel voisinage. Nous allons traiter
uniquement la premiere situation i.e. étudier l'intégrale

(10)  W(r,€) = 0%, (r,€) / For— .5~ & v yardn .
Inl<l€1/100 2 2

Nous utiliserons :



Lemme 6 I existe ¢ > 0 telle que pour tous ny,ne de méme signe, vérifiant
Im| < 1€]/100, |ne| < |€]/100 on ait

§ 13 ch
(11) |F(§,§+771)—F(§,5+772)|Zwlﬁf—@ :

Ecrivons alors /W(T, ) = @f,k,, (T, 5)(2561\1(@; + ;7)) ol
wiln ) = /| <lel/100 Flr =7 &/2 = ma(r' €/2+ M)y sye iy dr'dn
<

ot L = %Zk/zh_1/2(1+2j"h)3/z, ¢ désignant la constante de (12). Si (7, ) est

dans le support de @, et dans celui de &7, i avec [(—£'] > 2, il existe

(7-{7771)7 (T£7772) avec (T - T/n?% - 77m) € Supp Q;'_kam = ]-727 (Tylnag + nm) €

Supp @;k,,m =1,2,VIL < < VI+1L UL <y <0 +1L.
Ecrivant
§ §

F(57§+771)_F(57§+772):

VIR m ~ () + \ 182+ G -

TR+ (=) = e = (& e

on constate que |F(&,5 +m) — F(&,5 +m)| < 4.2, Comme [¢] ~ 27", (12)
permet de minorer cette méme quantité par

ch ch
(12) )glnf — 5| > (7L2 > 8.2"

(1 +h2]” 1 +h2j”)3 -

par choix de L, d’oll une contradiction. Par conséquent, les w, (resp. w, )
sont deux a deux presque orthogonaux. On a donc

(13) 1D @hdf 172 <5 1195007 |17
l l

et de méme pour @, . Par définition de 0, :

~

) 3 &
|(I);E’k”wz—(7-’ £)| < / |f(T - 7-,7 o 77)||9(7Ja 5T 77)|1{\/ZL<77<\/£+1L}d?7dT’
Inl<lel/100 2 2

1/2 K
£ 20~ 5 2 28 L 1/9
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compte-tenu du domaine de variation de 7’ et i dans I'intégrale. On a donc
une majoration de (14) par ¢2¥ L||f||2,|§l|,. Compte-tenu de la valeur de
L, la contribution de WA (9) s’estime par la quantité voulue, en utilisant que
sur le domaine d’intégration de (11), j ~ j' ~ j”. La proposition s’obtient
en combinant I'estimation de W qui vient d’étre obtenue avec une estimation

analogue de la contribution & (10) de I'intégration pour |¢' — §[ > %.

Le méme type d’arguments permet de prouver :
Proposition 7 Avec les notations de [’énoncé de la proposition 5 :
(14) 185 (A ) (Age))
< 22 inf (292 h7V/49M4(1 + hinf(27, 2j'))3/4)||A;rku|| ||A;k,v||.

On remarquera que lorsque 7" < j et 77 < j' (i.e. dans le cas de
I’estimation correspondant a l'interaction microlocale non linéaire de deux
directions presque opposés) l'estimation (15) est strictement plus mauvaise
que (9). Utilisant une méthode de dualité, il est aisé de déduire des propo-
sitions 5 et 7 une majoration valable pour tout triplet d’indices : Soient
(k, k' E"), (4,7, 7") des éléments de N? et (e,e,e¢”) € {+,—}3. Notons
(k1, k2, k3), (J1,J2,73), (€1, €2, €3) les images de ces éléments par une méme
permutation de &3 telle que k3 > ko > k1. On a alors :

Théoreme 8 [l existe C' > 0 telle que pour tous triplets de la forme précédente
et toutes fonctions u,v dans L*(R?) on ait :
i) Si ks =k" et ey # ey ou bien ks k" et e = e3 on a

1A (A5 ) (AGw))]| <

(15) Cinf(2/7, h= A2 lk)/4 (1 4 pinf (271, 272))3/%)

X2inf(/c1,k2)/2||A§:k,U|| ||A§1c“|| :

ii) Dans les autres cas, on a ’estimation obtenue en remplacant dans (16)
inf(271,272) par 2.
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3 Preuve du théoreme d’existence.

Le théoreme 3 va s’obtenir par un point fixe, et I’étape essentielle consiste
a montrer que si (U");, est dans H]?(,/4’1/2 L F(Uh ho,U", hd,U") est dans

Y h2
—1/4,~1/2 SR (s .
H Nf/l /2, Commencons par étudier le cas des nonlinéarités quadratiques :

B(u,v) = t5uv
(16) Bluv) = (0p) (3pv) — (0,1)(0s0)
Bluv) = (0)(9y0) — (0,0) (Dy0)
Théoréme 9 Soit N > 3 un entier fizé. L’application (u,v) — B(u,v) est

3/4,1/2 H]?:,/4’1/2 dans H-V4—1/2

bilinéaire continue de H}; N1

Pour démontrer le théoréme, écrivons pour tout ¢’ = =+ :
(17) Aeuku Z Z Z Aeuku Jku, A‘?/klv)) .
e.e!  j,0" k,k'
Il faut montrer une estimation de la forme

(18) A (B(u, )| < Cejrr (R)R428 2 (1 4 20" h 4 2K ) =N+

avec YD |ejmin|)? < 1. Pour cela, on utilise les estimations du théoréme
8, les hypotheses de structure sur B, et la régularité supposée de u et v. Nous
allons nous limiter a 1’étude de la somme suivante :

(19) Z Z ||Aeuk// ]ku,AE:k,U))H

7,3 K<k
k”<k:

lorsque e’ = €’. La transformée de Fourier de ij,c,,(B(Agku, A;:k,v)) s’écrit
(20) (D ”k” /bh(T T f f)Ae ( T 5 f)Ae/k/v( f)dT’df

avec by(1,7,£,&') = 75 ou (1 —7)7 — (£ =€) ou (1 —7')& — (£ —&)7. La

forme particuliere des nonlinéarités entraine le lemme suivant :

Lemme 10 Supposons k' < k , k" < k. Sur le support de l'intégrant de
(21) on a

(21)  |p(r. 7€) < %25@(’“'7’“”(1 + 2 h+ 2 b 2 b+ 2% )

+5 (1 + 2h)(1 + 27h).

hz(
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Traitons uniquement la contribution du second terme du membre de droite
de (22) a la majoration de la norme L? de (21). On obtient une estimation
en

c

(22 o

(14 2h) (1 + 27h)h =1/ 425 K KD/A (] 4 pinf (20" 277))3/49inf(K k) 2

xeph? /4272 (1 + 200 + 28R) N B2 TR 2 (1 4 27 h 4 2 )Y

en utilisant (21), (16) et (8) (en fait on utilise la version un peu plus générale
de (16) ol le produit usuel est remplacé par une forme bilinéaire B(.,.),
version qui se démontre comme (16)). On somme les quantités (23) pour
k, k' vérifiant &' < k et k" < k et en j, 5’ vérifiant j < j' ~ j" ou j’ < j ~ 5"
ouj' ~5<jn~7].

On obtient une estimation en

(23) h=Y4 log h|~3/22% 2 (1 4- 27" h + 2% h) N djun

avec



24 d'uku S log h _3/2h_1/2 1 + hinf 2jl, 2ju 3/42_g
J

3’ k!

< (1420 h+28h) N (1427 b4 28 h) N (1427 22" )N 1 (14298) (1427 h) ¢

les restrictions sur les indices de sommation étant les mémes que ci-dessus,
et on doit prouver que

(25) S dp < C

jll kll
On remarque d’abord que, sur les indices de sommation
(1427 +28h) N+ (1 4 27 h 4 2K p) N HL <

C(1+2"h+4 2" h) "N (1 4 hinf(27,27)) "N+

car k > k" et j > 7 —5 ou bien j' > 5 —5. Par conséquent, le terme général
du membre de droite de (25) s’estime par

|log h|~3/2h=1227%/2(1 + hinf(27,27"))**(1 + 2/R) 1 (1 + 27'h)
(14 27h) (1 + 27h) (1 + hinf(27,27)) "N ejc
quantité qui se majore par
| log h|73/2h=1227F2(1 + hinf (27, 27)) "N ey,

La somme en k" des d;»» s’estime donc - puisque k£ > k" dans (25) - par

(26) "3 [logh| #2022 2 (k4 1)(1 + hinf(27,27) N el

JJ' Rk

Pour estimer cette quantité, on utilise encore la courbure de la variété car-
actéristique

Lemme 11 [ existe ¢ > 0 tel que

(27) 2sup(k,k’,k") Z (1 + th)fl

€
h
lorsque A;::ku((A;:k/U)(A;ku)) £ 0.
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Indiquons la signification géométrique du lemme lorsque par exemple k' <
k, K" < kj < j ~ j" ¢ =¢ =+ Si(r,€) € Supp Cb;f,k,, et (7,¢) €
Supp @;C,c,, ces deux points sont donc proches de la variété caractéristique.
Lorsqu’ils sont sur celle-ci, on a la situation suivante

1/h

(T-716-£7)

A1 N

7469

et il est clair que le point (7 — 7', £ —¢') est, a cause de la courbure, & une
distance de P'ordre de ; de la variété caractéritisque (lorsque j ~ 0).

Si on revient a l'estimation de (27), on constate donc que I'on peut dans
(20) donc dans (25) et dans (27), limiter la sommation & 2¥ > £(1 + 21h)~1,
d’ou une majoration de (27) par

(28) Z Z |log h| /2(1 + hinf(27,27")) N t/4e

JJt Rk
avec les mémes restrictions que précedemment sur le domaine des indices. Il
est aisé de constater que (29) s'estime par ¢, avec (c},) € £*. Cela établit
(26) et conclut donc la preuve du théoréme 9.

Indiquons pour terminer la fin de la preuve du théoreme : En util-
isant le méme type d’arguments que dans la preuve du théoreme 9, on

prouve que le produit (u,v) — wu.v est continu de H]?(,M’l/z X H;,lf/f’fl/z

a valeurs dans Hj;l_/f’_lp. Il en résulte que si F' est de la forme (3) et

U e H]?(,/4’1/2, #F(U, hoyU, hd,U) est dans H;,lf/f’flm, avec une norme dans
cet espace majorée par C’||U||§{3/4,1/2P(||U||H3/4,1/2) pour un polynéme P.
N N

D’autre part, on vérifie que si f € Hj;l_/f’_lp, v € H?\,/4,w € H&l_/f et u

est solution de Ou = f,u— = v, up—o = w, on a, pour toute fonction
X € C3°(R), x(t)u € H]:)’V/4’1/2. Ces estimations permettent alors de résoudre
le systeme (5) par un schéma itératif de la forme

QU™ 4+ LU = LF( (U™, hd,(x())U"). hy (x(1)U™))
(29) Ut =V
atUn+1|t:0 =W

lorsque x € C°(R), x = 1 au voisinage de [—1,1] et d’obtenir une fonction
U, solution de (5) sur | — 1, 1[, et vérifiant xU € H]?(/4’1/2,

>
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