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Introduction

Il s’agit d’étudier sous quelles conditions il existe au plus une solution au probléme
Ov +diviv®v) —vAv+Vp = 0
(NS,) dive = 0
’U|t:0 = .

ot div(v ® v)7 def div(viv) = Z@k(vjvk), v désignant un champ de vecteurs sur R? (ou
k

sur T%), le scalaire p étant la pression. Il est bien connu que la condition de divergence nulle
détermine la pression par la formule

~Ap =" 90 (vM0"). (1)
j7k
Nous ”oublierons” donc la pression dans toute la suite.

L’immense littérature consacrée a ce systeme a pour origine 'article de J. Leray publié en
1933 (voir [11]), ou sont en particulier démontrés les résultats suivants.

Théoréme 0.1 Si vy appartient ¢ L2, il existe alors une solution v du systéme (NS,) dans
Uespace L®(Ry; L?) N L?(Ry; HY) telle que

t
(IB) o3 +2 [ Vo) Fadr < ool
Si d =2, cette solution est unique, appartient de plus ¢ C(Ry; L?) et enfin vérifie

t
(B2) @)z + 21//0 IVo(r)[[72d7 = [|vol|Z:-

Dorénavant, nous supposerons toujours la dimension d strictement supérieure a 2. L’un
des problemes posés par I'étude de ce systeme en trois dimensions d’espace consiste en la
recherche des espaces aussi grands que possible de données intiales pour lesquels on pourra
résoudre de maniere unique localement en temps, ou bien globalement en temps si la norme
dans ces espaces est suffisamment petite. C’est ce type de probléeme que nous allons étudier
dans ce texte. Le travail fondateur dans ce domaine est le travail H. Fujita et T. Kato (voir [7])
ou est démontré le théoréme suivant.



Théoreme 0.2 Si vy appartient a ’espace H%_l, il existe un unique réel strictement posi-
tif T tel qu’il existe une unique solution v dans [’espace

C0, T HE ) N {u/tiu(t) € C([0, T*[; HT)).

Il existe une constante c telle que, si |vg|la ; < cv, alors T* = 4-o00.
2

Ici, comme dans toute la suite de ce texte, on a défini I’espace homogene H® comme étant
I’adhérence de I'espace des fonctions indéfiniment différentiables & support compact pour la

(semi)-norme
déf 251~ e (2.9¢ ) 2
e 9 ([ ePla©pa)”

Remarquons que c’est bien une norme si s < d/2.

L’une des idées fondamentales de I'article de H. Fujita et T. Kato est le concept d’espace
critique, c’est-a-dire d’espace invariant par changement d’échelle. Voici ce dont il s’agit; si v
est une solution de (N S,) associée & une donnée initiale vg, alors vy (¢, x) def Av(A2t, \x) est

solution de (N.S,) pour la donnée initiale vy (z) det Av(Az). Un rapide calcul convaincra le
lecteur que
[voAld_y = lvola_y-

Il est des lors commode de définir le concept d’espace critique.

Définition 0.1 On appelle espace critique tout espace invariant par le changement d’échel-

le u(z) = Au(\x).

Pour un développement sur cette définition, nous renvoyons le lecteur au livre de M. Cannonne
(voir [2]). Il est tentant de rechercher des théorémes analogues au théoréme 0.2 pour des
espaces critiques plus grands. En 1972, T. Kato démontre le théoreme suivant.

Théoreme 0.3 Si vy appartient & L%, alors il existe un unique réel strictement positif maz-
imal T™ tel qu’il existe une unique solution de (NS,) dans l’espace

([0, 7% L) N {u / t3u(t) € C([0, 7% L)),
De plus, il existe une constante ¢ ne dépendant que de d telle que l’'on ait
lvoll e < v = T* = 4o0.

Remarquons que 'appartenance de la solution v & l'espace {u/ t%u(t) € C([0,T*[; L*%)}
est essentielle dans la démonstration de Kato de l'unicité. Nous allons nous attacher ici &
généraliser ce type de résultat d’unicité, a la fois en prenant des espaces de données initiales
plus grands et en relaxant la condition d’appartenance a des espaces du type {u/ t%u(t) €
C ([0, T*[; L??)}, espace lié & l'effet régularisant de I'opérateur de la chaleur. Nous le ferons
essentiellement grace une hypothése de type énergie sur la solution, nous inspirant du résultat
remarquable suivant, démontré en 1985 par W. von Wahl dans [12].

Théoreéme 0.4 Soit vy une donnée initiale dans Uespace L>NL%. On considére deuz solutions
de (NS,) vérifiant (IE) sur Iintervalle [0, T). Si l'une d’elles appartient a £L°°([0,T]; L), alors
elles coincident sur lintervalle [0,T].

Dans le méme esprit, citons un résultat récent d’I. Gallagher dans le cadre des conditions aux
limites périodiques, voir [8].



Théoréme 0.5 Soit vy une donnée initiale dans L?(T?), alors toute solution de (N'S,) sur T?
associée o cette donnée initiale et qui vérifie l'inégalité d’énergie (IE) est égale a la solution
sur T2.

Il convient de remarquer que, contrairement au théoréeme de Leray 0.1 et aux théorémes 0.4
et 0.5 ci-dessus, les théoremes de H. Fujita et T. Kato 0.2 et de T. Kato 0.3 n’utilisent pas la
forme particuliere du systeme de Navier-Stokes, mais sont vrais pour des systeme généraux de
type " Navier-Stokes”. Voici ce dont il s’agit. La formule (1) permet d’écrire le systéme (N S,)
sous la forme

v —vAv = q(v,v)
{ Vit=0 = 7o

avec " '
q(v,v) dor div(v ® v) + Z VA 19,0 (v/o").

ok
Dans toute la suite, nous étudierons des systemes généraux du type Navier-Stokes, c’est-a-dire
les systémes définis comme suit.

v —vAv = Q(v,v)

’U|t:0 = VY

(NSG)) {

ou 'opérateur quadratique ) est la forme

Q(v,0) = > Ajx(D)(v70"),

gk

les opérateurs A;; étant des multiplicateurs de Fourier homogenes de degré 1, indéfiniment
différentiable en dehors de 'origine, que I'on peut, sans perte de généralité aucune, supposer
symétriques en (j, k).

Le lecteur épris de généralité pourra y voir un avantage, le lecteur familié avec le systeme
de Navier-Stokes n’y verra qu’une incapacité a utiliser la forme particuliere de ce systeme.

1 Enoncé des résultats

L’énoncé des théoremes nouveaux de ce texte nécessite I'introduction des espaces de Besov.
Introduisons pour les définir le découpage dyadique, base de la théorie de Littlewood-Paley.
La proposition suivant est tout & fait classique, voir par exemple [3].

Proposition 1.1 Désignons par C la couronne de centre 0, de petit rayon 3/4 et de grand
rayon 8/3. Il existe alors deux fonctions positives radiales x et ¢ appartenant respectivement
a C§°(B(0,4/3)) et a C§°(C) telles que :

X(©) + D p279) =1, (2)

q>0
lp —q| > 2= Supp ©(279) N Supp ¢(277) =10, (3)
q>1= Supp xNSupp (27 %) =0, (4)

si C = B(0,2/3) +C, alors C est une couronne et l'on a

lp—q| >5=2°CN2C =0, (5)



Notations
h=F 1ty et h= Fly,
Agu =927 D)u=2" [ h@yu(e - y)dy.

Squ = Z Apu=x(271D)u = /%(QQy)u(x —y)dy.
p<g—1

Commencons par définir les espaces de Besov inhomonogenes.

Définition 1.1 Soit s un nombre réel et p et r deuz éléments de [1,00]. L’espace de Besov E;,r
est l'adhérence des fonctions indéfiniment différentiables a support compact dans l'espace des
distributions tempérées pour la norme || - ||ps . définie par

déf
ull g, =

|27 1A gullz»)

qelr(N*) ) + ||SOU||LP < +o00.

or(N*
Remarque L’espace é;,oo est I'espace des distributions tempérées telles que

Sou e L et lim 27||Ajul|z» = 0.
q—+00

Définissons maintenant les espaces de Besov homogenes.
Définition 1.2 Soit s un nombre réel, p et r deuzx éléments de [1,+00]. On pose

déf

lullss, =

r(N)

|28 ull 1)

q€Z

Lorsque s < d/p, la quantité ci-dessus est une norme, ce qui autorise la définition suivante.

Définition 1.3 Soient (s,p,r) un triplet comme dans la définition 1.2 ci-dessus. Si s est
srictement supérieur a d/p, on définit l'espace B, , comme étant l'adhérence dans S’ des
fonctions réguliéres pour la norme || - ||s =~ définie ci-dessus.

Remarques
Lorsque r = oo, l'espace B, ., ci-dessus ne coincide pas avec l'espace des distributions
tempérées u telles que
sup 27 ||Aqul|Lr < o0.
q€Z

C’est I'espace des distributions tempérées telles que

sup2”||Aqullrr < oo et lim 27||Ajul|» = 0.
g€z q——+00

d
Lorsque s = — — 1, l'espace B, , est invariant par changement d’échelle et la norme par

tout changement d’échelle discrétisé, c’est-a-dire du type A = 2P.
Enfin, il est & noter que, lorsque s est strictement positif, 'espace By . est contintment
inclus dans By .. alors que, si s est négatif ou nul, c’est 'espace B} ;. qui est contintiment inclus

s
dans By ,..



d d
Notations On désignera par B, (resp. f}p) Pespace Bé_’;ol (resp. f}g;ol) et lorsque p = oo,
on désignera par C~1 (resp. C1) l'espace Bilo (vesp. Egofoo).

Remarque Les espaces B), et Ep forment deux familles strictement croissante (en p) d’espaces.
La pertinence de leur choix comme espace de données initiales est mise en évidence par les

deux théoremes suivants.

Théoréme 1.1 Soit p < d, on considére une donnée intiale vy appartenant a By il ex-

iste alors un unique T* mazimal tel qu’il existe une unique solution v de (NSG,) dans
Vespace C([0,T*[; By).

Théoréme 1.2 Soit p un réel supérieur ou €égal a d, on considére une donnée initiale appar-
tenant a l'espace B,,. 1l existe un réel strictement positif T tel qu’il existe une unique solution
dans lespace affine vy, +X, 1 ot X, 1 est l’adhérence des fonctions indéfiniment différentiables
a support compact dans ’espace des distributions tempérées pour la norme

lullx, » & sgg(2q<‘l+%>||Aqu||LoTo<Lp> + 027D Agull gy 1) ).
q
Dans le cas ou p < d, 'unicité est obtenue sans qu’il soit nécessaire de faire d’autre
hypothese sur la régularité sur la solution, ce qui n’est a priori pas le cas lorsque p > d. Les
théorémes d'unicité concerne des solutions qui, outre leur continuité en temps a valeurs B,
sont dans "I'espace d’énergie” L2([0,T]; H'). Une hypothése de ce type est impérative pour
que les produits v/v* aient un sens.

Théoréme 1.3 Soit p un réel supérieur ou égal a d, on considere une donnée initiale vo
appartenant a B, N L?. Il existe au plus une solution de (NSG,) dans l’espace

C([0,77; B,) N L2([0,T); H).
Nous allons maintenant supposer que d = 3. Nous aurons alors le théoréme suivant.

Théoreme 1.4 Soit p un réel supérieur ou €gal & d, on considére une donnée initiale vy
appartenant a B, N L2. Il existe au plus une solution de (NSG,) dans l'espace

([0, T); C~YY N L2([0,T], HY).

Remarque Le fait de devoir supposer que la donnée initiale appartient a Ep avec p réel
n’épuise pas ’ensemble des espaces de données initiales possibles pour lesquelles 'existence et
I'unicité sont connues (voir les travaux [9] de D. Iftimie).

2 Espaces de Besov et effet régularisant dans 1’équation de la
chaleur.

On peut mesurer de deux manieres 'effet régularisant de I’équation de la chaleur. Tout
d’abord, on peut observer que, si u(t) désigne la solution de

ou—vAu = 0

u\t:O = uo,

(EC){

alors la fonction t*u(t) est d’autant plus réguliere que k est grand. C’est 'idée exploitée par
H. Fujita et T. Kato et par tous les travaux inspirés par leur article.

Comme dans notre article en collaboration avec N. Lerner (voir [6]), nous utiliserons ici
un autre effet régularisant, l'effet de moyenne en temps.



Définition 2.1 Soient (p,p,r) € [1,+00] et s un réel, on définit alors la famille de semi-
normes suivantes

lelze 5y [ (2% 18000 e 20

||U||Z%(§5,T) < H(Qqs”Aq“”L%(L"))

et
()

q€Z

+ [[Soull e (Lr)-

qeN* ller ()

Remarque Les fonctionnelles || - ||+ sont des normes, mais les semi-normes || - ||+

L2(Bs.,) L(Bs.,)
ne sont des normes que si s < d/p; on définit alors les espaces L%(B;,r) et L%(Bg’r) comme

suit.

Définition 2.2 Soient (p,p,r) € [1,400] et s un réel, on définit Lp( .) (resp. LY (B;,r)
si s < d/p) comme étant l'adhérence dans les distributions tempérées des fonctwns indéfini-
ment différentiables a support compact pour la norme

resp. | -1z

H : Hf#j’j(fj;w) ( Lt.(B;, ))

Tous les effets régularisants sont basés sur le classique lemme suivant, démontré par ex-

emple dans [4].

Lemme 2.1 1 existe une constante c telle que, pour tout entier q et tout réel positif A, on ait

1
18ge* ullze < —em || Agulls.

Du lemme ci-dessus, on déduit immédiatement la proposition ci-dessous.

Proposition 2.1 Il existe une constante C' telle que

e "ull. 2 < —||luolBs
| I 5 luoll g,
En outre, si ug appartient a By . et si p est réel, alors
lim [[e”"uyl| w2 =0.
el Iz o)
De plus, si u est solution de
ou —vAu = f
u|t=0 = 07
alors
C 1-1
HUHZPT(B;Jr?a) < T Hf”Lp B3) et
Jul < S >
U —\If= our .
), S Ml w2 e
T P
. = . C st2(1-2) . .
Enfin, si f appartient ¢ LT(B,), si ug appartient a By P’ et si u est solution de
Oy —vAu = f
Ut=0 = U0,
+2(1-1
alors u appartient @ C([O,T];B; ( F’))



3 Estimations de produit

Les estimations de produit utiliseés ici sont basés sur un découpage suivant les tailles relatives
des fréquences de a et de b. Ce découpage est une version appauvrie du paraproduit introduit
par J.-M. Bony dans [1]. Les démonstrations de ces inégalités reposent sur des techniques
standard de calcul paradifférentiel. La seule originalité de la démonstration tient au fait que
I'on prend les normes en temps avant le supremum en ¢. Nous omettons les preuves. Le lecteur
intéressé pourra consulter [5]. On pose

déf

O(a,0) ¥ ST Q(S4a, ), O'(a,b) ST Q(Sps1a,A00) et Oola,b) L Q(Soa, Sob).

q=0 qz0

11 est clair que 1'on a
Q(av b) = Q(Cl, b) + Ql(ba a) = @(av b) + él(bv a) + @0(a7 b)
Tous les résultats démontrés sur () se déduisent du lemme suivant.

Lemme 3.1 Soient (p,p1,p2) et (p, p1,p2) deux triplets de réels tels que

1 1 1 1 1 1
p > max{py,pe}, —+—<- et —+—=—
b b2 p o1 P2 p

On considére deux réels s et so tels que s; + so soit strictement positif. On pose

aéf < 1 1> déf  p1p2
S512 = 81+ 8y —d{ — — — avec pi1o =
P12 P pL+p2
Si s12 est positif et sy strictement négatif, on a
IIQ(waw')llsz s12-1) < Cllwllgey goy 10'llze2 532 (6)

De plus, pour tout couple (p,s) € [1,+00]|x]0,+o0[, il existe une constante C' telle que, pour
tout réel p supérieur ou égal a 1, on ait

19(a, Oizs 51y = CllallzglIbllz 5, (7)

les mémes estimations étant naturellement vraies pour les opérateurs Q' et Q. Enfin, pour
tout réel s > —1, pour tout p €]1,400], et pour tout couple de réels (s1,s2), il existe une
constante C' telle que

1Qo(a, O)izp sy < Cllalizar por)I¥llze g2z - (8)

Du lemme 3.1, nous peut aisément déduire la proposition suivante.

Proposition 3.1 Soient (p,p1,p2) et (p, p1,p2) deuz triplets de réels tels que

1 1 1
p > max{pi,p2} et —+—=—
pr p2 P
On considére deux réels sy et sa tels que s; + sa soit strictement positif. En posant

g 1 1 1
(Td:ef81+82—d<—+———>y
pr p2 p



on a les inégalités suivantes.

d
Sisj < —, alors
bj

1Q(w, w)llzs pg-1) < Clwligo gon 1wl ze g2y (9)

. , d
St s1 <0 et sis9 < —, alors

P2
Q0w u)lizp g 1) < Cllwlize o 0 s (10)
d
St s1 < —, alors
n
1Q(w, w)llzp (gg-1) < Clllwllzer mon 10 lge2 gszy + Nwllzen ooy 10 o o) (11)
Si s1 <0, alors
! ! !
1Q(w, w )HE%(B;%) < C(||w||zg} (§;i)||w HZS?(B;%) + HU)HZF’T2(B;§)HU) ||f§}(§;i))' (12)

4 Les théoremes d’existence et d’unicité locales.

Le but de cette section est la démonstration des théoremes 1.1 et 1.2. Commencons par le cas
plus simple ot p < d. On recherche la solution sous la forme

V= +w

ol vy, désigne, comme dans toute la suite du texte, la solution libre de I’équation de la chaleur.
Le systeme (NSG,) s’écrit alors

ow —vAw = Q(w,w)+2Q(vp,w) + Q(vr,vr)
w|t:0 = 0.

La donnée initiale apparait alors au travers d’un terme de force extérieure, le terme Q(vp,vy),
et d'un terme linéaire en w, le terme Q(vr,w). On résout alors par une méthode itérative
classique. Définissons la suite (wy,)pen par

atU)TH»l - VAU)TL+1 - Q(U)TM wn) + 2Q(UL7 wn) + Q(vLu UL)
Wn+ljt=0 = 0,

avec wyg = 0. Dans un premier temps, nous allons démontrer que, pour T assez petit, la
suite (wy,)pen est une suite bornée de C([0, 7], B,), puis qu’elle est de Cauchy dans ce méme
espace.

D’apres I'inégalité (9) de la proposition 3.1, on a

1QEun.wn)ll 4y < Cllwnliz(a, (13)
T 4
VL, w a s < Cllvcll.  a_1 |Jwnlpee et 14
1Q(ve n)IINT(Bpg 3 | L”L;,(Bpﬁ 1 [|wnllLse(B,) (14)
Qo). 4y < Clucl> 4y - (15)
LI(By ) LiBy ?)



En appliquant la proposition 2.1, on trouve que

2
lwnt1llzge(s,) < C <||wn||L°T°(Bp) + HULHZ“ (B%_%) : (16)

T\"P

Soit 7 un réel strictement positif quelconque; d’apres le proposition 2.1, on peut choisir T tel
que
<. (17)

||UL||Z4 a1

(B 7)

T
11 vient alors, par définition de la suite (wy)pen que
lwillzee(m,) < (Cn)n.

Supposons que 4C'n < 1 et faisons ’hypothese de récurrence que

Vk <n, lwgllLe(s,) < 0.
D’apres 'inégalité (16), il vient

lwnt1llzse(m,) < (4C0)n.
Ainsi donc, pour tout 7, il existe un réel T strictement positif tel que

Vn € N, |lwnllzee(m,) < -

Démontrons maintenant que l'on peut choisir T' tel que la suite (wy,)nen soit de Cauchy

dans C([0,T], Bp). Par différence, on a, en posant w41 det Wpt1 — W,
Ordwp 11 — vASw, = 2Q(vy, dwy) + Q(wy, + wy—1, dwy,).

En utilisant & nouveau l'inégalité (9) de la proposition 3.1, il vient

Qe dunl, gg < Clul, gy [wnlizis, o
1@+ s, s < (Il + nilig s, ) vl o,
T P

Sous la condition (17), il vient alors
ldwniall g <A4CH|dwall a4, .
T (B LE(By

En choisissant 1 tel que 8Cn < 1, on démontre que la suite (w,)pen est de Cauchy dans
l'espace C([0,T7]; Bp), le fait que la limite, additionnée & vy, soit solution de (NSG,) est
trivial.

L’unicité résulte d’un raisonnement du méme type. Soient w; et ws deux fonctions de
I'espace C([0,T]; By) telles que vy, + wj soit solution de (NSG)). En posant dw det we — W1,
il vient par différence,

Opdw — vAdw = 2Q(vy, dw) + Q(wy + we, dw).

Les solutions considérées appartenant & C([0,T; B,), pour tout réel strictement positif ), il
existe un réel strictement positif T' tel que

||w1||L39(Bp) + ||w2||L§°9(Bp) < -



On peut choisir 7" tel que I'inégalité (17) soit vérifiée; d’ou il vient

[0wllzee (B,) < Cnllowl|zee (,)-
Il suffit alors de choisir 1 assez petit pour achever la démonstration du théoréme 1.1.

Nous allons maintenant démontrer le théoreme 1.2, c’est-a-dire étudier le cas ou la donnée
initiale n’est pas nécessairement une fonction de carré localement intégrable, ce qui impose
d’utiliser I'effet régularisant de ’équation de la chaleur. Comme précédemment, on utilise un
schéma itératif des plus standards, & savoir
Opwni1 —vAwp1 = Qwp, wy) + 2Q(vr, wy) + Q(vr,vr) (18)

Wniljt=g = 0

avec wg = 0. Comme lors de la démonstration précedente, nous allons démontrer dans un
premier temps que, pour T' assez petit, la suite (wy,),ecn est une suite bornée de X, 7, puis
qu’elle est de Cauchy dans ce méme espace.

D’apres I'inégalité (12) de la proposition 3.1 et la proposition 2.1, on obtient

n
Iz, b, < 76 (19)

1Q(vr,vr)

On applique alors la proposition 2.1 qui implique alors que

Ui

<
- 2v

Ui
le”zl +1 et |lwillze(m,) < 3’

d
r(By

ce qui s’écrit, vu la définition de la norme sur X, 7,
lwillx, » <. (20)

Supposons maintenant que, pour tout 7 strictement positif, il existe un réel strictement posi-
tif 7' vérifiant (19) et tel que, pour tout entier k& < n, on ait [Jwy|x, , < 7.

Des applications répétées des propositions 2.1 et 3.1 combinées avec I'inégalité (19) im-
pliquent que, pour T assez petit, on a

n C

lwonsillx, e < 5+ —lwnllx, + Von(T) + llwnllx,r)  avee
déf L

Von(T) = (vT)%||Snvollrse (1 + CnvT) +||(Id =Sy )vol B, -

De plus, comme vy appartient & Ep, on peut, par définition de Ep, choisir IV tel que I'on ait

v
(14 =Sx)rol5, < g

Une fois choisi cet entier N, on impose sur 1" la condition

(V)| Snvollg (1 -+ CwoT) < o

Ainsi donc, on peut choisir un entier N puis un réel T', ne dépendant tous deux que de la
donnée intiale vy, tels que

Von(T) < (21)

L
AC
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v
En supposant que n < ok il vient, grace a I’hypothese de récurrence

1
lwpiillx,r < 5+ §||wn||Xp,T

<

= I3

(22)

Démontrons maintenant que la suite (wy)nen est de Cauchy dans X, 7. En effet, par
définition de la suite (wy,)pen, il vient, comme précedemment,

lwnt1 = wallx,r < —(lwnt1llx, - + llwnllx, - + Von (T)lwn — wn-1llx, 7

v
Dot le théoréme en appliquant I'inégalité (21) et en choisissant 7 assez petit dans 'inégalité (22).

La démonstration de I'unicité est bien évidemment tout & fait semblable. Soient w et w
deux solutions de (NSG)) appartenant a vy, + X, 7, alors on a, en posant Jw L w—w,il
vient, comme ci-dessus,

lowllx, » < —(lwllx,  +1@lx, r + Vo (T)lIowllx, -

2 Q

Par définition des espaces B, et Xjr, on peut choisir 7' tel que ||w|x,, + [|@]x,, soit
arbitrairement petit. D’ou I'unicité en utilisant 1'inégalité (21) pour 1 assez petit.

5 Démonstration des théoremes d’unicité

Ces deux théoremes d’unicité vont résulter d’une part d’un théoréme d’unicité plus général
qui contient le théoreme 1.3 et qui, modulo le lemme 5.1 qui décrit un effet régularisant propre
a la dimension trois, contient aussi le théoreme 1.4. Enoncons ce théoréme.

Théoréme 5.1 Soient pg € [1,+00[, (p1,p,p1) € [1,+00]? et s1 un réel vérifiant

1 d
-+ —<1, p>py, s1<— e s1>1 si p<+oo, sg1>1 sinon.
p M b

2

B 71 7 5 ~51 . . ./
On considére un élément vy de ByyNBy, . Il existe au plus une solution de (NSG),) associée
a la donnée initale vy dans [’espace

C([0,T): By) N LE(By)).

Le fait que le théoreme ci-dessus contienne le théoreme 1.3 est immédiat une fois remarqué
que B B
L*([0,T), H') = LT(B33) C L7 (By).

Les hypotheses du théoreme 1.4 ne permettent pas d’appliquer directement le théoreme
ci-dessus car p = +o00 et s; = 1. Mais, on a le lemme suivant.

Lemme 5.1 gup osons que la dimension d’espace d soit 3. Alors, si la donnée initiale vg
appartient & H™2 et v est une solution de (NSG,) appartenant o L*([0,T); H'), alors v

o ~ 3
appartient d L%(H%) = L1(B3,).

11



Admettons ce lemme un instant. Soit v une solution vérifiant les hypothéses du théo-
reme 1.4; d’apres le lemme 5.1, on peut appliquer le théoreme 5.1 avec

3
p=-400, p1 =2, 8125—6 et p=1.

Démontrons maintenant le lemme 5.1 ci-dessus. Pour ce faire, appliquons 'opérateur A,
au systeme (NSG,). Les lois de produit dans les espaces de Sobolev implique que Q(v,v)
appartient & LL.(H _%) On peut écrire que

d 4
ZA@OI7: + 2| A )7 < C22eg(B)o) [l Atz avec Y eg(t)* =1.
q
D’apres le lemme de Gronwall, on a
t
18000z < 18 guollzze=* 4 02 [7 e ey (r) padr
0

En prenant la norme L' en temps de cette inégalité, il vient

C o ¢ T, 2 ’
1ALy 22y = 27" N Aquollze + vl /0 cg(M)o(T)|gadr ) .

En multipliant par 2%‘1, en élevant au carré, puis en sommant pour g positif, il vient

C _ C T
D 2N A7y 2y < - S 27| Agwol 22 + ;||v||§2T(H1) Z/ c2(7)|v(7)|Fdr
q>0 7>0 070

e o

< Slvols g+ —llvllzy oy
Appliquons maintenant 'opérateur Sy au systeme (N SG,). Comme v appartient & L%(H?),
on a
1Sy € LA(L?) + LA (1?).

N

Comme Spvg appartient & L2, il en résulte immédiatement que Sov appartient 4 LL(L?). D’ou
le lemme.

Pour démontrer le théoreme 5.1, nous allons en fait démontrer un théoreme de régularité
qui va affirmer que toute solution de (NSG)) vérifiant les hypothéses du théoréme 5.1 est en
fait beaucoup plus réguliere. Plus précisement, on a le théoreme suivant.

Théoréme 5.2 Soient pg € [1,+00[, (p1,p,p1) € [1,+00]? et s1 un réel vérifiant

1 1 d . .
-+ —<1, p>py, s1<— et s12>21 si p<+4+oo, s1>1 sinon.
P nm Y41

2

~8
On considére un élément vy de BpoﬂBpi "1 et I'on suppose qu’il existe une solution de (NSG))

associée a la donnée initale vy dans [’espace
C([0,T); By) N L (Bj).

Alors la solution v appartient a vy, + Xp, 1.

12



Ce théoreme va bien sir entrainer I'unicité puisque, d’apres le théoreme 1.2, les solutions sont
uniques dans l'espace vy, + X, 7.

Pour démontrer ce théoreme, nous allons procéder a une ”paralinéarisation” de 1’équation
en utilisant les opérateurs Q et Q' définis au début de la section 3. Soit v une solution

de (NSG,) vérifiant les hypothéses du théoréme 5.2, on peut écrire, en posant w e v L
v —vAv = Q(v,v)

é(v,v) + é'(v,v) + éo(v,v)
= O(v,w) + Q' (v,w) + Ov,vr) + Q' (v,vr) + Op(v,v).

Ainsi donc, comme vy, est solution libre de 1’équation de la chaleur, on a

(PLNSG){ dw—vAw = Q,w)+ Q' (v,w)+ fo
v ’I,U‘t:() =0
avee  f, € Q(v,01) + Q'(v.01) + Qo(vv). (23)

Le théoreme de régularité 5.2 va alors résulter d’un théoreme d’existence et d’unicité sur
le systeme linéaire (PLNSG)).

Lemme 5.2 Soient (p1,p2) € [1,4+00], (p,p1,p2) € [1,+00] et (s1,52) € R? tels que

1 1 d
-+ =<1, p>py, s1<— et s;>21 si p<+oo, s;>1 sinon.
p p b1

On se donne une fonction v appartenant a C([0,T], By). Pour toute distribution f appartenant
a Uespace LY (BS1=2) N L (B5272), il existe une unique solution w de

8,5’[1) —vAw = é(vaw) + él(vv ’U)) + f
w‘t:O =0

(PLNSG,) {

5y 2 2

dans L2} (Byh) N f/g?(ng) De plus, cette solution appartient ¢ C([0,T]; By, ' N Bzz_” ).

Avant de démontrer ce théoréeme, nous allons montrer pourquoi il implique le théoréeme
2

~8 ~
de régularité 5.2. Comme vy appartient a BpiN Pt wp appartient & L%l(B;}). Donc, d’aprés
I'estimation (6), on a, vu que vy appartient a B,

d

~ ~ ~ o 14
Q(v,vr) + Q'(v,0r) € L (By ™) N L (Bp, ™)
Donc, d’apres I'inégalité (8), on a

~ -~ 144
fo e BB N LB, ™). (24)

Or, v — vy, est une solution L7 (B;!) de (PLNSG,). Le lemme 5.2 ci-dessus nous dit donc

d 2

v —vp € LA(B32) N LL(By, ") N C([0,T]; By ™ N B,,)
L T P1 T \*~Ppo ) )y Pp1 o/

Donc en particulier que v appartient a vy, + X, 7. Dot le théoreme 5.2.

13



6 FEtude de I’équation paralinéarisée

2

’ ~ S
Il s’agit bien stir de démontrer le lemme 5.2. Etant donné une distribution f dans Lf' (Bpi N
2

~ §9— =
L (sz "2, on définit la suite (wy,)pen par wy = 0 et wy41 solution de
Opwng1 — VAwpy1 = @(v,wn) + é/(v’ wn) + fo
Wntljt=0 = 0.
Nous allons démontrer que cette suite est de Cauchy dans l’espace E défini comme étant
I’adhérence des fonctions indéfiniment différentiables & support compact pour la norme

déf ”

R R S T

Que cette formule de récurrence définisse une suite dans ’espace E est immédiat, vu (24) et la

proposition 2.1. Pour absorber les termes ”"d’ordre 1”7 qui apparaitront plus tard, nous allons
conjuger par I'exponantielle. Posons w) (%) det e Mwy,(t), ol A est un parametre strictement

positif. Nous allons démontrer que, pour A choisi suffisamment grand, la suite (w) )nen est
de Cauchy dans E. En effet, la suite (w) ,)nen vérifie 'équation suivante.

Owrmi1 — V(A = Nwpr = Ov,wan) + Q' (v, wan) + fo
w/\7n+1|t:0 = 0

Par différence, on trouve, en utilisant la formule de Duhamel et le lemme 2.1 que

t 2q 7) ~/
18005 ntalle < / @) (18, 0(0(7), 03 (7)) e + 1842 (0(7), 63 (7)) 1) d

Décomposons v suivant ses hautes et basses fréquences grace au lemme suivant, admis.

Lemme 6.1 Soitp € [1,400]; on considére une partie compacte K de [’espace Bs Pour tout
réel strictement positif €, il existe un entier N tel que

quI\)] 2q8||Aqa||LoTo(Lp) <e

q>
aEK

Comme v est continue a valeurs By, il existe un entier NV tel que 'on ait
| (Id —SN)UHLg?(c—I) <cv. (25)
D’apres les inégalités (6) et (7), on a
18,21 =S3)o(), b1 (T 1) < Cev2™
184Q(Sx (), nn(Tllgy oy < O

et

»))

o

9
(Bp;)
les mémes estimations étant bien siir vraies pour Q. Par intégration, il vient

24

297 Agdrn1lly < CC||5A,n||z§g(B;jj) + oar o 10l (B

pi .
7 (L)

Donc, en choisissant la constante ¢ assez petite dans I'inégalité (25), et le parametre \ assez
grand, il vient, en prenant la borne supérieure en ¢,

||5A,n+1||zﬂTj(B;§) < Z||5A,n||z§g(B;jj);

ce qui acheve la démonstration du lemme 5.2.
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