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Introduction

Il s�agit d��etudier sous quelles conditions il existe au plus une solution au probl�eme

�NS��

�����
�tv � div�v � v�� ��v �rp 	 


div v 	 

vjt�� 	 v��

o�u div�v � v�j
d�ef
	 div�vjv� 	

X
k

�k�vjvk�� v d�esignant un champ de vecteurs sur Rd �ou

sur Td�� le scalaire p �etant la pression� Il est bien connu que la condition de divergence nulle
d�etermine la pression par la formule

��p 	
X
j�k

�j�k�vjvk�� ��

Nous �oublierons� donc la pression dans toute la suite�
L�immense litt�erature consacr�ee �a ce syst�eme a pour origine l�article de J� Leray publi�e en

��� �voir ���� o�u sont en particulier d�emontr�es les r�esultats suivants�

Th�eor�eme ��� Si v� appartient �a L�� il existe alors une solution v du syst�eme �NS�� dans

l�espace L��R��L�� � L��R��H�� telle que

�IE� kv�t�k�L� � ��

Z t

�
krv���k�L�d� � kv�k

�
L� �

Si d 	 �� cette solution est unique� appartient de plus �a C�R��L�� et en�n v�eri�e

�E�� kv�t�k�L� � ��

Z t

�
krv���k�L�d� 	 kv�k

�
L� �

Dor�enavant� nous supposerons toujours la dimension d strictement sup�erieure �a �� L�un
des probl�emes pos�es par l��etude de ce syst�eme en trois dimensions d�espace consiste en la
recherche des espaces aussi grands que possible de donn�ees intiales pour lesquels on pourra
r�esoudre de mani�ere unique localement en temps� ou bien globalement en temps si la norme
dans ces espaces est su�samment petite� C�est ce type de probl�eme que nous allons �etudier
dans ce texte� Le travail fondateur dans ce domaine est le travail H� Fujita et T� Kato �voir ����
o�u est d�emontr�e le th�eor�eme suivant�





Th�eor�eme ��� Si v� appartient �a l�espace H
d
�
��� il existe un unique r�eel strictement posi�

tif T � tel qu�il existe une unique solution v dans l�espace

C��
� T ���H
d
�
��� � fu � t

�

�u�t� � C��
� T ���H
d��
� �g�

Il existe une constante c telle que� si jv�j d
�
�� � c�� alors T � 	 ���

Ici� comme dans toute la suite de ce texte� on a d�e�ni l�espace homog�ene Hs comme �etant
l�adh�erence de l�espace des fonctions ind�e�niment diff�erentiables �a support compact pour la
�semi��norme

jujs
d�ef
	

�Z
R
d
j�j�sjbu���j�d�

� �

�

�

Remarquons que c�est bien une norme si s 	 d���
L�une des id�ees fondamentales de l�article de H� Fujita et T� Kato est le concept d�espace

critique� c�est��a�dire d�espace invariant par changement d��echelle� Voici ce dont il s�agit� si v

est une solution de �NS�� associ�ee �a une donn�ee initiale v�� alors v��t� x�
d�ef
	 
v�
�t� 
x� est

solution de �NS�� pour la donn�ee initiale v����x�
d�ef
	 
v�
x�� Un rapide calcul convaincra le

lecteur que
jv���j d

�
�� 	 jv�j d

�
���

Il est d�es lors commode de d�e�nir le concept d�espace critique�

D�e�nition ��� On appelle espace critique tout espace invariant par le changement d��echel�

le u�x� �� 
u�
x��

Pour un d�eveloppement sur cette d�e�nition� nous renvoyons le lecteur au livre de M� Cannonne
�voir ����� Il est tentant de rechercher des th�eor�emes analogues au th�eor�eme 
�� pour des
espaces critiques plus grands� En ���� T� Kato d�emontre le th�eor�eme suivant�

Th�eor�eme ��	 Si v� appartient �a Ld� alors il existe un unique r�eel strictement positif max�

imal T � tel qu�il existe une unique solution de �NS�� dans l�espace

C��
� T ���Ld� � fu � t
�

�u�t� � C��
� T ���L�d�g�

De plus� il existe une constante c ne d�ependant que de d telle que l�on ait

kv�kLd � c� 		 T � 	 ���

Remarquons que l�appartenance de la solution v �a l�espace fu � t
�

�u�t� � C��
� T ���L�d�g
est essentielle dans la d�emonstration de Kato de l�unicit�e� Nous allons nous attacher ici �a
g�en�eraliser ce type de r�esultat d�unicit�e� �a la fois en prenant des espaces de donn�ees initiales
plus grands et en relaxant la condition d�appartenance �a des espaces du type fu � t

�

�u�t� �
C��
� T ���L�d�g� espace li�e �a l�e�et r�egularisant de l�op�erateur de la chaleur� Nous le ferons
essentiellement gr�ace une hypoth�ese de type �energie sur la solution� nous inspirant du r�esultat
remarquable suivant� d�emontr�e en ��� par W� von Wahl dans ����

Th�eor�eme ��
 Soit v� une donn�ee initiale dans l�espace L
��Ld� On consid�ere deux solutions

de �NS�� v�eri�ant �IE� sur l�intervalle �
� T �� Si l�une d�elles appartient �a 	L���
� T ��Ld�� alors
elles co
�ncident sur l�intervalle �
� T ��

Dans le m�eme esprit� citons un r�esultat r�ecent d�I� Gallagher dans le cadre des conditions aux
limites p�eriodiques� voir ����

�



Th�eor�eme ��� Soit v� une donn�ee initiale dans L
��T��� alors toute solution de �NS�� sur T�

associ�ee �a cette donn�ee initiale et qui v�eri�e l�in�egalit�e d��energie �IE� est �egale �a la solution

sur T��

Il convient de remarquer que� contrairement au th�eor�eme de Leray 
� et aux th�eor�emes 
��
et 
�� ci�dessus� les th�eor�emes de H� Fujita et T� Kato 
�� et de T� Kato 
�� n�utilisent pas la
forme particuli�ere du syst�eme de Navier�Stokes� mais sont vrais pour des syst�eme g�en�eraux de
type �Navier�Stokes�� Voici ce dont il s�agit� La formule �� permet d��ecrire le syst�eme �NS��
sous la forme �

�tv � ��v 	 q�v� v�
vjt�� 	 v�

avec
q�v� v�

d�ef
	 �div�v � v� �

X
j�k

r����j�k�vjvk��

Dans toute la suite� nous �etudierons des syst�emes g�en�eraux du type Navier�Stokes� c�est��a�dire
les syst�emes d�e�nis comme suit�

�NSG��

�
�tv � ��v 	 Q�v� v�

vjt�� 	 v�

o�u l�op�erateur quadratique Q est la forme

Q�v� v� 	
X
j�k

Aj�k�D��vjvk��

les op�erateurs Aj�k �etant des multiplicateurs de Fourier homog�enes de degr�e � ind�e�niment
diff�erentiable en dehors de l�origine� que l�on peut� sans perte de g�en�eralit�e aucune� supposer
sym�etriques en �j� k��

Le lecteur �epris de g�en�eralit�e pourra y voir un avantage� le lecteur famili�e avec le syst�eme
de Navier�Stokes n�y verra qu�une incapacit�e �a utiliser la forme particuli�ere de ce syst�eme�

� �Enonc�e des r�esultats

L��enonc�e des th�eor�emes nouveaux de ce texte n�ecessite l�introduction des espaces de Besov�
Introduisons pour les d�e�nir le d�ecoupage dyadique� base de la th�eorie de Littlewood�Paley�
La proposition suivant est tout �a fait classique� voir par exemple ����

Proposition ��� D�esignons par C la couronne de centre �� de petit rayon ��� et de grand

rayon ���� Il existe alors deux fonctions positives radiales � et � appartenant respectivement

�a C�� �B�
� ����� et �a C�� �C� telles que 

���� �
X
q��

����q�� 	 � ���

jp� qj 
 � 	 Supp ����q�� � Supp ����p�� 	 �� ���

q 
  	 Supp � � Supp ����q�� 	 �� ���

si eC 	 B�
� ���� � C� alors eC est une couronne et l�on a

jp� qj 
 � 	 �p eC � �qC 	 �� ���

�



Notations

h 	 F��� et eh 	 F����

�qu 	 ����qD�u 	 �qd
Z
h��qy�u�x� y�dy�

Squ 	
X

p�q��

�pu 	 ����qD�u 	

Z eh��qy�u�x� y�dy�

Commen�cons par d�e�nir les espaces de Besov inhomonog�enes�

D�e�nition ��� Soit s un nombre r�eel et p et r deux �el�ements de ����� L�espace de Besov eBs
p�r

est l�adh�erence des fonctions ind�e�niment diff�erentiables �a support compact dans l�espace des

distributions temp�er�ees pour la norme k � kBs
p�r

d�e�nie par

kukBs
p�r

d�ef
	
�����qsk�qukLp�

q��r�N��

���
�r�N��

� kS�ukLp 	 ���

Remarque L�espace eBs
p�� est l�espace des distributions temp�er�ees telles que

S�u � Lp et lim
q���

�qsk�qukLp 	 
�

D�e�nissons maintenant les espaces de Besov homog�enes�

D�e�nition ��� Soit s un nombre r�eel� p et r deux �el�ements de ������ On pose

kukBs
p�r

d�ef
	
�����qsk�qukLp�q�Z

���
�r�N�

�

Lorsque s 	 d�p� la quantit�e ci�dessus est une norme� ce qui autorise la d�e�nition suivante�

D�e�nition ��	 Soient �s� p� r� un triplet comme dans la d�e�nition ��� ci�dessus� Si s est

srictement sup�erieur �a d�p� on d�e�nit l�espace Bs
p�r comme �etant l�adh�erence dans S � des

fonctions r�eguli�eres pour la norme k � kBs
p�r

d�e�nie ci�dessus�

Remarques

Lorsque r 	 �� l�espace Bs
p�� ci�dessus ne co� ncide pas avec l�espace des distributions

temp�er�ees u telles que
sup
q�Z

�qsk�qukLp 	��

C�est l�espace des distributions temp�er�ees telles que

sup
q�Z

�qsk�qukLp 	� et lim
q���

�qsk�qukLp 	 
�

Lorsque s 	
d

p
� � l�espace Bs

p�r est invariant par changement d��echelle et la norme par

tout changement d��echelle discr�etis�e� c�est��a�dire du type 
 	 �p�
En�n� il est �a noter que� lorsque s est strictement positif� l�espace eBs

p�r est contin�ument
inclus dans Bs

p�r alors que� si s est n�egatif ou nul� c�est l�espace Bs
p�r qui est contin�ument inclus

dans eBs
p�r�

�



Notations On d�esignera par Bp �resp� eBp� l�espace B
d
p
��

p�� �resp� eB d
p
��

p�� � et lorsque p 	 ��
on d�esignera par C�� �resp� eC��� l�espace B����� �resp� eB�������

Remarque Les espaces Bp et eBp forment deux familles strictement croissante �en p� d�espaces�
La pertinence de leur choix comme espace de donn�ees initiales est mise en �evidence par les
deux th�eor�emes suivants�

Th�eor�eme ��� Soit p 	 d� on consid�ere une donn�ee intiale v� appartenant �a Bp� il ex�

iste alors un unique T � maximal tel qu�il existe une unique solution v de �NSG�� dans

l�espace C��
� T ���Bp��

Th�eor�eme ��� Soit p un r�eel sup�erieur ou �egal �a d� on consid�ere une donn�ee initiale appar�

tenant �a l�espace eBp� Il existe un r�eel strictement positif T tel qu�il existe une unique solution

dans l�espace a�ne vL�Xp�T o�u Xp�T est l�adh�erence des fonctions ind�e�niment diff�erentiables

�a support compact dans l�espace des distributions temp�er�ees pour la norme

kukXp�T

d�ef
	 sup

q�Z

	
�q����

d
p
�k�qukL�

T
�Lp� � ��q���

d
p
�k�qukL�

T
�Lp�



�

Dans le cas o�u p 	 d� l�unicit�e est obtenue sans qu�il soit n�ecessaire de faire d�autre
hypoth�ese sur la r�egularit�e sur la solution� ce qui n�est a priori pas le cas lorsque p 
 d� Les
th�eor�emes d�unicit�e concerne des solutions qui� outre leur continuit�e en temps �a valeurs Bp�
sont dans �l�espace d��energie� L���
� T ��H��� Une hypoth�ese de ce type est imp�erative pour
que les produits vjvk aient un sens�

Th�eor�eme ��	 Soit p un r�eel sup�erieur ou �egal �a d� on consid�ere une donn�ee initiale v�
appartenant �a eBp � L�� Il existe au plus une solution de �NSG�� dans l�espace

C��
� T �� eBp� � L���
� T ��H���

Nous allons maintenant supposer que d 	 �� Nous aurons alors le th�eor�eme suivant�

Th�eor�eme ��
 Soit p un r�eel sup�erieur ou �egal �a d� on consid�ere une donn�ee initiale v�
appartenant �a eBp � L�� Il existe au plus une solution de �NSG�� dans l�espace

C��
� T �� eC��� � L���
� T ��H���

Remarque Le fait de devoir supposer que la donn�ee initiale appartient �a eBp avec p r�eel
n��epuise pas l�ensemble des espaces de donn�ees initiales possibles pour lesquelles l�existence et
l�unicit�e sont connues �voir les travaux ��� de D� Iftimie��

� Espaces de Besov et e�et r�egularisant dans l��equation de la

chaleur�

On peut mesurer de deux mani�eres l�e�et r�egularisant de l��equation de la chaleur� Tout
d�abord� on peut observer que� si u�t� d�esigne la solution de

�EC�

�
�tu� ��u 	 


ujt�� 	 u��

alors la fonction tku�t� est d�autant plus r�eguli�ere que k est grand� C�est l�id�ee exploit�ee par
H� Fujita et T� Kato et par tous les travaux inspir�es par leur article�

Comme dans notre article en collaboration avec N� Lerner �voir �!��� nous utiliserons ici
un autre e�et r�egularisant� l�e�et de moyenne en temps�

�



D�e�nition ��� Soient �� p� r� � ����� et s un r�eel� on d�e�nit alors la famille de semi�
normes suivantes

kukeL�
T
�Bs

p�r�

d�ef
	

���	�qsk�qukL�
T
�Lp�



q�Z

���
�r�Z�

et

kukeL�
T
�eBs

p�r�

d�ef
	

���	�qsk�qukL�
T
�Lp�



q�N�

���
�r�N��

� kS�ukL�
T
�Lp��

Remarque Les fonctionnelles k � keL�
T
�eBs

p�r�
sont des normes� mais les semi�normes k � keL�

T
�Bs

p�r�

ne sont des normes que si s 	 d�p� on d�e�nit alors les espaces eL�T �Bs
p�r� et eL�T � eBs

p�r� comme
suit�

D�e�nition ��� Soient �� p� r� � ����� et s un r�eel� on d�e�nit eL�T � eBs
p�r� �resp� eL�T � eBs

p�r�
si s 	 d�p� comme �etant l�adh�erence dans les distributions temp�er�ees des fonctions ind�e�ni�
ment diff�erentiables �a support compact pour la norme

k � keL�
T
�eBs

p�r�
�resp� k � keL�

T
�Bs

p�r�
��

Tous les e�ets r�egularisants sont bas�es sur le classique lemme suivant� d�emontr�e par ex�
emple dans ����

Lemme ��� Il existe une constante c telle que� pour tout entier q et tout r�eel positif 
� on ait

k�qe
�	ukLp �



c
e�c��

�q

k�qukLp �

Du lemme ci�dessus� on d�eduit imm�ediatement la proposition ci�dessous�

Proposition ��� Il existe une constante C telle que

ke�t	ukeL�
T
�B

s��
�

p�r �
�

C

�
ku�kBs

p�r
�

En outre� si u� appartient �a Bs
p�r et si  est r�eel� alors

lim
T��

ke�t	u�keL�
T
�B

s� �
�

p�r �
	 
�

De plus� si u est solution de �
�tu� ��u 	 f

ujt�� 	 
�

alors

kukeL�
T
�Bs���

p �
�

C

��
T �� �

� kfkeL�
T
�Bs

p�
et

kukeL��
T
�B

s����� �
��
�

�
��

�
p �

�
C

�
kfkeL��

T
�Bs

p�
pour � 
 ��

En�n� si f appartient �a eL�T �Bs
p�� si u� appartient �a B

s��
�
�� �

�

�
p � et si u est solution de�

�tu� ��u 	 f
ujt�� 	 u��

alors u appartient �a C��
� T ��B
s��

�
�� �

�

�
p ��

!



� Estimations de produit

Les estimations de produit utilise�es ici sont bas�es sur un d�ecoupage suivant les tailles relatives
des fr�equences de a et de b� Ce d�ecoupage est une version appauvrie du paraproduit introduit
par J��M� Bony dans ��� Les d�emonstrations de ces in�egalit�es reposent sur des techniques
standard de calcul paradi��erentiel� La seule originalit�e de la d�emonstration tient au fait que
l�on prend les normes en temps avant le supremum en q� Nous omettons les preuves� Le lecteur
int�eress�e pourra consulter ���� On pose

eQ�a� b�
d�ef
	
X
q��

Q�Sqa��qb� � eQ��a� b� d�ef
	
X
q��

Q�Sq��a��qb� et eQ��a� b�
d�ef
	 Q�S�a� S�b��

Il est clair que l�on a

Q�a� b� 	 Q�a� b� �Q��b� a� 	 eQ�a� b� � eQ��b� a� � eQ��a� b��

Tous les r�esultats d�emontr�es sur Q se d�eduisent du lemme suivant�

Lemme 	�� Soient �p� p�� p�� et �� �� �� deux triplets de r�eels tels que

p 
 maxfp�� p�g �


p�
�



p�
�



p
et



�
�



�
	




�

On consid�ere deux r�eels s� et s� tels que s� � s� soit strictement positif� On pose

s���
d�ef
	 s� � s� � d

�


p���
�



p

�
avec p���

d�ef
	

p�p�
p� � p�

�

Si s��� est positif et s� strictement n�egatif� on a

k eQ�w�w��keL�
T
�B

s�����

p �
� CkwkeL��

T
�eBs�

p�
�
kw�keL��

T
�B

s�
p�
�
� �!�

De plus� pour tout couple �� s� � ������
����� il existe une constante C telle que� pour

tout r�eel p sup�erieur ou �egal �a � on ait

k eQ�a� b�keL�
T
�Bs��

p �
� CkakL�

T
kbkeL�

T
�Bs

p�
���

les m�emes estimations �etant naturellement vraies pour les op�erateurs Q� et eQ�� En�n� pour
tout r�eel s 
 �� pour tout p ������� et pour tout couple de r�eels �s�� s��� il existe une

constante C telle que

k eQ��a� b�keL�
T
�Bs

p�
� CkakeL��

T
�B

s�
p�
�
kbkeL��

T
�B

s�
p�
�
� ���

Du lemme ��� nous peut ais�ement d�eduire la proposition suivante�

Proposition 	�� Soient �p� p�� p�� et �� �� �� deux triplets de r�eels tels que

p 
 maxfp�� p�g et


�
�



�
	




�

On consid�ere deux r�eels s� et s� tels que s� � s� soit strictement positif� En posant

�
d�ef
	 s� � s� � d

�


p�
�



p�
�



p

�
�

�



on a les in�egalit�es suivantes�

Si sj 	
d

pj
� alors

kQ�w�w��keL�
T
�B���

p �
� CkwkeL��

T
�B

s�
p�
�
kw�keL��

T
�B

s�
p�
�
� ���

Si s� 	 
 et si s� 	
d

p�
� alors

kQ�w�w��keL�
T
�B���

p �
� CkwkeL��

T
�eBs�

p�
�
kw�keL��

T
�B

s�
p�
�
� �
�

Si s� 	
d

p�
� alors

kQ�w�w��keL�
T
�B���

p �
� C�kwkeL��

T
�B

s�
p�
�
kw�keL��

T
�B

s�
p�
�

� kwkeL��
T
�B

s�
p�
�
kw�keL��

T
�B

s�
p�
�
�� ��

Si s� 	 
� alors

kQ�w�w��keL�
T
�B���

p �
� C�kwkeL��

T
�eBs�

p�
�
kw�keL��

T
�B

s�
p�
�

� kwkeL��
T
�B

s�
p�
�
kw�keL��

T
�eBs�

p�
�
�� ���

	 Les th�eor
emes d�existence et d�unicit�e locales�

Le but de cette section est la d�emonstration des th�eor�emes � et ��� Commen�cons par le cas
plus simple o�u p 	 d� On recherche la solution sous la forme

v 	 vL � w

o�u vL d�esigne� comme dans toute la suite du texte� la solution libre de l��equation de la chaleur�
Le syst�eme �NSG�� s��ecrit alors�

�tw � ��w 	 Q�w�w� � �Q�vL� w� � Q�vL� vL�
wjt�� 	 
�

La donn�ee initiale appara� t alors au travers d�un terme de force ext�erieure� le terme Q�vL� vL��
et d�un terme lin�eaire en w� le terme Q�vL� w�� On r�esout alors par une m�ethode it�erative
classique� D�e�nissons la suite �wn�n�N par�

�twn�� � ��wn�� 	 Q�wn� wn� � �Q�vL� wn� � Q�vL� vL�
wn��jt�� 	 
�

avec w� 	 
� Dans un premier temps� nous allons d�emontrer que� pour T assez petit� la
suite �wn�n�N est une suite born�ee de C��
� T �� Bp�� puis qu�elle est de Cauchy dans ce m�eme
espace�

D�apr�es l�in�egalit�e ��� de la proposition ��� on a

kQ�wn� wn�k
L�
T
�B

d
p��

p �
� Ckwnk

�
L�
T
�Bp� ���

kQ�vL� wn�keL�
T
�B

d
p�

�
�

p �
� CkvLkeL�

T
�B

d
p�

�
�

p �
kwnkL�

T
�Bp� et ���

kQ�vL� vL�keL�
T
�B

d
p��

p �
� CkvLk

�eL�
T
�B

d
p�

�
�

p �

� ���

�



En appliquant la proposition ��� on trouve que

kwn��kL�
T
�Bp� � C


kwnkL�

T
�Bp� � kvLkeL�

T
�B

d
p�

�
�

p �

��

� �!�

Soit � un r�eel strictement positif quelconque� d�apr�es le proposition ��� on peut choisir T tel
que

kvLkeL�
T
�B

d
p�

�
�

p �
� �� ���

Il vient alors� par d�e�nition de la suite �wn�n�N que

kw�kL�
T
�Bp� � �C����

Supposons que �C� �  et faisons l�hypoth�ese de r�ecurrence que

�k � n � kwkkL�
T
�Bp� � ��

D�apr�es l�in�egalit�e �!�� il vient

kwn��kL�
T
�Bp� � ��C����

Ainsi donc� pour tout �� il existe un r�eel T strictement positif tel que

�n � N � kwnkL�
T
�Bp� � ��

D�emontrons maintenant que l�on peut choisir T tel que la suite �wn�n�N soit de Cauchy

dans C��
� T �� Bp�� Par di��erence� on a� en posant �wn��
d�ef
	 wn�� � wn�

�t�wn�� � ���wn 	 �Q�vL� �wn� � Q�wn � wn��� �wn��

En utilisant �a nouveau l�in�egalit�e ��� de la proposition ��� il vient

kQ�vL� �wn�keL�
T
�B

d
p�

�
�

p �
� CkvLkeL�

T
�B

d
p�

�
�

p �
k�wnkL�

T
�Bp� et

kQ�wn � wn��� �wn�k
L�
T
�B

d
p��

p �
� C

�
kwnkL�

T
�Bp� � kwn��kL�

T
�Bp�

�
k�wnkL�

T
�Bp��

Sous la condition ���� il vient alors

k�wn��k
L�
T
�B

d
p��

p �
� �C�k�wnk

L�
T
�B

d
p��

p �
�

En choisissant � tel que �C� � � on d�emontre que la suite �wn�n�N est de Cauchy dans
l�espace C��
� T ��Bp�� le fait que la limite� additionn�ee �a vL soit solution de �NSG�� est
trivial�

L�unicit�e r�esulte d�un raisonnement du m�eme type� Soient w� et w� deux fonctions de

l�espace C��
� T ��Bp� telles que vL � wj soit solution de �NSG��� En posant �w
d�ef
	 w� � w��

il vient par di��erence�

�t�w � ���w 	 �Q�vL� �w� � Q�w� � w�� �w��

Les solutions consid�er�ees appartenant �a C��
� T ��Bp�� pour tout r�eel strictement positif �� il
existe un r�eel strictement positif T tel que

kw�kL�
T
�Bp� � kw�kL�

T
�Bp� � ��

�



On peut choisir T tel que l�in�egalit�e ��� soit v�eri��ee� d�o�u il vient

k�wkL�
T
�Bp� � C�k�wkL�

T
�Bp��

Il su�t alors de choisir � assez petit pour achever la d�emonstration du th�eor�eme ��

Nous allons maintenant d�emontrer le th�eor�eme ��� c�est��a�dire �etudier le cas o�u la donn�ee
initiale n�est pas n�ecessairement une fonction de carr�e localement int�egrable� ce qui impose
d�utiliser l�e�et r�egularisant de l��equation de la chaleur� Comme pr�ec�edemment� on utilise un
sch�ema it�eratif des plus standards� �a savoir�

�twn�� � ��wn�� 	 Q�wn� wn� � �Q�vL� wn� � Q�vL� vL�
wn��jt�� 	 


���

avec w� 	 
� Comme lors de la d�emonstration pr�ecedente� nous allons d�emontrer dans un
premier temps que� pour T assez petit� la suite �wn�n�N est une suite born�ee de Xp�T � puis
qu�elle est de Cauchy dans ce m�eme espace�

D�apr�es l�in�egalit�e ��� de la proposition �� et la proposition ��� on obtient

kQ�vL� vL�keL�
T
�B

d
p��

p �
�

�

�C
� ���

On applique alors la proposition �� qui implique alors que

kw�keL�
T
�B

d
p��

p �
�

�

��
et kw�kL�

T
�Bp� �

�

�
�

ce qui s��ecrit� vu la d�e�nition de la norme sur Xp�T �

kw�kXp�T
� �� ��
�

Supposons maintenant que� pour tout � strictement positif� il existe un r�eel strictement posi�
tif T v�eri�ant ��� et tel que� pour tout entier k � n� on ait kwkkXp�T

� ��
Des applications r�ep�et�ees des propositions �� et �� combin�ees avec l�in�egalit�e ��� im�

pliquent que� pour T assez petit� on a

kwn��kXp�T
�

�

�
�
C

�
kwnkXp�T

� �V��N �T � � kwnkXp�T
� avec

V��N �T �
d�ef
	 ��T �

�

� kSNv�kL�
T

� � CN�T � � k�Id�SN �v�kBp �

De plus� comme v� appartient �a eBp� on peut� par d�e�nition de eBp� choisir N tel que l�on ait

k�Id�SN�v�kBp �
�

�C
�

Une fois choisi cet entier N � on impose sur T la condition

��T �
�

� kSNv�kL�
T

� � CN�T � �
�

�C
�

Ainsi donc� on peut choisir un entier N puis un r�eel T � ne d�ependant tous deux que de la

donn�ee intiale v�� tels que

V��N�T � �
�

�C
� ���






En supposant que � �
�

�C
� il vient� gr�ace �a l�hypoth�ese de r�ecurrence

kwn��kXp�T
�

�

�
�



�
kwnkXp�T

� �� ����

D�emontrons maintenant que la suite �wn�n�N est de Cauchy dans Xp�T � En e�et� par
d�e�nition de la suite �wn�n�N� il vient� comme pr�ecedemment�

kwn�� � wnkXp�T
�

C

�
�kwn��kXp�T

� kwnkXp�T
� V��N �T ��kwn � wn��kXp�T

�

D�o�u le th�eor�eme en appliquant l�in�egalit�e ��� et en choisissant � assez petit dans l�in�egalit�e �����
La d�emonstration de l�unicit�e est bien �evidemment tout �a fait semblable� Soient w et ew

deux solutions de �NSG�� appartenant �a vL � Xp�T � alors on a� en posant �w
d�ef
	 w � ew� il

vient� comme ci�dessus�

k�wkXp�T
�

C

�
�kwkXp�T

� k ewkXp�T
� V��N �T ��k�wkXp�T

�

Par d�e�nition des espaces Bp et Xp�T � on peut choisir T tel que kwkXp�T
� k ewkXp�T

soit
arbitrairement petit� D�o�u l�unicit�e en utilisant l�in�egalit�e ��� pour � assez petit�

� D�emonstration des th�eor
emes d�unicit�e

Ces deux th�eor�emes d�unicit�e vont r�esulter d�une part d�un th�eor�eme d�unicit�e plus g�en�eral
qui contient le th�eor�eme �� et qui� modulo le lemme �� qui d�ecrit un e�et r�egularisant propre
�a la dimension trois� contient aussi le th�eor�eme ��� �Enon�cons ce th�eor�eme�

Th�eor�eme ��� Soient p� � ������ ��� p� p�� � ������ et s� un r�eel v�eri�ant



p
�



p�
�  � p 
 p� � s� 	

d

p�
et s� 
  si p 	 �� � s� �  sinon�

On consid�ere un �el�ement v� de eBp��
eBs��

�

��
p� � Il existe au plus une solution de �NSG�� associ�ee

�a la donn�ee initale v� dans l�espace

C��
� T �� eBp� � eL�T �Bs�
p�

��

Le fait que le th�eor�eme ci�dessus contienne le th�eor�eme �� est imm�ediat une fois remarqu�e
que

L���
� T ��H�� 	 eL�T �B�
���� �

eL�T �B�
���

Les hypoth�eses du th�eor�eme �� ne permettent pas d�appliquer directement le th�eor�eme
ci�dessus car p 	 �� et s� 	 � Mais� on a le lemme suivant�

Lemme ��� Supposons que la dimension d�espace d soit �� Alors� si la donn�ee initiale v�
appartient �a eH� �

� et v est une solution de �NSG�� appartenant �a L���
� T ��H��� alors v

appartient �a eL�T � eH �

� � 	 eL�T � eB �

�

�����





Admettons ce lemme un instant� Soit v une solution v�eri�ant les hypoth�eses du th�eo�
r�eme ��� d�apr�es le lemme ��� on peut appliquer le th�eor�eme �� avec

p 	 �� � p� 	 � � s� 	
�

�
� � et  	 �

D�emontrons maintenant le lemme �� ci�dessus� Pour ce faire� appliquons l�op�erateur �q

au syst�eme �NSG��� Les lois de produit dans les espaces de Sobolev implique que Q�v� v�

appartient �a L�T � eH� �

� �� On peut �ecrire que

d

dt
k�qv�t�k�L� � c���qk�qv�t�k�L� � C�

q
� cq�t�jv�t�j�H�k�qv�t�kL� avec

X
q

cq�t�
� 	 �

D�apr�es le lemme de Gronwall� on a

k�qv�t�kL� � k�qv�kL�e
�c���qt � C�

q

�

Z t

�
e�c��

�q�t���cq���jv���j�H�d��

En prenant la norme L� en temps de cette in�egalit�e� il vient

k�qv�t�kL�
T
�L�� �

C

�
���qk�qv�kL� �

C

�
kvkL�

T
�H��

Z T

�
c�q���jv���j�H�d�

� �

�

�

En multipliant par �
�

�
q� en �elevant au carr�e� puis en sommant pour q positif� il vient

X
q��

��qk�qv�t�k�L�
T
�L�� �

C

�

X
q��

��qk�qv�k
�
L� �

C

�
kvk�L�

T
�H��

X
q��

Z T

�
c�q���jv���j�H�d�

�
C

�
jv�j

�eH� �
�

�
C

�
kvk
L�

T
�H���

Appliquons maintenant l�op�erateur S� au syst�eme �NSG��� Comme v appartient �a L�T �H���
on a

�tS� � L�T �L�� � L�T �L���

Comme S�v� appartient �a L�� il en r�esulte imm�ediatement que S�v appartient �a L�T �L��� D�o�u
le lemme�

Pour d�emontrer le th�eor�eme ��� nous allons en fait d�emontrer un th�eor�eme de r�egularit�e
qui va a�rmer que toute solution de �NSG�� v�eri�ant les hypoth�eses du th�eor�eme �� est en
fait beaucoup plus r�eguli�ere� Plus pr�ecisement� on a le th�eor�eme suivant�

Th�eor�eme ��� Soient p� � ������ ��� p� p�� � ������ et s� un r�eel v�eri�ant



p
�



p�
�  � p 
 p� � s� 	

d

p�
et s� 
  si p 	 �� � s� �  sinon�

On consid�ere un �el�ement v� de Bp��
eBs��

�

��
p� et l�on suppose qu�il existe une solution de �NSG��

associ�ee �a la donn�ee initale v� dans l�espace

C��
� T �� eBp� � eL��T �Bs�
p�

��

Alors la solution v appartient �a vL � Xp��T �

�



Ce th�eor�eme va bien s�ur entra� ner l�unicit�e puisque� d�apr�es le th�eor�eme ��� les solutions sont
uniques dans l�espace vL �Xp��T �

Pour d�emontrer ce th�eor�eme� nous allons proc�eder �a une �paralin�earisation� de l��equation
en utilisant les op�erateurs eQ et eQ� d�e�nis au d�ebut de la section �� Soit v une solution

de �NSG�� v�eri�ant les hypoth�eses du th�eor�eme ���� on peut �ecrire� en posant w
d�ef
	 v � vL

�tv � ��v 	 Q�v� v�

	 eQ�v� v� � eQ��v� v� � eQ��v� v�

	 eQ�v� w� � eQ��v� w� � eQ�v� vL� � eQ��v� vL� � eQ��v� v��

Ainsi donc� comme vL est solution libre de l��equation de la chaleur� on a

�PLNSG��

�
�tw � ��w 	 eQ�v� w� � eQ��v� w� � fv

wjt�� 	 


avec fv
d�ef
	 eQ�v� vL� � eQ��v� vL� � eQ��v� v�� ����

Le th�eor�eme de r�egularit�e ��� va alors r�esulter d�un th�eor�eme d�existence et d�unicit�e sur
le syst�eme lin�eaire �PLNSG���

Lemme ��� Soient ��� �� � ������ �p� p�� p�� � ����� et �s�� s�� � R� tels que



p
�



p�
�  � p 
 p� � s� 	

d

p�
et sj 
  si p 	 �� � sj �  sinon�

On se donne une fonction v appartenant �a C��
� T �� eBp�� Pour toute distribution f appartenant

�a l�espace eL��T �Bs���
p�

� � eL��T �Bs���
p�

�� il existe une unique solution w de

�PLNSG��

�
�tw � ��w 	 eQ�v� w� � eQ��v� w� � f

wjt�� 	 


dans eL��T �Bs�
p�

� � eL��T �Bs�
p�

�� De plus� cette solution appartient �a C��
� T ��B
s��

�

��
p� �B

s��
�

��
p� ��

Avant de d�emontrer ce th�eor�eme� nous allons montrer pourquoi il implique le th�eor�eme

de r�egularit�e ���� Comme v� appartient �a eBs��
�

��
p� � vL appartient �a L��T � eBs�

p�
�� Donc� d�apr�es

l�estimation �!�� on a� vu que v� appartient �a eBp� �

eQ�v� vL� � eQ��v� vL� � eL��T �Bs���
p�

� � eL�T �B
��� d

p�
p� �

Donc� d�apr�es l�in�egalit�e ���� on a

fv � eL��T �Bs���
p�

� � eL�T �B
��� d

p�
p� �� ����

Or� v � vL est une solution L��T �Bs�
p�

� de �PLNSG��� Le lemme ��� ci�dessus nous dit donc

v � vL � L��T �Bs���
p�

� � L�T �B
�� d

p�
p� � �C��
� T ��B

s��
�

��
p� �Bp���

Donc en particulier que v appartient �a vL � Xp��T � D�o�u le th�eor�eme ����

�



� �Etude de l��equation paralin�earis�ee

Il s�agit bien s�ur de d�emontrer le lemme ���� �Etant donn�e une distribution f dans eL��T �B
s��

�

��
p� ��eL��T �B

s��
�

��
p� �� on d�e�nit la suite �wn�n�N par w� 	 
 et wn�� solution de�

�twn�� � ��wn�� 	 eQ�v� wn� � eQ��v� wn� � fv
wn��jt�� 	 
�

Nous allons d�emontrer que cette suite est de Cauchy dans l�espace E d�e�ni comme �etant
l�adh�erence des fonctions ind�e�niment diff�erentiables �a support compact pour la norme

k � kE
d�ef
	 k � keL��

T
�B

s�
p�
�
� k � keL��

T
�B

s�
p�
�
�

Que cette formule de r�ecurrence d�e�nisse une suite dans l�espace E est imm�ediat� vu ���� et la
proposition ��� Pour absorber les termes �d�ordre � qui appara� tront plus tard� nous allons

conjuger par l�exponantielle� Posons w��n�t�
d�ef
	 e��twn�t�� o�u 
 est un param�etre strictement

positif� Nous allons d�emontrer que� pour 
 choisi su�samment grand� la suite �w��n�n�N est
de Cauchy dans E� En e�et� la suite �w��n�n�N v�eri�e l��equation suivante��

�tw��n�� � ���� 
�wn�� 	 eQ�v� w��n� � eQ��v� w��n� � fv
w��n��jt�� 	 
�

Par di��erence� on trouve� en utilisant la formule de Duhamel et le lemme �� que

k�q���n��kLp �
Z t

�
e�c��

�q����t���
	
k�q

eQ�v���� ���n����kLp � k�q
eQ��v���� ���n����kLp



d��

D�ecomposons v suivant ses hautes et basses fr�equences gr�ace au lemme suivant� admis�

Lemme ��� Soit p � ������ on consid�ere une partie compacte K de l�espace eBs
p� Pour tout

r�eel strictement positif �� il existe un entier N tel que

sup
q�N
a�K

�qsk�qakL�
T
�Lp� � ��

Comme v est continue �a valeurs Bp� il existe un entier N tel que l�on ait

k�Id�SN�vkL�
T
�C��� � c�� ����

D�apr�es les in�egalit�es �!� et ���� on a

k�q
eQ��Id�SN �v���� ���n����k

L
�j
T
�Lpj �

� Cc���q�sj���k���nkeL�j
T
�B

sj
pj
�

et

k�q
eQ�SNv���� ���n����k

L
�j
T
�Lpj �

� C��q�sj���kSNvkL�
T
k���nkeL�j

T
�B

sj
pj
�
�

les m�emes estimations �etant bien s�ur vraies pour eQ�� Par int�egration� il vient

�qjsk�q���n��kL
�j
T
�Lpj �

� Cck���nkeL�j
T
�B

sj
pj
�

�
�q

��q � 

k���nkeL�j

T
�B

sj
pj
�
�

Donc� en choisissant la constante c assez petite dans l�in�egalit�e ����� et le param�etre 
 assez
grand� il vient� en prenant la borne sup�erieure en q�

k���n��keL�j
T
�B

sj
pj
�
�



�
k���nkeL�j

T
�B

sj
pj
�
�

ce qui ach�eve la d�emonstration du lemme ����

�
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