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1 Introduction.

Nous allons décrire dans cet exposé un travail en collaboration avec Jan
Dereziiiski. Nous renvoyons pour les détails & [DG]. Nous considérons dans
ce travail un systeme physique constitué d’un petit systéme, comme par
exemple un atome, en interaction avec un champ quantique bosonique.

Le petit systeme est décrit par un espace de Hilbert I et son évolution
par un hamiltonien autoadjoint K borné inférieurement. Le champ quan-
tique est décrit par espace de Fock bosonique T'((), ou I’espace a une par-
ticule ( est égal & L?(R", dk). L’énergie cinétique des bosons est donnée par
une fonction :

R" 3k — w(k) e RT,

appelée relation de dispersion. Le hamiltonien donnant 1’évolution du champ
de bosons est égal a :

dT (w) = / wk)a* (k)a(k)dk |

ou a(k),a*(k) sont les opérateurs d’annihilation-création bosoniques.

Nous ferons sur la relation de dispersion les hypotheses suivantes :

Vw e L*®(R"),
(H1) Vw(k)=0=k=0,
lim w(k) =400 .
|k|]—o00
La constante m := inf w(k) = w(0) est appelée la masse des bosons.

L’exemple typique est w(k) = (k% + m?)'/2. Le cas des bosons sans masse
(m = 0) est considérablement plus difficile que le cas massif (m > 0). La
raison principale est que dans le cas sans masse, le hamiltonien dI'(w) ne
controle plus l'opérateur de nombre

N = dr(1) = /a*(k)a(k)dk.

L’interaction entre le petit systeme et le champ quantique est donnée
par une fonction :

R">kw— v(k) € B(K),
telle que

(10) / o (k)o(k)dk € B(K,K) .
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On pose alors :

1
V::\/i( *(v) +a(v \/_/ k) 4+ v* (k) ® a(k)dk ,

agissant sur l'espace de Hilbert
H:=KxL(h).
Le hamiltonien décrivant le systéme en interaction est alors donné par :
H=Hy+V,

ou
Hy=K®1+1dl'(v) .

De tels hamiltoniens seront appelés hamiltoniens de Pauli-Fierz.

2 Exemples.

L’exemple non trivial le plus simple est le modeéle de spin-boson, ot le petit
systéme est un spin & 2 composantes. On a alors K = C? et si Oz, Oy, 0

sont les matrices de Pauli :

K =o0.,0(k) = 0, ®g(k) ,pour g € L*(R",dFk) .

Un autre modele est obtenu & partir du modele de Pauli-Fierz, qui décrit
I'interaction d’un atome non relativiste avec un champ de photons. On a

alors :
K= L2(R3N), ou N est le nombre d’électrons,

N
Z Aml Y Y Wi(x)

1<j |xl o 37]| i=1

Nous supposerons parfois dans la suite que

lim W(z) = +o0,

|x|— o0
c’est a dire que 'atome est confiné.
L’interaction est donnée par :

N

i<xj, L .
ok) =23 @ o 2 () F ().

J=1
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ot w(k) = (K> + m*)Y2, x. € C(R3) est une troncature ultraviolette
supportée dans {|k| < k} et F' € S(R?). (le facteur F peut étre omis au
prix de quelques complications techniques).

Finalement la relation de dispersion des bosons est égale & (k2 +m?)1/2.

Notons qu’il existe beaucoup d’autres modeles, comme par exemple le
modele de Frohlich en physique des solides, qui entrent dans notre cadre.

Finalement il est intéressant de placer les hamiltoniens de Pauli-Fierz
dans le contexte plus général des modeles de théorie quantique des champs :
on peut classer ces modeles selon deux criteres :

la) les modeéles avec une interaction localisée,

)
1b) les modeles avec une interaction invariante par translation,
2a) les modeles conservant le nombre de particules,

)

2b) les modeles ne conservant pas le nombre de particules.

Le modele de Pauli-Fierz appartient & la catégorie 1a), 2b).

Nous verrons dans la suite que dans le cas massif rn > 0, on peut montrer
des résultats trés complets sur la théorie de la diffusion pour les hamiltoniens
de Pauli-Fierz.

D’autres modeles ou la théorie de la diffusion est bien comprise sont les
modeles ayant l'invariance galiléenne considérés dans [De2] qui sont de type
1b), 2a). Dans ce cas les résultats se déduisent des résultats récents sur le
probleme & N-corps non relativiste.

Il n’y a par contre que tres peu de résultats sur les modeles de type 1b),
2b) (& lexception de résultats de type Haag-Ruelle pour les modeles rela-
tivistes), un des problémes étant la difficulté de construire rigoureusement
de tels modeles.

Mentionnons enfin qu’un autre modele important de la théorie des champs,
de type la), 2b) peut étre traité par nos méthodes. Il s’agit du modele P(¢)2
tronqué en espace qu’il serait trop long de décrire ici. (voir [Si] pour une
excellente introduction & ce modele).

3 Théorie spectrale des hamiltoniens de Pauli-Fierz.

L’avantage des modeles de Pauli-Fierz est qu’il est tres facile de construire
le hamiltonien H, comme le montre la proposition suivante :
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Proposition 1 Supposons en plus de (10) I’hypothése

1
11): *(k)v(k)dk .
(11) | S e € Bic.K)
(qui suit de (10) sim > 0).
Alors V' est Hy-borné avec borne relative 0. Le hamiltonien H est donc
autoadjoint sur D(Hg) et borné inférieurement.

Le second probleme est I'existence d’un état fondamental pour H. On
verra dans la suite que cette question est en quelque sorte la premieére ques-
tion de la théorie de la diffusion. En physique, 'absence d’un état fonda-
mental pour H porte le nom de catastrophe infrarouge.

Le théoréme suivant, qui est un théoreme HVZ sur le spectre essentiel
de H, répond & cette question dans le cas massif.

Théoréme 1 Supposons les hypothéses (HO), (H1), (10), (11). Soit ¥ =
info(H). Alors :
Oess(H) = [2 +m, +00[ .

En conséquence si m > 0info(H) € opy(H).

Dans le cas sans masse m = 0, il existe des résultats sur 'existence d’un
état fondamental sous I’hypothese supplémentaire :

(I1') / ﬁv*(k)v(mdk e B(K,K),

(voir [AH], [BFS], [Sp2]), au moins pour des constantes de couplage petites.
L’étude du modele résoluble ou £ = C montre que la condition (11°) est
d’ailleurs nécessaire pour 'existence d’un état fondamental, au moins dans le
cadre que nous utilisons. Le deuxiéme résultat qui sera tres important dans
la suite est le théoreme suivant, qui décrit une estimation de commutateurs
positifs.

On supposera ici en plus de (H0), (H1), (1I0), (I1) que :

(H2) [Opw(k)| < Caslaf 2 1,

(12) / (av(k))*av(k)dk € B(K,K) ,
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oil a est 'opérateur sur L?(R", dk) :
1
a:= §(ka(k) + Vw(k).k) .
On notera par 7 [’ensemble des sewils :
T = opp(H) + mN
et on pose A = dI'(a), le second quantifié de a, agissant sur H.

Théoréme 2 Supposons les hypothéses
(HO) — (H2),(10) — (I12)et m >0 .

i) Soit A € R\ 7. Il existe A > )\, intervalle ouvert, ¢y > 0 et R opérateur
compact sur H tels que :

1a(H)[H,iAlLa(H) = cola(H) + R .

ii) le spectre ponctuel de H ne peut s’accumuler que sur T
iii)Soit A € R\ 7 Uoy,(H). Il existe A 3 X, intervalle ouvert, ¢g > 0
tels que :
Lo (H)[H,iALa (H) > cola(H) .

Les théorémes 1 et 2 se montrent par des méthodes géométriques (con-
struction de partitions de 1'unité) inspirées du probléme & N corps non
relativiste.

4 Théorie de la diffusion.

En théorie des champs, la théorie de la diffusion se formule traditionnelle-
ment & 'aide des champs asymptotiques.

On verra a la fin de cette section une formulation & 'aide d’opérateurs
d’onde étendus. Un point qui cause un certain nombre de difficultés est
que les champs asymptotiques et les opérateurs d’onde étendus sont des
opérateurs non bornés.

La plupart des résultats de cette section sont valables aussi pour m =
0. L’exception notable est I'unitarité des opérateurs d’onde. La condition
naturelle sous laquelle on a l'existence des champs asymptotiques est la
condition suivante, qui est une condition de courte portée :

(SR) I / o> 0% (2)0(2)d2 | pc iy < cR7VH, 0> 0.

XXII-5



Finalement pour h € (, on pose
ht — e*itw(k)h‘
On définit d’autre part les opérateurs de Weyl par:
W(h) := M he(

pour ¢(h) = & (a*(h) + a(h).
Théoreme 3 Supposons (H1), (H2), (10), (I1), (SR). Alors :

i) les limites :

WE(h) =s lim eHW (hy)eltH

t—+oo

existent et sont appelés opérateurs de Weyl asymptotiques.

ii)l’application :

h > h — WE(h) est continue pour la topologie forte.

iii)les opérateurs de Weyl asymptotiques vérifient les relations de com-
mutation canoniques :

W)W (g) = WH(h + )29 b g e (.

iv) les opérateurs de Weyl asymptotiques entrelacent [’évolution libre et p
[’évolution perturbée :

HHWT(h)e™ = WT(h_y),t € R.

Le théoréme 3 se montre par des arguments standard, qui correspondent
a la méthode de Cook dans la théorie usuelle.

Théoréme 4 i) il existe des opérateurs autoadjoints ¢+ (h) appelés champs
asymptotiques tels que :

WE(h) ="M heh.

ii) Pour hy € h | 1 <i<wn, D((H +i)"?) c D(I1}¢*(h;))
et
T} ¢* (hi) (H + )"/ < CuTT || -

iii) les champs asymptotiques vérifient les relations de commutation canon-
ique :

[#4(1), i (9)] = 5 Tm(Hlg)
iv) e pF (e H = ¢ (h_4),t € R.
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Finalement & l’aide des champs asymptotiques, on peut construire les
opérateurs de création-annihilation asymptotiques qui jouent un role fonda-
mental.

Théoréme 5 Pourh € h, on définit les opérateurs de création -annihilation
asymptotiques par :

o't = 12(¢i(h) - Z¢i(lh)) )

Sl

SN St it G
a(h)'_ﬂ(¢ (h) +id=(ih)) ,

sur le domaine D(¢T(h)) N D(¢*(ih)).
i) les opérateurs a**(h),a™ (h) sont fermés et adjoints I'un de autre.
ii) on a les relations de commutation canoniques :

[ (h),a* ()] = [a™*(h),a™(9)] = 0,
[a*(h),a™"(9)] = (hlg)-
iii) . .
etha:t*(h)e—th — aﬁ:ﬁ:(h_t% h e <va = %, ..
La version infinitésimale de iii) s’appelle la formule de rétablissement

9 at(h)H = (H +wh)a®(h) ,
2) o (WH = (H — wh)a**(h) .

A Taide des opérateurs d’annihilation asymptotiques, on introduit les es-
paces suivants, appelés espaces de la matiére asymptotique (ou espaces de la
matiére habillée)

Définition 1 L’espace de la matiere asymptotique est
K* = {uecHlaE(h)u=0 ,Yhe(}.

Les espaces KT sont fermés et H-invariants et s’interprétent comme 1'espace
des états ne contenant aucun boson libre pour des temps tendant vers +oc.
La premiére question est de savoir si X+ # {0}.
Comme on s’apercoit facilement que

H,p(H) C K* |
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les résultats de la section 3 sur I'existence d’un état fondamental fournissent
en particulier une réponse & cette question. Le fait que K* # {0} sig-
nifie que les relations de commutation canoniques du théoréme 5 ont une
représentation de Fock sur une partie de '’espace de Hilbert 7. Physique-
ment ce résultat s’interpréte comme l'existence d’états décrivant I'atome
“habillé” par le champ.

On définit maintenant les opérateurs d’onde de la facon suivante :
Définition 2 i) L’espace KT est inclus dans le domaine de TI}a** (hi), h; €
((1<i<n.

it) On définit :

Wt:KI'(h) —H
Y @ Mia*(h)Q = T{a™ (h)y .
(Q désigne le vide dans T'(h)).
iii) L’opérateur W= s’appelle I'opérateur d’onde et est isométrique.

Le caractére isométrique de W= suit directement des relations de com-
mutation et de la définition de K* (qui joue le rle du vide pour les opérateurs

a*(h)).
Le théoréme suivant est due & Hoegh-Krohn :

Théoréme 6 Supposons que m > 0. Alors W+ sont unitaires, i.e. ImW* =
H.

Bien que ce résultat ait I’air profond, il ne ’est pas. C’est une conséquence
assez facile de la formule (2). Les problemes difficiles sont en quelque sorte
poussés sous le tapis, dans la définition non explicite de K.

En particulier on voudrait obtenir I'uniticité de I'opérateur de diffusion :

S:=Wrw~—
c’est & dire savoir que
Kt=K".
Une fagon de montrer (3) est de montrer la propriété suivante qui mérite le
nom de complétude asymptotique.

Définition 3 Le systéme décrit par H est asymptotiquement complet si :
K* = Hpp(H).

Le résultat principal de notre travail est alors :

Théoréme 7 Supposons les hypothéses (HO)-(H2), (10), (SR) et m > 0.
Alors le systeme décrit par H est asymptotiquement complet.
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5 Complétude asymptotique géométrique.

La preuve du Théoreme 7 repose sur une analyse gémétrique du propagateur
e~"H_ Pour ce faire on a besoin de certaines partitions de 1'unité sur I'(h),
qui peuvent étre utiles dans d’autres contextes et que nous allons décrire
maintenant.

Soient 7o, jo deux opérateurs sur h tels que
0<jo<1,0<ju0<1, ji+j%=1.
Soit
J — (&
h = (Joh,jh) -

On vérifie immédiatement que J est isométrique. L'opérateur I'(J) : I'(h) —
['(h @ h) défini par :

PN)p1®@...0 ¢ =Jp1®...0 Joy, ,

est aussi isométrique.
On peut maintenant identifier I'(h @ h) et I'(h) ® I'(h) de la maniere
suivante : on définit

U:T(h@h) = T(h) @ T(h)

par :
UQ=029,

Ud*((hy, hs)) = (a*(h1) ® 1+ 1 ® a*(ho) U .

Comme U préserve les relations de commutation, on voit facilement que U
est unitaire. On pose alors :

I'(J):I'(h) = T'(h) @T(h)

I'(J)=Ur(J) .

Sur V'espace I'(J) ® I'(J), il existe deux opérateurs de nombre :
No:=N®1, Npo:=1QN .

On pose alors :



et on vérifie facilement que :

s—SPP(J)=1.

En d’autres termes, la famille { P;(.J) }ren forme une partition de 'unité sur
H.
Nous utiliserons ces partitions de l'unité dans le cas suivant : jo =
]0(.%') s Joo = ]00(37), ou jo € C(C)XD(Rd)ajo =1 pres de 0, ]g(@“) +]c2>o(x) =L
Nous noterons par J2 pour R >> 1, 'opérateur (jo(%):Joo(F)). L'opérateur
P (J) est localisé sur les états ayant exactement k bosons dans le support
de joo ().
Le résultat suivant est une des clés de I'analyse géométrique :

Théoréme 8 i) les limites

s— lim ™ p(Jhe ™ = PF(J)

t—=+o0

existent et vérifient :
o0
[PE(]),H] =0, s=> Pi(J)=1.
0

ii) Soit U C R4\ {0} un ouvert. Soit J, = (Jon» Joo,n) une suite avec
BB+ i%n =1 joom < Joon+1 < i, joom(7) = Ly(z),2 € R
Alors la limite
PHU) = s lim P (J,)

n—0o0

existe et est indépendante de la suite J,. On a :
[PL(U).HI=0,5=3 Pf(U)=1 P (U) =P ),
0

Le point i) se démontre & l'aide d’estimations de propagation similaires &
celles du scattering non relativiste. Le point ii) est plus délicat et repose
sur des propriétés de monotonie par rapport a J des opérateurs Py (J). Le
projecteur P,:“ (U) projette sur les états ayant exactement k bosons asympto-
tiquement dans U. Le cas ou U = R™\ {0} est particulierement important.
On notera alors P;f (U) simplement par P,".

Le résultat suivant peut s’interpréter comme la complétude asymptotique
géométrique. Notons que 'hypotheése (HO) n’est pas nécessaire ici.
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Théoréeme 9 Supposons (H1), (H2), (10), (SR) et m > 0. Alors

K* = ImPg.

Enfin la complétude asymptotique (Thm.7) suit du Théoreme 9 et du
résultat suivant, qui se déduit de I'estimation de commutateur positif du
Théoréme 2.

Théoréme 10 Supposons (HO) - (H2), (10), (SR) et m > 0. Alors

ImPy" = H,p(H) .
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