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R�esum�e

On montre comment le formalisme introduit r�ecemment par l�auteur et Beno��

t Perthame permet de justi�er la plupart des estimations d�erreurs pour des

solutions approch�ees d�une loi de conservation scalaire�

� Introduction

Dans le domaine des lois de conservation hyperboliques� le cas scalaire est quasiment
le seul pour lequel on ait la possibilit�e de faire des estimations d�erreur� Le but de cet
article est de donner un aper�cu� le moins technique possible� de ces estimations�

Nous consid�erons uniquement le probl�eme sans second membre ni condition de bord

�tv � div f�v� � 
 dans �
����RN � v�
� x� � v��x�� �����

La fonction �ux f � R � R
N est suppos�ee globalement Lipschitzienne� cette hypoth�ese

pouvant �etre a�aiblie �a localement Lipschitzienne lorsqu�on ne consid�ere que des fonc�
tions v born�ees�

Il est bien connu depuis les travaux de Lax ��
� que m�eme si v� est r�eguli�ere�
des discontinuit�es sur v peuvent appara�� tre �a des temps ult�erieurs� et que dans le
cadre des fonctions born�ees� il n�y a pas unicit�e des solutions faibles de ����� �au sens
des distributions�� On est donc amen�e �a ajouter des conditions pour obtenir l�unicit�e�
appel�ees g�en�eriquement hhconditions d�entropie ii� L�approche de Lax est la plus simple �a
concevoir� Elle consiste �a dire que pour une solution v r�eguli�ere de ������ on a div f�v� �

�



f ��v� � rv� Multipliant l��equation par S ��v�� pour une fonction scalaire S donn�ee� on
obtient �tS�v��div ��v� � 
� avec � d�e�nie par �� � S �f �� Ceci n�est en fait pas valable
pour des solutions v discontinues� mais si v est la limite de solutions r�eguli�eres v� d�un
probl�eme visqueux

�tv� � div f�v��� ��v� � 
� �����

comme on a
�tS�v�� � div ��v��� ��S�v�� � ��S ���v��jrv�j�� ��� �

on obtient �a la limite les hhin�egalit�es d�entropie ii

�tS�v� � div ��v� � 
 dans �
����RN � �����

ceci pour toute entropie S convexe� Notons qu�on retrouve l��equation ����� en prenant
successivement S � Id et S � �Id�

Il existe d�autres formulations des conditions d�entropie� notamment concernant
l�admissibilit�e des discontinuit�es �eventuelles de v� Nous r�ef�erons �a ����� ��
�� �� � pour
la th�eorie g�en�erale des lois de conservation hyperboliques� Signalons �egalement la
hhcondition d�entropie de Oleinik ii introduite par Oleinik ���� valable pour les fonctions
�ux f convexes en une dimension d�espace� qui peut s��ecrire �voir Ho� �����

�x�f
��v�� � A

� � At
���
�

avec A � max�sup �x�f
��v���� 
� �remplacer le membre de droite par ��t si A est in�ni��

Comme l�a montr�e Tadmor ����� ��	�� cette condition d�entropie permet �egalement de
faire des estimations d�erreur� Un probl�eme ouvert important est de trouver comment
a�aiblir ���
� pour une fonction f vraiment non lin�eaire en plusieurs dimensions�

� La m�ethode de Kru�zkov

Revenons aux in�egalit�es d�entropie ������ et prenons pour S les entropies introduites
par Oleinik

Sk��� � j� � kj� �����

pour k � R� Le �ux d�entropie �k associ�e �etant d�e�ni �a constante pr�es par ��k � S �kf
��

on peut prendre
�k��� � sgn�� � k��f���� f�k��� �����

Il est capital de remarquer pour la suite que cette formule est sym�etrique en � et k�
L�in�egalit�e ����� s��ecrit alors

�tjv � kj� div sgn�v � k��f�v�� f�k�� � 
� ��� �

Notons que les in�egalit�es ��� � pour k � R sont �equivalentes �a ������ En e�et� �ecrivant

�t�jv � kj � jkj� � div
n
sgn�v � k��f�v�� f�k��� sgn��k��f�
�� f�k��

o
� 
 �����

�



et faisant successivement k � �� et k � ��� on retrouve ������ Ensuite� il su!t
d�approcher une fonction S convexe Lipschitzienne quelconque par la somme d�une
fonction a!ne et d�une combinaison lin�eaire �a coe!cients positifs de fonctions Sk� On
peut aussi utiliser la repr�esentation S��� �

R �
�
�j� � kj � jkj�S ���k�dk � A� �B�

Cette formulation ��� � a tout d�abord �et�e utilis�ee par Oleinik ���� pour caract�eriser
les discontinuit�es admissibles de la solution v� puis par Vol�pert ���� pour d�emontrer
l�existence et l�unicit�e de la solution dans la classe des fonctions �a variation born�ee�
ceci �etant possible gr�ace �a l�estimation a priori

d

dt
TVx�v�t� ��� � 
� ���
�

qui est valable aussi pour le probl�eme visqueux ������ Kru"zkov a ensuite d�emontr�e �� �
que ces m�emes in�egalit�es permettaient en fait de montrer l�existence et l�unicit�e dans
L�� Son r�esultat d�unicit�e est le suivant �

Th�eor�eme � �Kru�zkov� Soient u� v � C��
���� L��RN �� deux solutions de ����� de
donn�ees initiales u� et v�� Alors pour tout T � 


ku�T� ��� v�T� ��kL��RN � � ku� � v�kL��RN �� �����

Plus pr�ecis�ement� on a

�tju� vj� div sgn�u� v��f�u�� f�v�� � 
 dans �
����RN � ���	�

Bien entendu� la propri�et�e de contraction ����� se d�eduit de ���	� par int�egration par
rapport �a x� Le r�esultat de Kru"zkov est en fait plus pr�ecis � on peut faire une estimation
locale en int�egrant ���	� sur un c�one� On se limite ici �a des estimations globales pour
simpli�er la pr�esentation� La d�emonstration de l�in�egalit�e ���	� peut se r�esumer de la
fa�con suivante� On �ecrit l��equation sur u

�tju�t� x�� kj� divx sgn�u�t� x�� k��f�u�t� x��� f�k�� � 
� �����

on prend k � v�s� y� et on consid�ere cette �equation dans les variables ind�ependantes
�t� x� s� y�� On fait la m�eme chose pour v en �echangeant le r�ole de �t� x� et �s� y�� puis
on additionne les deux� Gr�ace �a la sym�etrie du �ux� on obtient

��t��s�ju�t� x��v�s� y�j��divx�divy�
n
sgn�u�t� x��v�s� y���f�u�t� x���f�v�s� y���

o
� 
�

�����
Ensuite on �evalue cette quantit�e contre une fonction test

��t� x� s� y� � #
�
t� s

�
�
x � y

�

�
	�t� s� x� y�� ����
�

o�u # et 	 sont des fonctions C� �a support compact positives� Comme on a ��t �
�s�	�t� s� x� y� � 
 et �rx �ry�	�t� s� x� y� � 
� les d�eriv�ees ne portent que sur

 



la fonction #� Ainsi� on peut faire tendre 	 vers la masse de Dirac �a l�origine� et on
obtient l�in�egalit�e cherch�ee ���	� �evalu�ee contre la fonction test #�

Lorsqu�on consid�ere une solution u d�un probl�eme approch�e� cette d�emonstration
permet de faire des estimations d�erreur� selon la m�ethode introduite par Kuznetsov
����� Elle consiste �a prendre pour 	 une suite r�egularisante

	�t� x� �
�



	 t�

�
t




�
�

�N
	x�

�
x

�

�
� ������

tout en gardant 
 et � �nis �contrairement �a la preuve de Kru"zkov o�u 
� � � 
�� ce
qui induit des erreurs en C
 � C�� Cela est impos�e par le fait que les termes d�erreur
sont g�en�eralement en ��
 et ���� avec � l�ordre de grandeur de l�erreur� Optimisant le
choix de 
 et �� l�estimation en C�
 ��� ��
 � ���� donne

p
��

Ce programme a �et�e r�ealis�e dans de nombreuses situations� aussi bien dans des cas
continus �comme l�approximation visqueuse ������� voir ����� ����� � �� que dans des cas
discrets provenant de l�analyse num�erique ������ ���� ��
�� �
�� ����� �	��� C�est dans ce
dernier cadre que se sont d�evelopp�ees des m�ethodes de plus en plus �elabor�ees� notam�
ment pour les probl�emes multidimensionnels o�u on n�a pas en g�en�eral de borne sur la
variation totale de u� contrairement �a la dimension un o�u on a des m�ethodes �a variation
totale d�ecroissante �TVD��

� Un formalisme pour les estimations d�erreur

Lorsque la m�ethode de Kuznetsov ���� est appliqu�ee aux approximations num�eriques
pour des m�ethodes telles que volumes �nis ou �el�ements �nis� les formules deviennent
rapidement tr�es complexes� �a cause du d�edoublement de variables et des nombreux
indices attach�es �a l�approximation discr�ete elle�m�eme� C�est pourquoi l�auteur a pro�
pos�e� en collaboration avec B� Perthame� un formalisme permettant d��eviter ces calculs
de d�edoublement de variables� en les rempla�cant par une v�eri�cation que les termes
d�erreurs ont une certaine forme�

On suppose que la solution approch�ee u v�eri�e pour k � R

�tju� kj� div sgn�u� k��f�u�� f�k�� � �tGk � divHk �
X
ij

��

�xi�xj
L
�ij�
k � � ���

o�u Gk� Hk� L
�ij�
k sont des mesures v�eri�ant

jGk�t� x�j � �G�t� x�� jH�j�
k �t� x�j � �

�j�
H �t� x�� jL�ij�

k �t� x�j � �
�ij�
L �t� x�� � ���

avec �G� �
�j�
H � �

�ij�
L des mesures positives ind�ependantes de k�

Th�eor�eme � �	�
� Si u v�eri	e ���
������� est continu �a droite �a valeurs L��RN �� on
a pour toute solution exacte v et tous 
 � 
� � � 


ku�T �� v�T �kL� � ku� � v�kL� � C
�
TV�v���M
 ��� � EG � EH � EL

�
� � � �

�



avec M � Lip�f� et

EH �
�

�

X
j

ZZ
t�T

��j�H � EL �
�

��

X
ij

ZZ
t�T

��ij�L � � ���

EG �
�
� �

T



�
MT

�

�
sup
t��T

Z
�G dx� � �
�

En d�autres termes� except�e le terme de d�eriv�ee en temps EG� il su!t de remplacer
chaque �xi par ���� Remarquons qu�appara�� t seulement la variation totale de la solu�
tion exacte v� et non celle de u� Ceci s�obtient en dissym�etrisant la fonction test � de
����
� sous la forme

��t� x� s� y� � #�t� x�	�t� s� x� y�� � ���

une astuce d�ej�a utilis�ee par Kuznetsov� Cependant� en pratique� la variation totale de
u appara�� t quand m�eme dans les mesures� Il faut utiliser des formes plus particuli�eres
pour arriver �a s�en passer� voir la section ��

Appliquons maintenant ce th�eor�eme au probl�eme visqueux

�tu� div f�u�� ��u � 
� � �	�

Les in�egalit�es d�entropie approch�ees s��ecrivent �voir ��� ��

�tju� kj� div sgn�u� k��f�u�� f�k�� � ��ju� kj� � ���

et le membre de droite est de la forme divHk� avec Hk � �rju � kj� Comme u est �a
variation born�ee �la variation en x de u d�ecro�� t�� Hk et une mesure� et on a �voir ����

jHj
kj � �j�juj 	 �

�j�
H qui est ind�ependant de k� On obtient donc pour tous 
 � 
 et

� � 


ku�T �� v�T �kL� � ku� � v�kL� � C
�
TV�v���M
 ��� �

�

�
�T TV�u��

�
� � ���

Faisant 
 � 
 et choisissant le meilleur �� on obtient

ku�T �� v�T �kL� � ku� � v�kL� � C
q
TV�v�� TV�u���T � � ��
�

et l�erreur est en
p
� d�es que u� � BV� Mais on peut aussi �ecrire le membre de droite

de � ��� sous la forme �xLk� avec Lk � ��ju� kj � jkj�� Comme jLkj � �juj 	 �L qui
est ind�ependant de k� on obtient pour tous 
 � 
 et � � 


ku�T �� v�T �kL� � ku� � v�kL� � C
�
TV�v���M
 ��� �

N

��
�Tku�kL�

�
� � ����






Faisant 
 � 
 et choisissant le meilleur �� on obtient

ku�T �� v�T �kL� � ku� � v�kL� � CN TV�v�������Tku�kL������ � ����

On voit qu�avec seulement u� � L� �et non pas BV�� on a une estimation moins bonne
en �����

On peut aussi appliquer le th�eor�eme � �a la m�ethode de Godunov� sous sa forme la
plus abstraite� On d�e�nit l�approximation un de v�tn�� avec tn � n�t� �t � 
� n � N�
en r�esolvant de fa�con exacte

�tu� div f�u� � 
 dans �tn� tn����RN � u�tn� � un� � �� �

et en posant un�� � P ��u�tn������ o�u P � est la projection constante par mailles
associ�ee �a un maillage �Ci�i�I de RN � En d�autres termes�

�un���jCi �
�

jCij
Z
Ci
u�tn���� y� dy� � ����

Comme la solution exacte de � �� � dissipe l�entropie� on peut �ecrire pour toute fonction
S convexe et Lipschitzienne� en tenant compte des sauts aux temps tn�

�tS�u� � div ��u� �
�X
n��


�t� tn�
�
S
�
P ��u�tn���

�
� S

�
u�tn��

��
�

�X
n��


�t� tn�S �
�
P ��u�tn���

��
P ��u�tn���� u�tn��

�
�

� ��
�

Le membre de droite de � ��
�

RS �
�X
n��


�t� tn�S �
�
P ��u�tn���

��
P ��u�tn���� u�tn��

�
� ����

est une mesure� qui v�eri�e sous r�eserve de r�egularit�e du maillageZZ
t�T

jRSj �
X
tn�T

���S ��P ��u�tn���
� h
P ��u�tn���� u�tn��

i���
L�

� X
tn�T

Lip�S� 
hTV�u�tn����
� ��	�

o�u h � supi diam�Ci� et 
 d�epend de la r�egularit�e du maillage �
 � ��� en dimension
un�� Ainsi� si TV�un� et uniform�ement born�e �ce qui est le cas en dimension un car P �

fait d�ecro�� tre la variation� et si �t et h sont du m�eme ordre� RS est born�e en norme�
On utilise alors le lemme suivant

Lemme � �	�
� Soit m � L��RN � tel que pour tout i � I
R
Ci
m � 
� Alors il existe un

champ de vecteurs H � L��RN � tel que divH � m et kHkL� � hkmkL��

�



Comme
R
Ci
RS � 
� on a RS � divHS� avec

RR
t�T jHSj � h

RR
t�T jRSj� Prenant S��� �

j�� kj� on peut donc appliquer le th�eor�eme � �on peut v�eri�er �a l�aide de la preuve du
lemme � qu�on a en fait une domination par un terme ind�ependant de k� et on obtient
une estimation en

p
h�

Une alternative �a l�in�egalit�e de convexit�e utilis�ee dans � ��
� consiste �a �ecrire une
in�egalit�e de Jensen

S
�
P ��u�tn���

�
� S

�
u�tn��

�
� P �

h
S
�
u�tn��

�i
� S

�
u�tn��

�
� ����

et de consid�erer le terme d�erreur correspondant

eRS �
�X
n��


�t� tn�
	
P �

h
S
�
u�tn��

�i
� S

�
u�tn��

�

� � ����

qui est encore de moyenne nulle sur chaque maille� Le probl�eme est qu�alors il n�est pas
clair que fHk soit domin�e par un terme ind�ependant de k�

Remarquons que le membre de droite RS est seulement born�e en norme� et ne tend
pas vers 
 fortement� La consistance est obtenue seulement au sens des distributions�
RS � divHS avec HS de l�ordre de h� gr�ace �a la consistance des moyennes sur chaque
maille� On peut conjecturer que u�v est en fait de l�ordre de h au sens des distributions�
bien que ku� vkL� 


p
h soit optimal avec seulement la r�egularit�e BV ��	�� Ceci peut

se justi�er dans le cas lin�eaire f��� � a� o�u les entropies sont inutiles� En e�et� prenant
S � Id on a en fait �egalit�e dans � ��
�� et notant u � �xU � v � �xV � on a en int�egrant

�t�U � V � � a�x�U � V � � HId� � ��
�

avec HId de l�ordre de h� D�o�u u� v � �x�U �V �� kU �V kL� 
 h� On peut en d�eduire
l�estimation L� par interpolation

ku� vkL� � k�x�U � V �kL� � C
q
kU � V kL�k��xx�U � V �kL� 


p
h� � ����

Par contre� si par hasard on a plus de r�egularit�e� par exemple �kx�u� v� � L�� on peut
�ecrire

ku�vkL� � k�x�U�V �kL� � CkU�V kk��k���L� k�k��x �U�V �k���k���L� 
 hk��k���� � ����

Une estimation du m�eme genre a �et�e justi��ee par Tadmor ����� ��	� dans l�autre cas
o�u on peut �eviter l�utilisation des in�egalit�es d�entropie � lorsqu�on utilise la condition
de Oleinik ���
�� Les estimations sont alors �ecrites dans le dual de Lip�R�� ce qui est
presque �equivalent �a �ecrire des d�eriv�ees de mesures�

Lorsqu�on utilise une m�ethode num�erique d�ordre deux� il est beaucoup plus di!cile
d�avoir des in�egalit�es d�entropie� Dans les bons cas on arrive �a montrer la convergence
en h��� ���
�� ���� ������ mais le probl�eme d�obtenir des estimations meilleures reste ou�
vert�

	



� Estimations d�erreurs sans contr�ole de la varia	

tion totale

En plusieurs dimensions et sur des maillages non cart�esiens� les m�ethodes num�eriques
de type volumes �nis sont confront�ees au probl�eme d�une variation totale non born�ee�
Cela peut se voir par le fait que la projection constante par mailles P � ne fait pas
d�ecro�� tre la variation en g�en�eral� Dans ce contexte� il est quand m�eme possible de
faire des estimations locales en h��	� voir par exemple ���� ��
�� �
�� ����� �	�� ���� �����
La m�ethode consiste �a utiliser la dissipation de l�entropie S��� � ���� pour en d�eduire
une estimation plus ou moins �equivalente �a TV�u� � Ch����� et ceci donne une erreur
en h��	�

Par exemple pour la m�ethode de Godunov consid�er�ee dans la partie  � on �ecrit
l�in�egalit�e � ��
� pour S��� � ���� sous la forme

�t
u�

�
� div ��u�

�
�X
n��


�t� tn�
	
P ��u�tn���

h
P ��u�tn���� u�tn��

i
� �

�

h
P ��u�tn���� u�tn��

i�

�

�����
et int�egrant en espace�temps il vient

�X
n��

�

�

Z ���P ��u�tn���� u�tn��
���� dx � Z

ju�j���� �����

Ensuite� par Cauchy�Schwarz on obtient si � est born�e

X
tn�T

Z
x��

���P ��u�tn���� u�tn��
��� dx �

s
T j�j
�t

ku�kL�� ��� �

ce qui permet d�estimer RS dans � ��	� �au moins localement en x� sans utiliser la
variation de u� Apr�es utilisation du lemme �� on obtient RS � divHS� avec HS de
l�ordre de h�

p
�t� et l�estimation �nale est en h�����t��	 
 h��	�

Plus r�ecemment� Cockburn et Gremaud ���� ��� ont propos�e une m�ethode permettant
d�obtenir des estimations en h��� sans utiliser d�estimation sur la variation totale de u�
L�id�ee consiste �a exploiter la forme de la fonction test � d�e�nie en � ���� La fonction
# �etant une approximation de �It�T � on a quasiment rx� � �ry�� Ainsi� des d�eriv�ees
en x �equivalent �a des d�eriv�ees en y et on peut esp�erer reporter la r�egularit�e manquante
de u�x� sur celle de v�y�� la solution exacte� Cela se formalise de la fa�con suivante�

Th�eor�eme � �	�
� Sous les hypoth�eses du th�eor�eme �� supposons que L
�ij�
k s
�ecrive

sous la forme d
une fonction

L
�ij�
k �t� x� � L�ij��t� x� k� �����

�



v�eri	ant une condition de Lipschitz en k uniforme en �t� x�

jL�ij��t� x� k��� L�ij��t� x� k��j �M
�ij�
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Alors le terme EL de l
estimation ����� peut �etre remplac�e par le terme int�egr�e par
parties E�L�

E�L �
T � 


�

X
ij

M
�ij�
L

Z ����v�
�xj

���� �����

Appliquons ce r�esultat au probl�eme visqueux � �	�� On a vu dans la partie  que le
terme d�erreur s��ecrit �xLk� avec L�t� x� k� � ��ju � kj � jkj�� Ainsi� ���
� est v�eri��e

avec M
�ij�
L � ��
ij� On en d�eduit pour tous 
 � 
 et � � 
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Faisant 
 � 
 et choisissant le meilleur � on trouve

ku�T �� v�T �kL� � ku� � v�kL� � C TV�v��
p
T�� �����

Cette estimation est la m�eme que � ��
� sauf qu�on a remplac�e TV�u�� par TV�v���

Il est plus d�elicat d�appliquer cette m�ethode �a des approximations discr�etes� En
e�et� il faut faire appara�� tre le membre de droite sous la forme de d�eriv�ees secondes de
termes petits� Cela n�ecessite d�utiliser des propri�et�es plus profondes que pr�ec�edemment�
Voyons comment Cockburn et Gremaud s�y prennent en une dimension� en utilisant
la formulation de Kuznetsov �bien que dans ce cas la propri�et�e TVD permette de
conclure�� Les in�egalit�es d�entropie discr�etes� moyennes sur une maille espace�temps de
������ s��ecrivent

S�un��i �� S�uni �

�t
�
�
n����
i���� � �

n����
i����

�xi
� 
� �����

D�e�nissons u constant par mailles espace�temps

u�t� x� � uni si tn � t � tn�� et x � Ci ��xi����� xi������ ����
�

et d�e�nissons �egalement les termes YS et XS constants par mailles espace�temps �egaux
respectivement �a �S�un��i � � S�uni ����t et ��

n����
i���� � �

n����
i���� ���xi� Ainsi� ����� s��ecrit

YS �XS � 
� et on peut �ecrire l��equation approch�ee sur u

�tS�u� � �x��u� � �tS�u�� YS � �x��u��XS� ������

�



Evaluons tout d�abord le terme d�erreur en temps contre une fonction test ��t� x��
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o�u
H
d�esigne l�int�egrale normalis�ee� On voit appara�� tre un terme ressemblant �a �t��tt��

Estimons maintenant l�erreur en x�
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Supposons maintenant qu�on ait une d�ecomposition des �ux d�entropie
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Alors on obtient en re�sommant ���� �
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On voit appara�� tre un terme en �xi�

�
xx� et un terme en 
xi���
xi


xi
�x�� Cela permet

de conclure sous une condition de r�egularit�e forte du maillage� �xi�� ��xi � O�h���
Il faut aussi v�eri�er que les termes ���u

n
i � et ���u

n
i � sont Lipschitziens par rapport �a

k pour S��� � j�� kj� Ceci est vrai par exemple pour le sch�ema de Engquist�Osher o�u

����� � sgn�� � k��f����� f��k���
����� � sgn�� � k��f����� f��k���

������

et f� et f� sont d�e�nis par leurs d�eriv�ees

�f��
� � max�f �� 
�� �f��

� � min�f �� 
�� ����	�
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