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Résumé

On montre comment le formalisme introduit récemment par I'auteur et Benoi
t Perthame permet de justifier la plupart des estimations d’erreurs pour des
solutions approchées d’une loi de conservation scalaire.

1 Introduction

Dans le domaine des lois de conservation hyperboliques, le cas scalaire est quasiment
le seul pour lequel on ait la possibilité de faire des estimations d’erreur. Le but de cet
article est de donner un apercu, le moins technique possible, de ces estimations.

Nous considérons uniquement le probléme sans second membre ni condition de bord

O +div f(v) =0 dans 0, 00[xRY, v(0,z) = v°(z). (1.1)

La fonction flux f : R — RV est supposée globalement Lipschitzienne, cette hypothese
pouvant étre affaiblie a localement Lipschitzienne lorsqu’on ne considere que des fonc-
tions v bornées.

Il est bien connu depuis les travaux de Lax [15] que méme si v° est réguliere,
des discontinuités sur v peuvent apparal tre & des temps ultérieurs, et que dans le
cadre des fonctions bornées, il n’y a pas unicité des solutions faibles de (1.1) (au sens
des distributions). On est donc amené a ajouter des conditions pour obtenir I'unicité,
appelées génériquement «conditions d’entropiey. L’approche de Lax est la plus simple a
concevoir. Elle consiste a dire que pour une solution v réguliere de (1.1), on a div f(v) =



f'(v) - Vu. Multipliant ’équation par S’(v), pour une fonction scalaire S donnée, on
obtient 0;S(v)+divn(v) = 0, avec n définie par ' = S’ f'. Ceci n’est en fait pas valable
pour des solutions v discontinues, mais si v est la limite de solutions régulieres v. d'un
probléme visqueux

Ov: + div f(v.) — eAv. =0, (1.2)

comme on a

0:S (v.) + divny(v.) — eAS(v.) = —eS" (v.)| V. %, (1.3)

on obtient a la limite les «inégalités d’entropie)
9;S(v) +divy(v) <0 dans ]0,o00[xRY, (1.4)

ceci pour toute entropie S convexe. Notons qu’on retrouve 1’équation (1.1) en prenant
successivement S = Id et S = —Id.

Il existe d’autres formulations des conditions d’entropie, notamment concernant
I'admissibilité des discontinuités éventuelles de v. Nous référons a [24], [10], [23] pour
la théorie générale des lois de conservation hyperboliques. Signalons également la
«condition d’entropie de Oleinik» introduite par Oleinik [18] valable pour les fonctions
flux f convexes en une dimension d’espace, qui peut s’écrire (voir Hoff [11])

A
1+ At

O [f'(v)] < (1.5)

avec A = max(sup 9,[f'(v?)],0) (remplacer le membre de droite par 1/t si A est infini).
Comme I’a montré Tadmor [26], [17], cette condition d’entropie permet également de
faire des estimations d’erreur. Un probleme ouvert important est de trouver comment
affaiblir (1.5) pour une fonction f vraiment non linéaire en plusieurs dimensions.

2 La méthode de Kruzkov

Revenons aux inégalités d’entropie (1.4), et prenons pour S les entropies introduites
par Oleinik

Sk(§) = € — Kl (2.1)
pour k£ € R. Le flux d’entropie 7, associé étant défini a constante pres par 7, = Si.f',
on peut prendre

M (§) = sgn(& — K)[f (&) — f(K)]. (2.2)
Il est capital de remarquer pour la suite que cette formule est symétrique en & et k.
L’inégalité (1.4) s’écrit alors

Oilv — k| + divsgn(v — k)[f(v) — f(k)] < 0. (2.3)
Notons que les inégalités (2.3) pour k € R sont équivalentes & (1.4). En effet, écrivant

(v — k| — [k]) + div{sgn(v — k)[f (v) — (k)] — sen(=k)[£(0) — f(K)]} <O (24)



et faisant successivement k& — —oo et k — +o00, on retrouve (1.1). Ensuite, il suffit
d’approcher une fonction S convexe Lipschitzienne quelconque par la somme d’une
fonction affine et d’'une combinaison linéaire a coefficients positifs de fonctions Si. On
peut aussi utiliser la représentation S(&) = [ (¢ — k| — [k])S"(k)dk + A& + B.

Cette formulation (2.3) a tout d’abord été utilisée par Oleinik [19] pour caractériser
les discontinuités admissibles de la solution v, puis par Vol'pert [29] pour démontrer
I’existence et 'unicité de la solution dans la classe des fonctions a variation bornée,
ceci étant possible grace a I'estimation a prior:

d
2 TVa(u(t.) <0, (2.5)

qui est valable aussi pour le probleme visqueux (1.2). Kruzkov a ensuite démontré [13]
que ces mémes inégalités permettaient en fait de montrer ’existence et I'unicité dans
L. Son résultat d'unicité est le suivant :

Théoréme 1 (Kruzkov) Soient u,v € C([0,00[, L*(RY)) deuz solutions de (2.3) de
données initiales u® et v°. Alors pour tout T >0

) = (T ) < 0 = o0]lgs e (26)
Plus précisément, on a

O¢lu — v| + divsgn(u — v)[f(u) — f(v)] <0 dans ]0,00[xR". (2.7)

Bien entendu, la propriété de contraction (2.6) se déduit de (2.7) par intégration par
rapport a x. Le résultat de Kruzkov est en fait plus précis : on peut faire une estimation
locale en intégrant (2.7) sur un cone. On se limite ici & des estimations globales pour
simplifier la présentation. La démonstration de 'inégalité (2.7) peut se résumer de la
facon suivante. On écrit 1’équation sur «

Orlu(t, x) — k| + divy sgn(u(t,z) — k)[f(u(t,z)) — f(k)] <0, (2.8)

on prend k£ = v(s,y) et on considére cette équation dans les variables indépendantes
(t,x,s,y). On fait la méme chose pour v en échangeant le role de (¢,z) et (s,y), puis
on additionne les deux. Grace a la symétrie du flux, on obtient

(940, lu(t, 2)—v(s, ) [+ (div, + divy) {sgn(u(t, ) =0 (s, ) [f (u(t, 2)) = f (o(s,))] } < 0.

(2.9)
Ensuite on évalue cette quantité contre une fonction test
t+s =+
gO(t,iL’,S,y):CD< 9 ) 9 y) C(t—s,x—y), (210)

ot ® et ¢ sont des fonctions C' & support compact positives. Comme on a (J; +
X)C(t—s,x —y)=0et (V,+ V,)((t — s,z —y) =0, les dérivées ne portent que sur



la fonction ®. Ainsi, on peut faire tendre ( vers la masse de Dirac a l'origine, et on
obtient l'inégalité cherchée (2.7) évaluée contre la fonction test ®.

Lorsqu’on considere une solution u d’un probleme approché, cette démonstration
permet de faire des estimations d’erreur, selon la méthode introduite par Kuznetsov
[14]. Elle consiste & prendre pour ¢ une suite régularisante

1,7ty 1 /=
() =56(5) 776 (3) (211)
tout en gardant ¢ et A finis (contrairement & la preuve de Kruzkov ou d, A — 0), ce
qui induit des erreurs en C'0 + C'A. Cela est imposé par le fait que les termes d’erreur
sont généralement en /9 et ¢/A, avec € l'ordre de grandeur de I'erreur. Optimisant le
choix de 0 et A, 'estimation en C'(0 + A +¢/0 +¢/A) donne 4/e.

Ce programme a été réalisé dans de nombreuses situations, aussi bien dans des cas
continus (comme ’approximation visqueuse (1.2)), voir [14], [16], [3], que dans des cas
discrets provenant de ’analyse numérique ([22], [4], [25], [5], [28], [7]). C’est dans ce
dernier cadre que se sont développées des méthodes de plus en plus élaborées, notam-
ment pour les problemes multidimensionnels ot on n’a pas en général de borne sur la

variation totale de u, contrairement a la dimension un o on a des méthodes a variation
totale décroissante (TVD).

3 Un formalisme pour les estimations d’erreur

Lorsque la méthode de Kuznetsov [14] est appliquée aux approximations numériques
pour des méthodes telles que volumes finis ou éléments finis, les formules deviennent
rapidement tres complexes, a cause du dédoublement de variables et des nombreux
indices attachés a I'approximation discrete elle-méme. C’est pourquoi l'auteur a pro-
posé, en collaboration avec B. Perthame, un formalisme permettant d’éviter ces calculs
de dédoublement de variables, en les remplacant par une vérification que les termes
d’erreurs ont une certaine forme.
On suppose que la solution approchée u vérifie pour £ € R

2 .
O pi (3.1)

Orlu — k| + divsgn(u — k)[f (u) — f(k)] < 0:Gy + div Hy + Ox;0x; *
? J

tj
ou Gy, Hy, ngj ) sont des mesures vérifiant
Gilt,2)] < aglt,x), B (o) < ajf(t o), LY (ta)l < of(t2),  (3.2)
avec ag, ag), a(Lij ) des mesures positives indépendantes de k.

Théoréme 2 ([2]) Si u vérifie (5.1)-(3.2) est continu & droite a valeurs L*(RY), on
a pour toute solution exacte v et tous 6 >0, A >0

[u(T) = o(T) || < fJu® = "l + C (TV(O)(Md + A) + ES + B + EF) | (3.3)



avec M = Lip(f) et

1 . 1 :
B =S [l B =Y [ el (3.4)
AL A2 £

t<T t<T

T MT
E¢ = <1 + 5 + T) sup | agdz. (3.5)

t<2T

En d’autres termes, excepté le terme de dérivée en temps E€, il suffit de remplacer
chaque 0,, par 1/A. Remarquons qu’apparai t seulement la variation totale de la solu-
tion exacte v, et non celle de u. Ceci s’obtient en dissymétrisant la fonction test ¢ de
(2.10) sous la forme

o(t,z,s,y) = P(t,x)((t — s,z — y), (3.6)

une astuce déja utilisée par Kuznetsov. Cependant, en pratique, la variation totale de
u apparal t quand méme dans les mesures. Il faut utiliser des formes plus particulieres
pour arriver a s’en passer, voir la section 4.

Appliquons maintenant ce théoreme au probléeme visqueux
Oru + div f(u) — eAu = 0. (3.7)
Les inégalités d’entropie approchées s’écrivent (voir (1.3))
Or|lu — k| + divsgn(u — k)[f(u) — f(k)] < eAlu — k|, (3.8)
et le membre de droite est de la forme div Hy, avec Hy = eV|u — k|. Comme u est a
variation bornée (la variation en z de u décroi t), Hy et une mesure, et on a (voir [2])

|H]| < e|oju| = ag) qui est indépendant de k. On obtient donc pour tous ¢ > 0 et

A>0

Ju(T) = o(T) g1 < ~ ol + O [TV (M + A) + %eT ™V (3.9)

Faisant 6 — 0 et choisissant le meilleur A, on obtient

[(T) = o(T) |12 < [[u = 0°[| 1 + C/TV(0°) TV (u0)eT, (3.10)

et erreur est en /¢ dés que v° € BV. Mais on peut aussi écrire le membre de droite
de (3.8) sous la forme A, Ly, avec Ly = e(|u — k| — |k|). Comme |L;| < e|u] = ar qui
est indépendant de k, on obtient pour tous 6 > 0 et A > 0

N
TV(W?) (M6 + A) + ——eT|[u’||2| . (3.11)

lu(T) = v(T)llze < [lu’ = 0°[|ze + C A2




Faisant 0 — 0 et choisissant le meilleur A, on obtient
[a(T) = o(T) ||z < [Ju® = 0°|| s + O TV ()2 (T ||u’||2)"°. (3.12)

On voit qu’avec seulement u° € L' (et non pas BV), on a une estimation moins bonne
1/3
en /7,

On peut aussi appliquer le théoreme 2 a la méthode de Godunov, sous sa forme la
plus abstraite. On définit "approximation ™ de v(t"), avec t" = nAt, At > 0, n € N,
en résolvant de facon exacte

O +div f(u) =0 dans Jt", " xRY, w(t") = u", (3.13)

et en posant u"*t = PO(u(t"T1-)), on P° est la projection constante par mailles
associée & un maillage (C;);cr de RY. En d’autres termes,

1
W e = ey L, =) dy (3.14)

Comme la solution exacte de (3.13) dissipe ’entropie, on peut écrire pour toute fonction
S convexe et Lipschitzienne, en tenant compte des sauts aux temps t",

8,5 (u) + divp(u) < Z(St—t” [ (P(u(t"-)) —S(u(t"—))} .
3.15
< 32 (0= )3 (Pl ) [PHuen ) )]

Le membre de droite de (3.15)

Rs = 3 alt = ' (P(u(t"=)) [P (ute" ) — (-] (3.16)
est une mesure, qui vérifie sous réserve de régularité du maillage

[ 1Rs1 = 3 5/ (PP(uten ) [Pt = wte )],
Y (3.17)
< Z Lip(S) kh TV (u(t"-)),

tn<T

ou h = sup, diam(C};) et x dépend de la régularité du maillage (v = 1/2 en dimension
un). Ainsi, si TV(u") et uniformément borné (ce qui est le cas en dimension un car P°
fait décroi tre la variation) et si At et h sont du méme ordre, Rg est borné en norme.
On utilise alors le lemme suivant

Lemme 1 ([2]) Soit m € L'(RY) tel que pour tout i € I [, m = 0. Alors il existe un
champ de vecteurs H € L*(RY) tel que div H =m et |H||z2 < h||m]z:.



Comme [, Rs =0, on a Rg = div Hg, avec [f,.r |Hgs| < h [[,cq |Rs|. Prenant S(§) =
|¢€ — k|, on peut donc appliquer le théoréme 2 (on peut vérifier a 1'aide de la preuve du
lemme 1 qu’on a en fait une domination par un terme indépendant de k) et on obtient
une estimation en v/h.

Une alternative a I'inégalité de convexité utilisée dans (3.15) consiste & écrire une
inégalité de Jensen

S(P(u(t"=))) = S(u(t"=)) < P°[S(u(t"=))] = S(u(t"-)) (3.18)

et de considérer le terme d’erreur correspondant
Re=Y ot - t”){PO [s(u(t"—))] - S(u(t"—))}, (3.19)
n=1

qui est encore de moyenne nulle sur chaque maille. Le probleme est qu’alors il n’est pas
clair que Hj, soit dominé par un terme indépendant de k.

Remarquons que le membre de droite Rg est seulement borné en norme, et ne tend
pas vers 0 fortement. La consistance est obtenue seulement au sens des distributions,
Rs = div Hg avec Hg de l'ordre de h, grace a la consistance des moyennes sur chaque
maille. On peut conjecturer que u—wv est en fait de 'ordre de A au sens des distributions,
bien que ||u — v||z1 ~ v/h soit optimal avec seulement la régularité BV [27]. Ceci peut
se justifier dans le cas linéaire f(£) = a& ou les entropies sont inutiles. En effet, prenant
S = Id on a en fait égalité dans (3.15), et notant u = 9,U, v = 9,V on a en intégrant

(U = V) +ad,(U = V) = Hy, (3.20)

avec Hyq de l'ordre de h. D'ot u—v = 0,(U = V), ||U — V||zr ~ h. On peut en déduire
I'estimation L! par interpolation

lu = vl = 02U = V)l < CVIIU = V|2 |3, (U = V)12 ~ V. (3.21)

Par contre, si par hasard on a plus de régularité, par exemple 0% (u — v) € L, on peut
écrire

Ju—vlp2 = 18U =V)||e2 < C|U =V |V (U = V) 2T ~ mFE4D - (3.22)

Une estimation du méme genre a été justifiée par Tadmor [26], [17] dans l'autre cas
ol on peut éviter 'utilisation des inégalités d’entropie : lorsqu’on utilise la condition
de Oleinik (1.5). Les estimations sont alors écrites dans le dual de Lip(R), ce qui est
presque équivalent a écrire des dérivées de mesures.

Lorsqu’on utilise une méthode numérique d’ordre deux, il est beaucoup plus difficile
d’avoir des inégalités d’entropie. Dans les bons cas on arrive a montrer la convergence
en h'/2 ([20], [1], [12]), mais le probleme d’obtenir des estimations meilleures reste ou-
vert.



4 Estimations d’erreurs sans controle de la varia-
tion totale

En plusieurs dimensions et sur des maillages non cartésiens, les méthodes numériques
de type volumes finis sont confrontées au probléme dune variation totale non bornée.
Cela peut se voir par le fait que la projection constante par mailles P ne fait pas
décroi tre la variation en général. Dans ce contexte, il est quand méme possible de
faire des estimations locales en h'/4, voir par exemple [4], [25], [5], [28], [7], [9], [21].
La méthode consiste & utiliser la dissipation de 'entropie S(§) = £2/2 pour en déduire
une estimation plus ou moins équivalente & TV (u) < Ch™'/2, et ceci donne une erreur
en h'/4,

Par exemple pour la méthode de Godunov considérée dans la partie 3, on écrit
I'inégalité (3.15) pour S(&) = £2/2 sous la forme

u?
8t3 + divn(u)

< > = ) [Pt ) [Pute-)) — ule )] — 5 [Pt ) — (e )]}
"~ (4.1)
et intégrant en espace-temps il vient

> [Pty e[ s < [l 1)

Ensuite, par Cauchy-Schwarz on obtient si w est borné

T [P - e do < Dl (13

ce qui permet d’estimer Rg dans (3.17) (au moins localement en z) sans utiliser la
variation de u. Apres utilisation du lemme 1, on obtient Rg = div Hg, avec Hg de
ordre de h/v/At, et I'estimation finale est en h'/2/AtY/4 ~ p1/4,

Plus récemment, Cockburn et Gremaud [6], [8] ont proposé une méthode permettant
d’obtenir des estimations en h'/? sans utiliser d’estimation sur la variation totale de w.
L’idée consiste a exploiter la forme de la fonction test ¢ définie en (3.6). La fonction
® étant une approximation de I;.7, on a quasiment V,p = —V . Ainsi, des dérivées
en xr équivalent a des dérivées en y et on peut espérer reporter la régularité manquante
de u(z) sur celle de v(y), la solution exacte. Cela se formalise de la facon suivante.
Théoréme 3 ([2]) Sous les hypotheses du théoreme 2, supposons que ng) s’écrive
sous la forme d’une fonction

(@) = L9t 2, k) (4.4)



vérifiant une condition de Lipschitz en k uniforme en (t,x)
LD (t, 2, k) — L (8, 2, k)| < M [ky — ks (4.5)

Alors le terme E* de l'estimation (5.3) peut étre remplacé par le terme intégré par
parties B,

BoL T+5ZM” /\ (4.6)

Appliquons ce résultat au probléeme visqueux (3.7). On a vu dans la partie 3 que le
terme d’erreur s’écrit A, Ly, avec L(t,x, k) = e(Ju — k| — |k|). Ainsi, (4.5) est vérifié
avec M7 = 2¢6,;. On en déduit pour tous § > 0 et A > 0

T+
|u(T) — v(T)||pr < ||u0 — v0||L1 +C TV(UO)(M(S +A)+ Z €TV(UO) .47
Faisant 0 — 0 et choisissant le meilleur A on trouve
|w(T) — v(T)||pr < |Ju® = 0°||z1 + C TV(?)VTe. (4.8)

Cette estimation est la méme que (3.10) sauf qu'on a remplacé TV (u) par TV (2°).

Il est plus délicat d’appliquer cette méthode a des approximations discretes. En
effet, il faut faire apparai tre le membre de droite sous la forme de dérivées secondes de
termes petits. Cela nécessite d’utiliser des propriétés plus profondes que précédemment.
Voyons comment Cockburn et Gremaud s’y prennent en une dimension, en utilisant
la formulation de Kuznetsov (bien que dans ce cas la propriété TVD permette de
conclure). Les inégalités d’entropie discrétes, moyennes sur une maille espace-temps de
(1.4), s’écrivent

n n+1/2 n+1/2
S(uj™) = S(uf) n Miv12 =~ Mi1/2

<0. 4.9
Définissons u constant par mailles espace-temps
u(t,z) = u) si t"<t<t"letxzel; =1%i1/2, Tiy1/2[, (4.10)

et définissons également les termes Ys et X ¢ constants par mailles espace-temps égaux
respectivement & [S(uf™') — S(ul)]/At et [n?jll/zz - 77:L+11//22]/AacZ Ainsi, (4.9) s’écrit
Ys 4+ Xg <0, et on peut écrire ’équation approchée sur u

0S(u) + 0ym(u) < 0S(u) — Ys + 0on(u) — Xs. (4.11)



Evaluons tout d’abord le terme d’erreur en temps contre une fonction test (¢, ),
(0:S(u) — Ys, )
= —(S(u), 8t<P> — (Ys, )
—Z{ S(u U o(t™H, )d:c—/ o8, )dac]

- (4.12)

- [S(u"Jrl 7{ / (t,x dtdx}

tn+1

:ZS(U;?)/Q M o(t,z) dt — ﬁhlgo(t ) dt — ot ) + (", )]dx

ol § désigne I'intégrale normalisée. On voit apparai tre un terme ressemblant & AtdZp
Estimons maintenant I’erreur en x,

<8m’l](U) - XS? <)0>
= - <77(u)7 a:c90> - <X57 90>

tn+l

gntl
= Z{—H(U?) M Q(t, wiq1/2) dt — /tn @(taxil/z)dt] (4.13)
(nn+1/2 _ n+1/2 / ?{ t x dtda:
it1/2 — Thi-1/2 in

Supposons maintenant qu’on ait une décomposition des flux d’entropie

n+1/2 n
77¢++1/2 = 4 (ui') + - (uitq), (4.14)

n(ui) = ny(u) +n-(uf).

Alors on obtient en re-sommant (4.13)

(Ounfu) = Xs. )
- ;{Wr(“?) /tn [fiiﬁ(tv@dl’ - %Cgo(t,x)dx — (t,zit1/2) + [t xi—1/2)] dt

i

tn+1
bo(ut) [ | f plealds— f olt.hds = plt. i) + ot
7 i—1
(4.15)
On voit apparai tre un terme en Az;02 ¢ et un terme en M%;szﬁmgo. Cela permet

de conclure sous une condition de régularité forte du maillage, Az;,; — Az; = O(h?).

Il faut aussi vérifier que les termes 1, (u}') et n_(ul') sont Lipschitziens par rapport a

k pour S(§) = |€ — k|. Ceci est vrai par exemple pour le schéma de Engquist-Osher ou

n+(€) = sgn(€ = k) [f+(&) — f+(F)],
n-(§) = sgu(§ — k)[f-(§) — f-(K)], (4.16)

et fi et f_ sont définis par leurs dérivées

(f+)" = max(f",0), (/)" = min(f’,0). (4.17)

10
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