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1. Introduction

Le modele de Landau-Lifschitz pour la propagation des ondes électromagnétiques en
présence d’'un matériaux ferromagnétique fait intervenir (cf [JV1] et ses références) la
fonction

(1) F(m,h):zljﬁ(h/\m—kﬁ(m/\(h/\m))), h,m € R3,

ou v et o sont deux constantes positives.

Notre propos est de montrer que le systeme de Maxwell correspondant

OFE —rotH = 0
(2) 8tH +rot B = —8tM
&M = F(M, H)

possede des solutions d’énergie finie globales en temps et propage certaines régularités.

On dira que U = (F, H, M) est une solution d’énergie finie dans la bande St = [0, T]|xR3 si
chaque composante £, H, M appartient & C° ([0, T]; L?(R?)), si M est dans L> ([0, T] xR?)
et si U satisfait (2) au sens des distributions avec

divE = div(H + M) = 0.

Pour de telles solutions le théoreme linéaire sur les systéemes symétriques assure que
I’énergie

[ B P + HE 0P de, 0<t<T
R3
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est soit constante en fonction du temps, si @ = 0 dans (1), soit décroissante si o > 0. De
plus, pour presque tout z € R3, la quantité

(3) IM(t,z)|], 0<t<T

est invariante au cours du temps.

DEFINITION. On note U I'espace vectoriel formé par les distributions Uy = (Ey, Hy, M)
qui appartiennent a L?(R3)x L2(R3) x (L2(R3)NL>(R?)) et qui satisfont divEy = div(Hq+
My) = 0. L’espace U est normé par

1Uollee = \/I|E0||§ + [[Holl3 + | Mo 2o

Si U est une solution d’énergie finie, la quantité ||U(¢)l|ys décroi t donc au sens large avec
le temps, restant constante si a = 0.

2. Résultats sur le probleme de Cauchy

On fait les hypotheses suivantes sur le terme d’interaction. La fonction (m, h) — F(m, h)
appartient & C°(R3 x R3; R?), est linéaire par rapport & h, s’annule pour m = 0 et satisfait

F(m,h)-m=0,m, h € R?

F(m,h)-h<0,m, h € R®
On notera C'(R) une constante telle que pour tout |m|,|m’| < R
[F(m, h) = F(m, k)| < C(R) [m’ —m] |l

La fonction donnée par

¥ Q
F(m, h) = o (hAm+ \/m_d(m/\(h/\m))), hmeR? §>0

satisfait toutes les propriétés. La fonction donnée par (1), qui est homogene de degré 1 par
rapport a chaque variable, est seulement localement lipschitzienne mais satisfait toutes les
autres propriétés. Nous indiquerons plus loin les modifications que ceci entraine dans les
résultats que nous présentons maintenant.

On note Ug un sous-ensemble non vide de U tel que Mg = {My; (Ey, Hy, My) € Ug} soit
dominé dans L?(R3) N L>°(R3).

THEOREME 0. L’ensemble U des solutions U d’énergie finie, définies sur S, et telles
que U} € Uy, est non vide. Si de plus Ug est compact dans (L*(R3))3, alors pour tout
T >0, Up = Ujg, est compact dans (C°([0,T]; L*(R?)))?.
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THEOREME 1. Soit Uy € U tel que de plus rot Eq et rot Hy appartiennent a L?(R3). Il
existe alors une unique solution d’énergie finie sur Sy, telle que Uj;—q = Uy. De plus rot
et rot H appartiennent a C°([0, +oo[; L3(RR?)).

THEOREME 2. Soit Uy € Ug N H?(R3). Alors I'unique solution globale d’énergie finie
telle que Ui—o = Uy vérifie U € C°([0, +oco[; H*(R?)) .

Le premier résultat établit I’existence de solutions d’énergie finie globales en temps, I'unicité
restant une question ouverte. Il donne aussi une propriété de stabilité. Pour tout 1" >
0, l'application qui, a une donnée initiale, associe une des solutions du probleme de
Cauchy est, d’'une certaine facon, continue de Uy muni de la topologie de L? dans
Co([0, T]; L*(R?)).

Le second théoreme démontre I’'unicité de la solution du probleme de Cauchy sous ’hypothese
que les données initiales pour E et H ont un rotationnel dans L2. Il dit aussi que cette
régularité supplémentaire sur les rotationnels de £ et H se propage.

Le dernier résultat montre que les solutions locales habituelles du probleme de Cauchy a
valeurs dans l'algebre H?(R3) sont en fait globales en temps, de méme que les solutions
plus régulieres.

Les preuves des théoremes 1 et 2 utilisent une inégalité de Strichartz limite pour laquelle
la dimension d’espace d = 3 apparait comme critique. Ainsi les théoremes 1 et 2 sont
vrais pour d < 3 mais l'estimation principale sur laquelle ils reposent, qui concerne une
équation des ondes semi-linéaire, n’est sans doute plus valable si d > 4. En revanche le
théoreme 0 ne nécessite aucune restriction sur la dimension d’espace.

L’aspect critique de la dimension 3 se remarque sur la stabilité des estimations L? sur
les rotationnels du champ électromagnétique. En dimension 2 les constantes dépendent
de facon exponentielle du temps, alors qu’en dimension 3 la dépendance est en double
exponentielle.

Les conclusions des théoremes 0 et 1 demeurent pour une fonction F' qui est seulement
localement lipschitzienne comme celle qui est donnée par (1). Mais il est utile dans ce cas
de remplacer le théoreme 2 par un autre résultat d’approximation.

Pour tout A > 1 définissons Sy = @(A71D,) ol ¢ € C§° est une fonction de troncature,
0 < ¢ <1, portée par || < 2 et égale & 1 sur |£| = 1. On s’intéresse a I’approximation
des solutions d’énergie finie par les solutions du systeme d’équations

HEN —tot H* = 0
OH> + 10t E* = —S, F(M* H")
nM* = F(M* H)

et les conditions initiales

E) = S\ Eo, H) = Sy Ho, Mg = M.

THEOREME 3. Soit F' donnée par (1). Soit Uy € Uqg. Alors pour tout A > 1, le
probléme de Cauchy précédent posséde une unique solution globale U appartenant a



C1([0, +oo[; L? x L? x L*®). De plus lorsque A — 400, U* posséde une sous-suite conver-
geant vers une solution d’énergie finie globale U satisfaisant U);—o = Uy = (Fo, Ho, Mp).

Le modele (1), (2) est discuté dans [JV1]. Le probleme de Cauchy en dimension d’espace
d = 1 ainsi que d’autres propriétés (comportement asymptotique, approximation numérique
...) du modele sont étudiés dans [JV1], [JV2].

3. Une estimation a priori sur les rotationnels de E et H

Les résultats de ce paragraphe s’appliquent & la fonction F' donnée par (1).

On introduit la décomposition orthogonale habituelle de L2(R?)
2_ 124 72
P=rel?,

Popérateur de projection Py : L? — Lﬁ donnant la composante de rotationnel nul et

P, : L? — L% celle dont la divergence est nulle. On utilisera la méme notation pour les
homologues de ces opérateurs agissant dans les espace LP, 1 < p < 4o00. Si U est une
solution d’énergie finie, sa composante H n’est pas en général a divergence nulle. On a
H = H, + H) avec la relation H||+ M) = 0 : dans la partie de I'espace ot My(x) # 0, qui
figure ’emplacement du matériaux ferromagnétique, 'onde H est, compte tenu de (3), la
superposition de deux ondes non nulles se propageant respectivement aux vitesses 1 et 0.
Cette remarque sur les différents modes de propagation sera exploitée dans la preuve du
Théoreme 0.

ProprosiTIiON 3. Soit U une solution d’énergie finie suffisamment réguliéere sur St. 11
existe alors une constante C' dépendant de T, de la norme ||U(0)||ys et des normes de
rot F(0) et rot H(0) dans L*(R3), telle que

sup ([[rot B(t)||2 + [[rot H(t)]|2) < C.
0<t<T

On commence par remarquer que les normes L? des rotationnels de F(t) et H(t) sont
controlées par celle du gradient complet de H (t) avec des constantes ne dépendant que
de la norme [|U(0)|l;. On constate ensuite que H,, dont la norme dans C°([0,T]; L?))
est controlée par ||U(0)]y, satisfait une équation des ondes semi-linéaire dont le terme de
source g vérifie essentiellement

lg(®)ll2 = Ol HHL(®)[*[2),

avec des constantes ne dépendant que de la norme [|U(0)||y-

Soit u une fonction scalaire réguliere qui satisfait sur St

(4) Qu=g, |lg(t)ll2=O([ u(t)’]l2).

L’objectif est d’obtenir une estimation a priori sur I’énergie & l'instant ¢t, 0 < ¢ < T,

) = |/ Soau®I3 + ooz
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en fonction de I’énergie n(0) a t = 0, avec des constantes ne dépendant que de la norme de
u dans C°([0,T); L?)). Lorsque d = 2, I'inégalité de Sobolev ||v||s < C||d,v||1 appliquée &
v = u?(t) permet de linéariser le carré dans (4) et d’obtenir immédiatement le résultat.

Pour d = 3, la méme stratégie, a base d’inégalités de Sobolev, ne permet qu'un controle
local qui explose en temps fini. Il est aussi habituel dans ce type de probleme d’ utiliser
des estimations LY(L?) dans P'espace-temps . Si p et ¢ sont des réels tels que

1 3 1
_+_:_, q>2)
qg p 2

alors toute fonction réguliere vérifie I'inégalité de Strichartz généralisée (cf. [GV] par
exemple)

llull L (f0.77; v (3)) < Cop.r (1(0) + [Tull L1 (0,17 (L2 ®2)))

Cependant l’estimation qui nous intéresse pour contrdler le terme u?, qui correspond &
g = 2, p = oo, est exclue. La constante U, , r explose comme un facteur de p lorsque
p — +o0o; des contrexemples de Lindblad [L] et Klainerman et Machedon [KM] indiquent
qu’il est impossible d’espérer l’estimation pour ¢ = 2 et p = +o0. La strategie que
nous présentons consiste cependant a suivre cette idée. Elle s’appuie sur une inégalité de
Strichartz précisée en fréquence dans le cas limite ¢ = 2 et p = +00, dont un preuve est
donnée dans [JMR].

Définissons pour A > 1 la famille de troncatures en fréquences Sy = ¢(A~1D,) olt p € CF°
est portée par £ < 2 et vaut 1 sur €| = 1.

LEMME 4. Il existe une constante c telle que pour tout A\ > 0, tout T > 0 et toute
fonction u € C°([0, cof; H*(R?)),

15X (@)l 22 (10,77; L= (r2)) < ev/log (1 + AT) (n(0) + [[Bull 1o, 7; (22 (r2)) ) -

Soit u réguliere sur St satisfaisant (4). Posons a(s) = ||Sx(u)(s)]|ec, 0 < s < T'. D’apres

(4) il existe une constante C' qui ne dépend que de ||u||00([0,T];L2(R3)) telle que ||Tu(s)l2 <

Cllu(s)?||2. On écrit u?(s) = u(s)Sx(u(s)) + u(s)(I — Sx)(u(s)) et on vérifie que

2 n(s)?
(5) Ju(s)*ll < € (a(s) + =)

ou C' ne dépend que de ||u||co ([0,T];L2(R3))'

Soit (t,), une suite finie strictement croissante de réels, commencant avec ¢ty = 0 et bornée
supérieurement par 71'. Introduisons les quantités

ftt ay(s)?ds
6 m(t,,t = sup n(s)+ sup ? , p=>0
O mlpt) = swp MO MR e AT 5)
tp<t<tpi1




Le controle de n(T) sera obtenu par le contréle de la fonction m, lui-méme obtenu en
ajustant la croissance de la suite (¢,) a la croissance de m par une méthode de petits pas.

Additionnons I’estimation d’énergie pour O,
tpt1
(tyn) < nlty) + [ [Bu(s) ads,
tp

a celle que donne le Lemme 4, appliqué entre ¢, et ¢,11. Il en résulte, compte tenu de (6),
que

(7) mwxﬁaszmm»+A“1mw@mw»

p

Reportant (5) dans (7), on obtient, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la définition
(6) de m(s,t), que pour tout A > 0,

(8) m(tp, tpr1) < 2n(tp)+

e m(t, 5)?
C\/(tp+1 — tp) log(1+ Atpt1 — tp)) m(tp, tpt1) + C . %ds’

ou C ne dépend que de ||ul| ) Maintenant, grace a (6) appliqué entre ¢,_; et

o ([0,73:L2(R3)
tp, on majore n(t,) par m(t,_1,t,); ensuite on choisit A = m(t,,t,+1)?; enfin on majore
I'intégrale dans (8) en utilisant la croissance de m. Pour simplifier, posons

mo =n(0), m,=m(ty_1,tp), Op=1t,—tp,—1, p=>1.

Avec ces nouvelles notations et les majorations indiquées, I'inégalité (8) implique

m —m m m
(9) Tl 1+c\/5p+11og(1+5p+1m§+1) AR SOR NLL 2 R
my My Mp

Le choix

1 1
2
107 1602 log(1 + 5 1)

(10) dp = inf(— ), p>1

assure que les deux derniers termes a droite de (9) sont inférieurs & 1 si l'on y remplace
my+1 par 4m,,. Ceci entraine que, pour tout s vérifiant ¢, < s <t,,q,ona %}1_%’ <3

donc Metl—Tr < 3. Par récurrence, il en résulte que
p
(11) my, < 4Pn(0), p> 1.

Comme 6, donné par (10) vérifie, a cause de (11),

1

Z 2 4p71n(0) Y




le réel ¢, = Z1§j§p d; est minoré par C;logp, donc supérieur & 17" pour p supérieur a
eT/C1_ ce qui acheve la preuve de la Proposition 3.

La propriété d’unicité dans le théoreme 1 résulte d’une propriété de stabilité des solutions
d’énergie finie autour d’une solution d’énergie finie & rotationnels dans L? i.e., une solution

U telle que rot E € C°([0, +o0[; L?(R?)) and rot H € C°([0, +oo[; L*(R?)). La dimension
d = 3 est toujours critique.

ProrosiTioN 5.  Soit U et U deux solutions d’énergie finie sur Sp. Supposons que
rot E € C°([0,T]; L*(R?)) et rot H € C°([0,T]; L*(R®)). Alors il existe T tel que 0 <
T < T, une constante c et y, une fonction décroissante vérifiant v(0) =1 et v(T') > 0, ne
dépendant que de U, tels que

[U(s) = U(s)ll2 < e|lUO) = TUO)3, 0<s<T

si |[U(s) — U(s)||2 est assez petit.

4. Estimation H?(R3)

On suppose dans ce paragraphe que la fonction F' est de classe C'*° a ’origine.

PROPOSITION 6. Soit T' > 0 et U une solution d’énergie finie sur St suffisamment
réguliere. Il existe une constante C' ne dépendant que de ||U(0)||g= telle que

sup |U®)|m= < C.
0<t<T

On écrit les équations pour les dérivées de U. Notant L 'opérateur différentiel intervenant
dans (2), on obtient

LU = O(|H]), L(@,U) = O(H||9,M]),
L(82U) = O(|02M |, |0, H||8, M|, | H||02M], |H||0, M ?)

ou les constantes dans les O ne dépendent que de la norme ||Mp||~.

Examinons 1'équation pour 92U, 'équation pour 0,U se traitant de fagon analogue. On
a [|[H(t)|0:M (t)[*]2 = O(|[|H ()[|0zM (t)|[]2) la constante ne dépendant que de || Mol
Posons

na(t) = sup [[97U(t)]|2-
0<t<T
On montre, en utilisant le méme type d’argument qu’au paragraphe 3, que
ny(t)?
(12) 1182 H (&) [2:M(D)] ||z < C(na(t) + ax(tna(t) + 2= )
VA
et, en utilisant 1'inégalité suivante du type Judovic,

||8§M(t)llz>

189l < CIMollzzrr~) log



que

(13) [H@102M )]l < € (na(0)log na(®) + ar(tna(®) + n%))

ou, dans (12) et (13), la constante C' ne dépendent que de ||My||p2np~. L’estimation
d’énergie pour le systeme symétrique L donne

na(s)?

na(t) < ma(0) + € (14 @x(9)na(s) + ma(s) logma(s) + 22

)ds,Ogth.

Choisissons v/\ = ny(T). L’inégalité précédente donne
t
ny(t) < n2(0) + C/ ((2 4 ax(s))na(s) + na(s)logna(s)) ds, 0 <t < T.
0

Soit n4(t) la solution de

d y

—-nb(t) = c((2+m( ))n ”(s)+ng(s)1ogng(s)),ogt§T, b (0) = n(0).

La fonction nf(t) majore ny(t) pour 0 < ¢ < T et satisfait

(14) log nk(t) < Ct(logng( )+C\/_U/ ax(s 2ds+2Ct> 0<t<T.

En utilisant (6) et la fin de la démonstration de la Proposition 3, on majore

tpt1
\// ay(s)?ds = Z / s)%ds

tpp1<T

par C(T,n(0))y/log(1 + na(T)T).
On déduit alors de (14), avec t = T, une majoration de no(7T") en fonction de T, n(0) et

La preuve du Théoréme 2 est claire. Soit U(0) € H?(R3). Supposons que le temps de
vie T de la solution U du probléeme de Cauchy semi-linéaire (2) de données U(0) soit fini.
On sait qu’alors lim;_,7 [|U(t)||~c = 400 ce qui contredit la Proposition 4 qui affirme que
limy 7 ||U(t)||g2 < +00. La solution locale U est donc globale.

5. Le Théoréme 0 et la stabilité L2

Soient (U™),, une suite de solutions d’énergie finie dans la bande St telle que la suite
(U™(0)),, converge dans L? vers un élément qu’on note U (0). A cause de I’estimation
dans I’espace U on peut supposer que la suite (U"),, converge faiblement dans L>° ([O, T); L*(R3 ))vers
un élément noté U°°. L’objectif est de montrer que la convergence de U" vers U a lieu

8



dans C°([0,T]; L*(R?)). La clé est une estimation L? sur la différence MP(t) — M(t) en
fonction de MP(0) — M9(0). En écrivant

F(M?, HP) — F(M9,HY) = F(M?, H®) — F(M9, H™)
+F(MP,H? — H®) — F(M% H? — H®),

on constate que, si |[M{(x)| < R, on a, pour presque tout (¢, x),
1
2O MP — M? < C(R)|H™||M? — M1|?
+(F(MP,H? — H®) — F(M9, HY — H®)) - (M? — M),

Un poids ponctuel e=2¢(*%) absorbe le premier terme du membre de droite si a est une
primitive en ¢ de C(R)|H*(t,x)|. Le choix précis

(15) a(t,z) = |z|? +/0 C(R)|H*(s,z)|ds

fournit une fonction a positive, définie et finie pour presque tout x et pour tout t et telle
que e~20(t:2) appartient & tous les LP, 1 < p < 0o. On a alors

1
(16) §8t(e_2“|Mp —- M1?) <
e 2 (F(MP,H? — H*®) — F(M9,H? — H®)) - (M? — M?Y).

PROPOSITION 7. Il existe une constante C(R,T) telle que pour tout § > 0 il existe N(§)
tel que pour tout p > N (&) et ¢ > N(9) et toutt, 0 <t <T,

A7) e (Mr(e) - MUl < C (5 + / e (MP(s) = M(s))]2 ds )

Passant a la limite ¢ — oo dans le membre de gauche de (17), on en déduit que la suite
MP(t) — M>(t) tend vers 0 dans I’espace L2(e~2%(t:%)dz). On en déduit le résultat final
avec des arguments classiques.
La preuve de la Proposition 5 passe par l’examen du terme F(MP, H? — H*) dans (16),
qu’on décompose en la somme

(18) F(MP,H? — H*) = F(M?, P, (H? — H>™)) + F(M?, P|(H? — H>)).

L’intégrale en ¢,z du premier terme & droite de (18) donne une contribution §, grace a un
argument de front d’onde une fois qu’on a remarqué qu’il s’agit du produit d’un terme en
M qui posseéde une dérivée par rapport & ¢ bornée dans L? et d’un terme P, (H? — H>)

qui est borné dans L? avec O(P, (H? — H*)) borné dans H~!.
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L’autre terme e =2¢() F(MP(t), Py(H? (t)—H>(t))) = e 2¢O F(MP(t), P|(M(t)—MP?(t)))
s’écrit, aprés multiplication par (MP(t) — M9(t)), comme la somme dans L'

(19)  F(MP(t), e (M>(t) — M?(t))) - e (MP () — M(t))
HF(MP(t), [e=""), Y| (M (t) — MP(t)) - e~ (MP(t) — M(2)).
La norme dans L! du premier terme se majore par une somme de carrés de normes L2
I (MP(8), Pje™*® (M (t) — MP(1))) - e=*® (MP(t) — M(1)) |
1 1
< SREC(R) e (M2 (1) — MP (1) + 5 lle™ @ (M7 (1) — M(1)3.
Le deuxiéme terme de (19) donne une contribution § car le commutateur [e=*(*), P] est
un opérateur compact sur les parties de L? dominées dans L? N L™ (on utilise (15)).

La partie concernant I’existence de solutions globales L? du Théoréme 0 peut maintenant
se démontrer de la fagon suivante. On approche les données initiales par régularisation
par des unités approchées. Ces approximations forment un sous-ensemble Ug satisfaisant
les propriétés données a la section 2. Le théoreme 2 associe aux données régulieres des
solutions globales du probleme de Cauchy. La condition de stabilité L? du Théoreme 0
acheve la preuve.
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