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Introduction

Dans les pages qui suivent, nous étudions la stabilité du probléme des poches de tourbillon
pour un fluide incompressible visqueux dans le plan. Plus concrétement, si v est une constante
strictement positive, le systéeme incompressible de Navier-Stokes s’écrit

oty + v, - Vo, —vAv, = =Vp,,
(NS)) divo, =0,
v,(0) = 20,

ot v, un champ de vecteurs sur R*> dépendant du temps.

Ici, on va résoudre (N S,) en faisant des hypothéses de régularité tangentielle sur le tourbillon
w, = 01v2 — 0yvl, qui contiennent le cas des poches de tourbillon & frontiere réguliere (wy
fonction caractéristique d’un ouvert borné & frontiere C'*€) et ont été introduites par J.-Y.
Chemin dans le cadre non visqueux. Avec de telles données initiales, le systéme d’Euler

0w +v-Vv=—-Vp,
(F) diveo = 0,
Vjt=0 = ,UO’

admet une unique solution dans L§° (R;Lip(R?)), Lip désignant les fonctions bornées et
lipschitziennes (voir [Ch2]).

De plus, J.-Y. Chemin montre que la structure géométrique initiale est transportée par le flot
¥ de v sans perte de régularité. Ce résultat combiné avec la conservation du tourbillon le long
des lignes de flot entraine qu'une poche de tourbillon & frontiere C'*¢ reste & frontiere C1*¢
pour tout temps (voir également la note [S] de P. Serfati qui utilise une autre méthode).

Dans ce texte, on va montrer des résultats analogues pour (N .S, ), uniformes en v ainsi qu’une
propriété de convergence forte des solutions v, de (N.S,) vers la solution v de (E) avec méme
donnée initiale en un sens qui préserve la régularité tangentielle. Plus précisément, on a :

Théoréme 0.1.—Soit Q°, un ouvert borné de R® dont la frontiére est une courbe simple de
classe C11€ (e > 0). Soit v°, le champ d divergence nulle et de tourbillon wy = 1qo, donné par la
loi de Biot-Savart : ( n
1 T—y
0 0
v(z) = — AW d

Alors, pour tout v > 0, (NS,) (resp. (E)) admet une unique solution v, (resp. v) dans

© (Rt Lip(R?)), avec donnée initiale v°. De plus, il eziste une constante C ne dépendant que

loc

de Q°, telle que

Vt € RY, sup || Vo, ()] < Ce? et IVo(t)]| L < CeCt.
v>0

Soit Q,(t) (resp. SUt)), le domaine transporté de Q° par le flot de v, (resp. v) a linstant t.
Alors, 0Q(t) est une courbe simple de classe C'*¢ et, pour tout € €)0,¢[, 00, (t) est une courbe
simple de classe C'*¢. De plus, il eziste des applications v, € L§°, (R+;ﬂ€,<€Cl+€ (SI,IRQ))

ety € L (RT; CHE(S’l,Rz)) telles que v,(t) et y(t) soient des paramétrisations réguliéres de
0Q,(t) et 0Q(t) et que v, tende versy dans Li° (R+; ﬂ€,<€C1+E'(Sl,H2’)) lorsque v tend vers 0.

loc

Evidemment, a cause du terme visqueux, une poche de tourbillon ne demeure pas une poche
de tourbillon pour tout temps, le tourbillon n’étant plus conservé le long des lignes de flot. On
peut toutefois montrer que le tourbillon décroit exponentiellement hors de F; = z/rt(Supp(wO))
et qu’il tend a étre égal a 1 a l'intérieur de ce domaine. Plus précisément, on a :
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Théoréme 0.2.—Sous les hypothéses du théoréme 0.1, il existe une constante C' ne dépendant
que de QO telle que Yv > 0, Vt > 0, Vh > 0,

_A£2Z —4(eCt -
low (Dl ((@,0) S @ i exp (=402 -1) oy

c
h

1/2 . 2 .
||w,,(t) — 1Qy,t ”L’ ((Qc ) ) < 2||<,,,)0||L2 min(l, C(_th)L—eZ(ec —l)e_%ﬁ'exp(—“ec _1)) ) .
v,t/p
Ces deux théorémes précisent un résultat de convergence L? de J.-Y. Chemin [Ch3] et une
étude de P. Constantin et J. Wu [CW], faite dans le cadre des poches de tourbillon.

Le texte est organisé de la maniére suivante :

Dans la premiere partie, nous démontrons le résultat de décroissance exponentielle puis nous
énoncons un théoréme de convergence pour les poches de tourbillon généralisées. Nous montrons
qu’il entraine facilement le théoréme 0.1.

Dans la deuxiéme partie, nous rappelons quelques lemmes relatifs au paraproduit.

Dans la troisiéme partie, on prouve une estimation de |Vv||; . indépendante de la viscosité,
puis le théoréme de convergence énoncé dans la premieére partie.

La quatrieme partie est consacrée a 1’étude des équations de transport avec viscosité. On
démontre au passage une variante du lemme de Poincaré qui permet, dans certains cas, de
minorer |VuP||; . al’aide de ||uP||;. pour p € N*.

Enfin, dans la derniére partie, nous démontrons un lemme de commutation qui a été utilisé
dans la troisieme partie.

On adoptera systématiquement la convention d’Einstein pour la sommation sur les indices ¢,
j et k. Dans tout P’article, d désignera un entier strictement positif.
1 Démonstration des résultats principaux
1.1 Un résultat de décroissance exponentielle

Dans cette partie, on montre le théoreme 0.2. Il résulte en fait d’une propriété des équations
paraboliques valable en dimension d quelconque, totalement indépendante du fait que v, soit
solution de (N .S,). On va démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 1.1.—Soit v > 0 et v un champ de vecteurs dépendant du temps, appartenant a
 (R*; Lip(R%)) et d divergence nulle. Soit ag € L*(R?). On suppose que a vérifie

loc

(T,) {(8t+v-V—1/A)a:0,

Q|t=0 = Qo.

Soit 4 le flot de v et Fy = y(Supp(ag)). Posons (Fy); = {z € R*, d(z, F}) > h}, (Ff), =
{z € Fy, d(z,0F;) > h} et V(t) = fot IVv(8)|| L ds. Alors on a pour toust > 0, h > 0,

— 22 exp(—
(1.1) ”a(t)”m((ﬂ)i) < e~ iRtV O g .

Dans le cas ot ag est la fonction caractéristique d’un domaine borné Fy, on a de plus

1/2
(1.2) 1a(t) = 153l a sy, ) < 2ol min(1,c(,’:_§) ezvu)e—%exp(—wm)),
t/h

ou C est une constante universelle.
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Démonstration : La démonstration repose sur une méthode d’énergie. Soit ®, une application
de C*°(R x R?). Supposons dans un premier temps que v € L7 (Rt (S(R4))?) et
a € L2 (RT; S(RY)). D’aprés (T,), ®a vérifie

(1.3) (0 +v-V —vA)(®a) = a(d; + v-V)® — vaA® — 20V - Va.

Pour simplifier le second membre, il est judicieux de choisir une application ® telle que
®(t,y(t,z)) = ®o(z). Supposons de plus que Py est constante hors d’un compact. Dans ces
conditions, ®a(t) est dans H'. En prenant le produit scalaire de (1.3) avec ®a(t) au sens L? en
se souvenant que div v = 0 et en intégrant par parties, on trouve

1d

(1.4) 5 7 (12alli2) + VIV (2a)[7z = vlaVeF..

Pour démontrer (1.1), prenons & de la forme ®(¢,2) = exp ¢(¢, v) avec ¢(t.v) = f(¢~1(t, 2)) et
f constante hors d’un compact. D’aprés (1.4), il vient alors

d >
E(II(‘I’G)(t)Ilsz) < 2| V(D7 1(@a)(D)][7-
Le lemme de Gronwall montre finalement que

(1.5) 1(@a)()]2 < NV e JoNTVT i b5 g0 0) ..

Si ag & support compact, on prend f = amin{R,d(z, Fy)} avec R > 0 et > 0. Comme f n’est
que lipschitzienne, il convient, pour pouvoir utiliser (1.5), de la régulariser par convolution avec
des approximations de 'identité. Il est clair que (1.5) est stable par passage a la limite et que
IVAll e~ < a.

¢
Comme ||V§; |« <eV(® avec V(1) = / IVv(s)|| e ds on en déduit finalement
0

H((I)(Z)(t)”Lg < euaztexp@V(t))”aOl

L2
Donc,si 0 < n < R,

(1.6) e*a(1)] e Y (Djlqg| 2.

L2 (4:((Fo)s)) =

Maintenant, il ne reste plus qu’a remarquer que, si Fy = ¥;(Fp) et h > 0. alors

(1.7) (Fi) C u((Fo)seny)  avee 6(t.h) = Vel <

Reprenons l'inégalité (1.6) avec n = (¢, h) et é(t,h) < R. On trouve

Vagtexp(QV(t))—CVhexP(_"—(t))Il(L()HL:.

||a(t)HL2 ((Fz);) S €
hF—BV(f}

2vt
Lorsque a et v vérifient seulement les hypotheses du théoréme 1.1. mais que aq est encore a

support compact, on obtient encore (1.1) en régularisant ag et v.

Pour obtenir (1.1), on fait tendre R vers l'infini et on choisit a =
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Enfin, si Fy n’est pas compact, on note ap, = lpgg,,)ao et a, la solution de (7))
correspondante. Un passage a la limite donne encore (1.1).

La démonstration de (1.2) est similaire. Le lecteur intéressé pourra consulter [D].
1.2 Un théoréme de convergence pour Navier-Stokes

Pour énoncer les résultats obtenus dans toute leur généralité, nous devons d’abord définir une
classe d’espaces fonctionnels, construits a partir d’espaces de Besov a deux indices. Pour définir
les espaces de Besov, nous aurons besoin de la notion de décomposition de Littlewood-Paley :

Proposition 1.1.—Soit C C R, la couronne de centre 0 de petit rayon 5/6, de grand rayon
12/5 et B C R?, la boule de centre 0 et de rayon 6/5. Il existe deux applications a valeurs réelles,
X € C§°(B) et ¢ € C§°(C) telles que :

VE e RY, x(6) + ) w(27%) = 1,

geN

VEERY, L <X+ D) (27U < 1.
qeEN

On définit alors des opérateurs A, et S, de L£(S'(R*),C>(R?%)) qui correspondent a des
découpages des distributions en morceaux de fréquences voisines de 2P pour A, et plus petites
que 2P pour 5.

Plus précisément, soit h = F~lp et h = F~1x. On pose

Apu=0si p<-2 et Aju=x(D)u= hxu,
Bpu = 92 D)u =2 [ W@yu(e - )y si p20,

Spu=x(27PD)u = Z Agu = 2P / h(2Py)u(z — y) dy.

g<p-1

Définition 1.1.—Pour a € [1,4] et r € R, on note Bj(R?) l'ensemble des distributions
u € S'(R?Y) telles que sup, 27"||Aqul| L. < 00.

Si I’on pose ||u||p; = sup, 29"||Aqul|, ., 'espace (BL(R?),||-||;) est un Banach. L’espace B,
coincide avec I’espace de Holder C" lorsque 7 est positif non entier. Si » € N, on préférerale noter

CT pour éviter les confusions avec 1’espace des applications r fois continiiment différentiables.
On peut juste dire que Lip, — C7 ol Lip, désigne l'espace des distributions u telles que 0%u

soit bornée pour |a| < 7. On posera ||ul|, « llull Bz, -

Remarque 1.1.— On a le classique résultat d’interpolation suivant

Vu € BA(RY) 0 BL(RY), V0 € [0, 1], Jull g srore < llull s llull s~

Remarque 1.2.— Si 1 < a < oo, B} est continiment inclus dans cr-i. Réciproquement, si
u € C™ (r > 0) est & support compact, alors u appartient & tous les B” avec a € [1, +00].

Les fonctions suffisamment réguliéres operent a droite et a gauche dans les espaces de Besov :

Lemme 1.2.—Soit s €]0,1[, @ € [1,400] et u € B, Soit F' € Lip telle que F(0) = 0. Alors
Foué€ B:. Sit € Lip est inversible et si le jacobien de 1~ est borné, alors wo ) € BS. De plus,

(1.8) llwowllps < (1+ IVl e (] det Vor=| o ) el 2
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En s’inspirant de [A] et de [Chl], on va maintenant définir des espaces de Besov non isotropes,
a partir de champs de vecteurs peu réguliers.

Définition 1.2.—50it X un champ de vecteurs. On définit formellement laction de X sur u
par X (z,D)u= 0;(X'u) — udivX.

Dans la suite, on considérera des champs a coefficients et & divergence dans B.. On note alors

d
déf ; déf . -
IXNB: S D I1X B, et [IX[ls; = XI5y + || div X |57
i=1

Définition 1.3.—Soit a €]2,00[ et s €]2/a, 1[. On dira qu’une famille X = (X)xea de champs
de vecteurs est (s,a)-substantielle si et seulement si les X sont a coefficients et a divergence
dans B:(R?) et
I(X) € inf sup |X,(z)| > 0.
zeR? xeA
On note alors B(X), Uespace des distributions u, bornées sur R* telles que VA € A, X\(z, D)u €
B2 Y(R®) et sup, ey || X (2, D)u|| gs-1 < oo, muni de la norme

déf 1 ~
s = — pos s X ,_D 8— .
llulls: (I(X)><HUIIL sup [ Xxlls; + sup [|Xx (=, D)ullg; 1)

Proposition 1.2.—Soit v un champ de vecteurs lipschitzien et ¢ son flot. Soit Xy un champ
de vecteurs de B:. On note X, le champ transporté de Xy par le flot b a Uinstant t, défini par
Xi(z) = Xo(z, D)y(1b; (2)). Alors X est solution de

0t +v-V)X = X(z,D)v
TG ( ’
( ) {X|t=0 = XO

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ’article, qui entrainera en particulier
le theoréme 0.1. Dans le théoreme suivant, les quantités ayant v en indice (resp. sans indice)
sont liées a (N.S,) (resp. (E)).

Théoréme 1.2.—Soit a €]2,400] et s €]2/a,1[. Soit Xy, une famille (s,a)-substantielle de
champs de vecteurs. On suppose que le champ de vecteurs v° est & coefficients dans C1(R?), d
gradient dans L*(R?), a divergence nulle et que son tourbillon ° est dans B (X).
Alors, pour tout v > 0, (NS,) (resp. (E)) admet une unique solution v, (resp. v) dans
® (R*; Lip(R?)) avec donnée initiale v°.
De plus, il existe une constante C' ne dépendant que de w° et X, telle que

~ Ot
IV, (Ol gz + 1 Xoa (@, D)pu(DllBz + 1Xua (Ol + 1Xu2(2, D)wn ()] pe-r < Ce® 7

Enfin, v, tend vers v et v, — Id tend vers ¢ — Id dans L;’g’c(R’L; C") pour r < 1, lorsque v tend
vers 0. Sit < s, alors Xo (z,D)Y,, Xy et divX, ) tendent respectivement vers Xo \(x, D)1,
X, etdivX, dans LSS (RY; BY) et X, \(z, D)w, tend vers Xo \(z, D)w dans L}’o“c(H+; Bi™1). Les
convergences précédentes sont uniformes en .

La démonstration repose sur un théoreme abstrait, relatif aux équations de transport avec
viscosité dans les espaces de Besov :
Théoréme 1.3.—Soit v un champ de vecteurs de C°(R x R?) a divergence nulle et a
dérivées spatiales bornées. Soit v €] — 1,1[, a € [2,40c] et v > 0. Soit u € L°(RT, BI(R")),

loc
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f e L (RT,BI(RY)) et g € LY

loc loc

Supp g N B(0,A) = 0 et que u vérifie

(R, B:~%(R?%)). Supposons qu’il existe A\ > 0 tel que

(0t +v-Vu—vAu = f+vg.
Alors il existe une constante C ne dépendant que de A, de r et de a, telle que, si

V()= [5|[Vo(s)| e ds, on ait

¢
(1.9) [lu(t)llB; < C(||u(0)||35 + 19/l oo (j0,9,87-2) + /0 E_CV(S)“f(S)”B; ds)ecv(t)-

Siv=0ceta € [l,4+00], il existe C ne dépendant que de r telle que

t
pr < (IO)log + | VO] ds)e™.

Montrons que le théoréme 1.2 entraine le théoréme 0.1.

Soit Q° un ouvert borné dont la frontiere 9N° est une courbe simple de classe C11€. 1l existe
donc une application f € C'*¢(R?), que 'on peut choisir & support compact, dont le gradient
ne s’annule pas dans un voisinage V de 900 et telle que f~1({0}) NV = 9Q°.

Si 2° € 990, la fonction v° de C1+¢(R; R?) définie par

'/ { 0,7%(0) = V4 f(1°(0)),
70(0) = Zo,

est une paramétrisation réguliere de 9Q°.
Soit a € C§°(R?) valant 1 pres de V.. Posons

(1.10) [Ju(?)]

Xoo =V, Xo,1 = (1 - a)on, Xo2 = (1 - )0,.

Cette famille de champs de vecteurs est (€, a)-substantielle pour tout a € [1,400] d’aprés la
lemme 1.2. De plus, 1go € B5(Xo).

Le théoréme 1.2 donne donc une unique solution globale pour (N.S,) avec de telles données
initiales. Soit Q,,(t), 'image du domaine Qq par le flot %, ; de v,. I est clair que 7,(t) = ¢,,¢07°
(resp. Y(t) = 9 0 7°) est une paramétrisation de 99, ; (resp. 9;). Dans [Ch2], il est démontré
que v € L§° (RY; C1+¢(S1,R?)) et que 7, est une paramétrisation réguliere de 9.

En appliquant le théoréme 1.2, on sait que Xpo(2, D)wy € L (RY; BS) et converge vers
Xoo(z, D)y dans L2 (RY; BS ) pour tout a €]2/¢,+00[ et € < e. En utilisant la remarque 1.2,
on en déduit la convergence de Xo o(z, D), vers Xg o(z, D) dans L2 (R"‘ Ner < C€ (51, R?)).

loc
Or, 357t = Xo,0(z, D)t,,+07°. Donc vy, appartient & L (RT; Ner < C1TE (S',R?)) et converge
vers v dans cet espace.
Enfin, comme X o ne s’annule pas sur V, il en est de méme pour X o(z, D), ¢ et donc 57yt
ne s’annule pas sur R. Donc 7,(t) est une paramétrisation réguliere de 9Q, ;. []

Remarque 1.3.— La petite perte de régularité de 9, ; est “artificielle”, c’est-a-dire qu’elle
n’a lieu que dans les espaces de Holder qui ne sont pas bien adaptés a I’étude des poches de
tourbillon visqueuses.

2 Paraproduits, parachamps et espaces de Besov

Dans cette partie, nous définissons le paraproduit de deux distributions. Nous rappelons
au passage quelques lemmes classiques qui nous permettront d’aborder la démonstration des
résultats énoncés dans la partie précédente.
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Remarque 2.1.— La famille (A,),cz est “presque” orthogonale au sens L. Plus précisément,
si u et v appartiennent 3 S’'(R%), on a

(2.1) p—gq|>2=A,Au=0,
(2.2) Ip—ql >4= A (Sp—1udpv) =0,
(2.3) (g<r—4 et [p=r[>2)= A,(Aul,v) =0.

Le lemme suivant est classique :

Lemme 2.1.—5Soit u € B, et ¢ € C§°.0On suppose que @ est supportée dans une couronne
C(0, Ry, R2). Alors, il existe une constante C ne dépendant que de r, et i) telle que

(2.4) 192 D)ull . < €27 ulls;.

Définition 2.1.—On dira qu’une suite (uq)q>—1 d’éléments de C>®(R?) est a fréquences
dans des boules dyadiques (resp. couronnes dyadiques) si et seulement si il existe un réel
R > 0 (resp. deux réels Ry > Ry > 0), tel(s) que Supp(i,) C B(0,29R) pour ¢ > —1 (resp.
Supp(iiy) C C(0,29Ry,29Ry)) pour ¢ € N et Supp(d_1) C B(0,27'Ry).)

Le lemme suivant sera constamment employé.

Lemme 2.2.—Soit (ug)q>—1 a fréquences dans des boules dyadiques. On suppose qu’il existe
r > 0, a € [1,00] et une constante K > 0 tels que Vg > —1,|luy|l,. < K279". Posons
U= Zqz—l uq. Alorsu € BT(R%) et il existe une constante C > 0 indépendante des uq, de a et
de r telle que

1+7r

(2.5) lull sy < S—K.

Soit (uq)g>—1 @ fréquences dans des couronnes dyadiques. On suppose qu’il eriste r € R,
a € [1,00] et une constante K > 0 tels que Vg > —1,||ugll . < K277, Posons u = )7 5 _; uq.

Alors u € Bg(Rd) et il existe une constante C' > 0 indépendante des u,. de a et de r telle que
(2.6) ul|g; < C*IMEK.

Définissons maintenant le paraproduit :

Définition 2.2.—Soient u € S(R?) et v € S(R?). On appelle paraproduit de u par v, Uélément
T,v € S(RY) défini par Tyv = > g Sg-1ulgv. On notera R(u,v) le reste de u et v, défini par

R(u,v) = Z Aquﬁqv ou Aq =801+ A+ Agyas
q

Lemme 2.3.—L opérateur T est bilinéaire continu de L™ x Bl dans B]. St t < 0, il est
également continu de B x C" dans BItt et de C' x B" dans B’+1.
L opérateur R est continu de C'* x B" dans Btt, dés quer +t > 0.

Dans certains cas, la commutation du paraproduit avec des opérateurs pseudo-différentiels
homogenes permet de gagner de la régularité. Plus précisément, on a

Lemme 2.4.—Soit f € C(R%), une application homogéne de degré m en dehors d'une boule
centrée sur l'origine, ¥ € C@O(Rd) supportée dans une couronne ('(0, R1.Rs), u et v, deuz
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éléments de S'(R?), p < 1 et ¢ € Z. Il existe des constantes C' indépendantes de u, v et q
vérifiant :

(2.7) 17(D)ull gs=m < Cllullz:,
(2.8) T2 (@ D)ol < C2- 4DVl o] ;.
(29) [T (27 D)ol < C2-1*O)|Vul],_, o]l 5;.
(2.10) [Ty (D)ol gz < CIVullgee [0]15:
(211) [T SOl - s < CIVull,y 0]15:.

Définition 2.3.—Soit X un champ de vecteurs a coefficients dans S'(R?) et u € S'(R?). On
définit formellement le parachamp T'x par Txu = Tx.0;u.

Le lemme suivant montre que la régularité de X (2, D)u est essentiellement donnée par celle
de T'xu.
Lemme 2.5.—Soit X, un champ de vecteurs a coefficients dans B, etu € C'*. Alorson a :

(2.12) (s<letr+s>1)= |Txu— X(z,D)ulgr+s-1 < C|| X || | Vull,_;-
Si, de plus, div X € B}, alors,
(2.13) (s<letr+s>0)= [[Txu~- X(z,D)ul g+ < CIX |5 Vull,_;.-

Les deux inégalités précédentes demeurent valables dans le cas s = 1 a condition de supposer
Vu € L™ et de remplacer | Vu||,_; par ||Vu|| e -

3 Persistance et convergence des poches de tourbillon généralisées

Dans cette partie, on trace les grandes étapes de la démonstration du théoreme 1.2.

Premiére étape : Démonstration d’estimations uniformes en v pour les solutions régulieres
de (NS),). Il s’agit de démontrer la proposition suivante :

Proposition 3.1.—Soit v une solution du systéme de Navier-Stokes en dimension 2 et ¢ son

flot. On suppose que v est dans LS (RY; C®(R?)), que ses dérivées spatiales sont bornées et

que son tourbillon w appartient a L (RY; L*(R?)). Soit a €]2, +oc], s €]2/a, 1], (Xo,x)aen, une
famille (s, a)-substantielle de champs de vecteurs et (Xt \)xen, la famille transportée par le flot
de v. Alors, X, reste (s, a)-substantielle pour tout temps positif. De plus, il existe une constante

C ne dépendant que de s et de a telle que les estimations suivantes soient vérifiées :

[lwoll B
(3.1) IVo(t)]| SC(HwoﬂLz-i— looll -« log (e + _______)) (Ctlalpoe
llwoll <
(32) || div A’Yt,,\”B; S || div XO,,\”B(:E(X(),CU(),I‘,),

(33)  IXu(x, Dyw(®)llps-s < c(uxo(x,D)wonB;-l +ﬁxo||B;uwonLN)E(Xo,wo,t),

_ I Xo(e, D)eollg-r = ,
(3.4) X0l < € (T 4 Xl ) B0
Lo
. 1(Xo)
. I(X(t) > ————r0.
I Xo(e, Dyeollgg-s |~ ,
(3.6) 1 Xo(z, DY(1)]| 5 50( s B: +||zx0”Bg>E(‘xo,w0,t),
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avec E(Xo,wp,t) =exp| C < lwoll + log(e + I—I—g“—B—“—Y“—)) (f“"“"‘)“” - 1) .
| “Loo “"~’0||Loo

Démonstration : Soit donc » une solution réguliere de (N.S,). En prenant le produit scalaire L?
de (T,) avec w(t), on obtient

(3.7) W@l 2 < llwoll -

Par le principe du maximum (voir [F] par exemple), il vient
(3.8) e < llwoll oo -

On va maintenant montrer ’analogue des inégalités (3.2) & (3.5) avec ¢* Jo I9v e dr
lieu de E(Xg,wo,1).
Pour commencer, I’estimation

(3.9) I(zYt) > XO f IVo(r)lipoo d
se démontre facilement en revenant a la définition de X;. Il suffit de remarquer que
9¢(Xox(2, D)y(t,2)) = Vo(t, ¥(t, ¢)) Xo,a(2, D)P(1, z),

d’intégrer puis d’utiliser le lemme de Gronwall.
Comme (9; + v - V) div Xy ) = 0, I’estimation (1.10) donne

(3.10) div Xealla; < Il div Xo|lpyeC Jo 172 7

Les autres estimations sont plus délicates a obtenir. Pour alléger les notations, on omet l'indice
A dans la suite de la démonstration.

Dans le cas ¥ = 0 on exploite la commutation des deux champs d; + v - V et X(t), ce qui,
appliqué a I’équation du tourbillon donne (0; + v - V)X (2, D)w = 0. La quantité X (a, D)w est
donc conservée par le flot et il n’est pas tres difficile d’estimer sa norme de Besov.

Ici malheureusement, on ne peut qu’écrire

(3.11) (0 +v-V)X(z,D)w—vAX(z,D)w=v[X(z,D), Alw.
Il n’est pas évident de donner un sens au second membre avec pour seule hypothese.w € B3(.X).
le produit X*Aw n’étant pas défini.

L’idée a ce stade est de remplacer le champ X par le parachamp T'x, sachant qu’on pourra

majorer 'erreur introduite a l’aide du lemme 2.5. Cette fois-ci, le commutateur [Tx, AJw a un
sens dans B:~3. D’apres (2.7) et (2.11),0on a

(3.12) I1Tx, Alwllgg-2 < ClIX || s: [l llo-

Il y a bien siir un prix a payer : 0; + v -V et Tx ne commutent pas. (est ici qu'intervient le
lemme 5.1 qui donne ’estimation suivante :

I1Tx,0¢ + - Vil gg-2 < C([IVullo1Txwll pe-2 + IV ull g~ wllo 1 X1 5;) -
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Voici I’équation obtenue :

(3.13) (i +v - V)Txw—vATxw = [0; +v -V, Tx]w + v[Tx, Alw.
On applique le théoreme 1.3 a u = T'xw. Il vient

(3.14) 1Tx, ()l g1 < C(IITxoonB;—l + 1 X (@)l s llw(®)llo

t
+ /0 e~ VO (Vo) T, ()l ga-1 + V()| oo (Pl | X (7)1 32) dr) eV,

En combinant (3.14) et (2.13) et en tenant compte de (3.8), on trouve

(3.15) || Xe(z, D)w(t)l| gz SC(IlXo(%D)onB;—l +llwoll oo (I Xoll5; + 1 X (#)I1 5;)

i
+ [ e T (1o, DY g+ IX (ol - ) dr)ecvo.

D’aprés (2.7), (2.11) et (2.12),0n a
(3.16) |1 X (2, D)vlls; < C(IIX (2, D)wll gz + [ div X || 5z [|wllo + Vol 1 X1 52)-

En appliquant 1’estimation (1.10) a (TG), on obtient donc
t ~
Xz < (1ollaz +€ [ eV O (1o Dl + 1Tl X (o) )7
0

A P’aide de cette derniére inégalité, de (3.8), (3.10) et (3.15) en appliquant le lemme de Gronwall,
on trouve

| Xi(z, D)w(?)l| gg—

”w0|IL°°

| Xo(z, D)woll gs-»

llwol| .o

+xla; < o NITMED

En combinant avec (3.9), on obtient

c (v o d
(3.17) lo()llss . < Cliwolls; e STl b7

Il faut maintenant estimer la norme uniforme du gradient de la vitesse. Ceci peut étre fait via
le théoréme 3.3.1 de [Ch2]. En effet, il existe une constante C telle que, pour € €]0, 1],

l|lwl] 7,00 lwliBs,
3.18 Y% w <C 1 —_— .
( ) ” v”L = (”(")”L2 + ¢ ogi € + €||w”Loo

Par la remarque 1.2, B3(R?) est inclus continfiment dans C¢(R*) avec € = s — 2/a. L’hypothese
1 > s > 2/a donne € €]0, 1[. On peut donc majorer ||Vvl||, . &1’aide de (3.18)

lwlls;
(3.19) Vol < L {lwllz + [lwll L log { e+ :

lloll Lo
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On obtient (3.1) en reportant (3.17) dans (3.19) pour majorer le logarithme puis en appliquant
le lemme de Gronwall. Les inégalités (3.2) a (3.5) en découlent immédiatement.

Pour démontrer (3.6), il faut voir que Xo(z, D)¥(t,z) = Xi(¥i(2)).

D’apres l'inégalité (1.8), [|X¢ o ¥¢|lBs < Cl|V¥i|lpo | X¢tllBs- On conclut a 'aide de (3.4) et
(3.19) en remarquant que ||Vip|| e < exp fot IVo(T)|| L dr. []

Remarque 3.1.— Lorsque v = 0, on peut montrer des estimations indépendantes de a et
valables aussi pour @ = +00. La démonstration est en fait une application facile de (1.10), car
I’absence du terme visqueux permet d’éviter le passage au paraproduit.

Remarque 3.2.— Il aurait été nettement plus facile de faire la démonstration dansle cas a = 2.
En effet, le théoreme 1.3 se démontre tres simplement dans les espaces B;. Malheureusement,
pour récupérer une estimation de ||Vv|| . al’aide de (3.19), on a besoin de I'inclusion de Bj
dans C¢ avec € > 0, ce qui donne comme contrainte s > 1. Mais ’estimation du commutateur
[Tx,d; + v - V]w dans B~! n’est valable que pour s < 1.

Deuxiéme étape : Estimations uniformes pour la donnée initiale régularisée.

Pour simplifier les notations, on omet les indices . On se donne un champ v° vérifiant les
hypotheses du théoréme 1.2 et on le régularise en posant vy, = 5,v°. On a existence et unicité
d’une solution réguliére v, de (N .S,) avec la donnée initiale vp ,. On lui applique les estimations
de la proposition 3.1. Quitte a modifier la constante C, on obtient des estimations (3.1) a (3.6)
uniformes en n. En effet, pour le voir, il suffit de montrer que

(3.20) 1 Xo(z, D)wonllgs-2 < C([|Xo(z, D)woll gz-1 + [ Xoll ; lwol| oo )-

Pour cela, on applique les lemmes de la partie 2 a la relation

Txowon = Y [Txs,Agldiwo + SnTx,wo.
g<n-1

Troisiéme étape : Convergence de v, vers une solution v de (N 5, ) avec donnée initiale v°.
D’apres [Ch2], il existe un opérateur bilinéaire 7 tel que

(3.21) (0t + vV = vA) vy — V) = T(V — Uy U + V) + (U — V) - Vo,

avec [|m(v, w)ll, < C(min [|o[|y;p [Jwll, + lwllpip[lvll,) pour |r| < 1.
Admettons la relation (4.17). Le lemme de Gronwall donne

10a(t) = vm (Dl _a < lIv0,0 = v0,mll_ e,

ou A'(t) est un majorant uniforme de fot Vo (7)o dT.
Comme (v, )nen est de plus bornée dans L5 (R*; Lip), un argument d’interpolation (remarque

1.1) montre qu’elle converge dans L2 (R*;C") des que r < 1 avec limite dans L{° (R*; Lip). Il

loc
est aisé de vérifier que cette limite vérifie (N S,).

Notons que la relation (3.21) permet facilement d’obtenir 'unicité.

Quatriéme étape : Régularité tangentielle.

a) Convergence du flot : En revenant a la définition du flot, on montre que

| n(t,z) — P(t,2) |< /0 l(vn, = v)(8)|| o ds + /0 IVon(8)|l o | ¥nls,2) — (s, z)]| ds.
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On en déduit que ¥, — ¢ dans L§° (RT;Id + L>) puis dans L{ (R*; Id+ C") pour r < 1.

() Régularité de Xo \(z, D)y :
D’apreés (3.6), la suite (Xo,A(z, D)% )nen est bornée dans L (RY; B2). Par ailleurs,

loc

IXo0x(2, D)n = Xo(z, D)ll gs-1 < Cllen — %1l 1 X0 |5 -

On en déduit que Xo,\(z, D)y est dans Bj, vérifie (3.6) et que la suite (Xo (2, D)%n)neN
converge vers Xo A(z, D)y dans L2 (RY; BY) pour 7 < s.

v) Régularité de (X x)xen :

Remarquons que Xy = (Xo (2, D)) o ¥; ! et que div X\ = div Xp 0 ¢;'. Le lemme 1.2
prouve que X; ) et sa divergence ont la régularité voulue. Ce méme lemme permet aussi de voir
que X, converge vers X;  dans tous les espaces L (R*; BT) avec 7 < s. On en déduit que
E(Xo,wo,t)I(X:) > I(Xo). La famille X reste donc (s, a)-substantielle pour tout temps positif
et vérifie les estimations de la proposition 3.1.

0) Régularité de w :
Montrons que [lw(?)||B: , € L2 (RY). Pour cela, on écrit

Xt,n(l‘, D)wn(t) - Xy(=, D)w(t) = “’(t) diV(Xt - Xt,n)
+(w(t) — wp(t))div Xy n + div (wn(t)(Xt,n — X)) + (wu(t) — w(t))Xm).

Les résultats précédents et une décomposition en paraproduit et reste permettent de voir que
les quatre termes du second membre tendent vers 0 dans L{° (R*; B;1). Comme de plus la suite
| X¢,n(2, D)wn(t)]| gs-1 est bornée dans L7 (R1), la démonstration est achevée. []

loc

Remarque 3.3.— Les résultats précédents restent vrais dans le cadre eulérien. Il suffit d’utiliser
la remarque 3.1 au lieu de la proposition 3.1.

Derniére étape : Convergence des solutions de (N S,) :

Comme wy € L? N L™, on peut utiliser un résultat de J.-Y. Chemin [Ch3] qui donne la
convergence forte dans L] OC(R+ L?), de v, — v vers 0. Ensuite, on se sert de la classique inclusion
de Sobolev L?(R?) — 1(Rf") et du caractére borné de v, et v dans L{ (R*;Lip(R?)),
uniformément en v, pour voir que v, tend vers v dans L{2,(R*; C™) pour r < 1.

A ce stade, il n’y a plus qu’a reprendre la quatriéme étape en remplagant partout n par v. []

4 Equations de transport avec viscosité

Dans cette partie, on démontre le théoreme 1.3. L’estimation (1.10) est classique. Elle est
montrée par exemple dans [Ch2] dans le cas a = +00. La démonstration de ’estimation (1.9)
repose, quant a elle, sur le lemme suivant qui est une sorte de lemme de Poincaré :

Lemme 4.1.—Soits € RY, pe N* etu € Lz(Rd) a valeurs réelles. On suppose qu’il existe deux
compacts Kt et K~ de R? tels que

() K™ = —K+

(8) Supp(i) = Kt UK,
J p—j

Posons K(j) = {Z + Z Ym, T € KT, 9y, € K'}. S1 on suppose de plus que
=1 m=1

(7) (0<ij<peti#j)=(K{EHNK(G) =0
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alors, on a 0 & K(p) et

2

(4.1) DI (w¥)l L= 2 P! (Q—W(d(O»K(p)))SIIU"’I Le-
Démonstration du lemme 4.1 : La condition () entraine en particulier A’ N A~ = §. Si on
pose vt = @ 1g+ et v~ =@ 1g-, on adonc @ = vt 4 v~. Posons
p—i facteurs i facteurs

-~

vi= (v % x0T )k (0T xxwT).

Pour tout s > 0, la condition (7) entraine orthogonalité au sens L* de la famille (| - |*v;)o<i<p.

p Tacteurs
. —_— AN
Soit up, =tUx---x%. Onaalors wu,= EC'pvk et donc
k=0
2 a 2
(4.2) 1 FPupllzz = D (CH2 - Poxllze:
k=0

En utilisant les propriétés d’isométrie de la transformée de Fourier et son comportement vis-a-vis
de la convolution, on voit que, pour démontrer (4.1), il suffit de prouver que

s 2(p!)? 28
(4.3) 1Pl > 22000, K ) sl

Comme u est réelle, on a pour presque tout &, v~ (€) = vt(=E). Ceci entraine 1'égalité des
normes L? de tous les vz. Comme par ailleurs Y 7_o(CF)* = (2p)!/(p!)?. I'égalité (4.2) donne

lupll3z = lvpll32(2p)!/(p!)?. Enfin, comme v,(~€) = vo(€), on a

S 2 S 2
- Pupll2e > 20 |- [Pvp]le,
. 2s
> 2||0,]|2.d(0, K (p))™,

2(p!)? i 2s 2
> (—(Q%M(O,I;(p))) lupll2a.

Démonstration du théoreme 1.3 : Supposons pour simplifier que A_;u = 0. On fait un découpage
de ’équation en couronnes dyadiques et on obtient

(4.4) (Or+v-V)Aju—vAAu= A f +[v-V,A Ju+rN\g.

Il ne reste plus qu’a majorer convenablement ||Aju||,. pour ¢ > 0.

Traitons d’abord le cas @ = 2 qui est tres simple. Posons w, = Nju. g, = Qyg et
f; = A f + [v.V,AJu. En prenant le produit scalaire au sens L? de (1.1) avec u,, on
a

1d 2
‘j(‘ﬁ”uq“iﬁ +v[[Vugll7. = /fd(a?)uq(:c)dx—{—l//g,l(.l')u,,(.l')(ll'.
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Supposons ¢ > 0. Comme 4, est supportée dans 29C, il existe une constante c telle que
||qu||f:2 > <:22‘1||uq||i2 (c = (5/6)* convient). On en déduit I'inégalité suivante :

l1d 2 2
5%”%“1} + C22qV”uq”L2 < (”fq“m + V”gq”Lz)”uq”Lz-

En intégrant, on trouve

1 t
(4.5) llug(@)ll 2 < Neg(O)lz2 + 537 ll9all om g0 4522) +/0 1 fa()ll 2 ds.

Dans [D], on montre que
(4.6) I[v-V, Aglull . < C277(| Vol poo [Jull B; -

D’apreés cette estimation et en multipliant (4.5) par 297, on obtient

(4.7) [lu@®)lls; < IIU(O)IIB.:+C’/0 lu()ll B [[Vo($)l Lo d8+szl[lopt] Ilg(S)HB;—2+/O 1£(s)l By ds.

Un argument du type lemme de Gronwall donne alors 'inégalité (1.9).

Supposons maintenant que a soit un entier pair non nul. On pose a = 2p.

(8 + vV —vAWE = pub (8 + v - V — vA)ug — vp(p — 1)(Vug)*ul™>.

En conséquence, en prenant le produit scalaire au sens L? avec uf, on obtient

2p—-1

1d _ _
il 40 (oY IVl = p [ @@ a4 [ oo @ de

A T’aide de I'inégalité d’Hélder, on trouve

2p—1

1d 2 2 2p—1
1) gl v ()T <l ol + ol )

Pour pouvoir conclure comme dans le cas p = 1, il faudrait disposer d’une constante ¢ > 0 telle
aue [[V(u)] . > 27]Juf]], pour ¢ > 0.

Malheureusement, une telle constante ne saurait exister sans hypotheses supplémentaires sur
uq car, dans le cas p > 2, u} n’est plus, a fréquences dans des couronnes dyadiques.

Pour pouvoir appliquer le lemme 4.1, on va tronconner la couronne de base C en couronnes
plus fines et en secteurs angulaires. Pour cela, on se sert du lemme suivant (voir [D]) :

Lemme 4.2.—Soit p € N*. Alors il eziste une partition de l’unité réguliére (¢i)1_<_i§np de
Supp(¢) et des constantes C' et C,. indépendantes de p telles que

(i) KT, Supp(¢e) = KF U(=KF) et d(0,Ki(p)) 2 p/V2,

(i) F~l¢; vérifie les hypothéses du lemme 4.1

(i7) Supp(¢i) C C(0,5/6,12/5+ ¢,) avec lir-lr_l € = 0.
p——+00
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Notons Afi = ¢i(279D)A, et appliquons 'opérateur AfI a ’équation. 1l vient
(6t+v-V—uA)ufl =f;+z/g;
avec f; = Aflf +[v-V, Afl]u, gé = Aég et qu = Afzu. On trouve alors

1d 2p-1

ip? 2p-1 ivp||? i i i
3 gl + v (LY IV < oGS U+ ¥l

Gréce au lemme 4.2 et & l'inégalité (4.1), on a ||V (u})?||

12 2 2‘21’11222‘7Hué||mp. Donc,

1d i 2P

2p—-1
58{”“37“”"

- i 2P ; ; ;
+ v 2722 gl 5y < plluglly (1l oy + VIl 2 )-

En intégrant comme dans le cas p = 1, on trouve

i i 2% t g
”uq(t)“sz < ”uq(o)”LQP + %nglle([o’t];sz) +/0 ||fq(5) |L2p ds.

D’apres le lemme 2.1 et une généralisation immédiate de (4.6) (voir [D]), on a donc
(4.9) 20 < C 2 aa Ol + ol o055

+/0 (7 ()l B5, + IIVv(S)IILooIIU(S)Hsg,,)dS)

Appliquons le lemme de Gronwall. Il vient

t
(110)  Nu(t)les, < € (10)ag, + lollimogozys + [ €Ul ds) V.
2p 0

On obtient une inégalité similaire pour a € [2, +oo[ quelconque par interpolation. []

Remarque 4.2.— Dans le cas v > 0, la coexistence des termes v - Vu et #Au rend malaisée
I'utilisation des normes L*°, a moins d’utiliser le principe du maximum, mais il faut alors
supposer que ¢ a la méme régularité que f et u. Dans ce cas, on a

(4.11) lu®)l, < (1O, + [ VORI, +vlig(s)]],) ds ).
0

Une étude précise des constantes montre que C' tend vers I'infini quand ¢ — 400, ce qui laisse
penser que lestimation (1.9) est fausse dans le cadre des espaces de Holder.
5 Un lemme de commutation

Dans cette partie, nous prouvons le lemme de commutation que nous avions admis pour
démontrer le théoreme 1.2.

Lemme 5.1.—Soit s €]0,1[, a € [1,00], X € B(R%) et v un champ de vecteurs C> dépendant
du temps, a gradient borné et a divergence nulle. On note w son rotationnel et on suppose que le
champ X vérifie (T'G). Alors il existe une constante C' ne dépendant que de s telle que

(5.1) ITx,0: + v - V]w|

i S C(IVollo[ITxwll -1 + IV 0ll s [lwllo 1 X 11 5;) -
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Démonstration : En utilisant (9; + v- V)X = X(z, D)v et div v = 0. on montre que
(5.2) [Tx,0:4 v -Vw=Cy(v)+ Ca(v) + Cs5(v) + R(»)

ou 'on a posé

(5-3) C'l(’v) = Tlﬂ{)] X ()lu) - 77”1T€,] .X"aiw’

(5.4) Ca(v) = TxiTo,00 Ojw — T'x15,4i Ojw,

(55) C3(’U) = [T};x ,Tw]t)((?jw,

(5.6) R(v) = Tx: Qi R(v'. 0pw) = 0;R(v), Tx1p,) + Tx 0,10 v — T, 7, 0,07
Les trois premiers termes vérifient ’estimation suivante :

(5.7) Vi€ {1,2,3}, [|Ci(0)ll gz < Cllollpspllwllol X 5; -

Pour le montrer, on va se servir de deux lemmes de commutation qui s’inspirent d’un résultat
de J.-M. Bony [B]. Il s’agit de voir que, moyennant de “bonnes hypotheéses” sur a et b, les
opérateurs T, Ty, — Top et T,T, — T T, sont régularisants.

Le lemme suivant permet d’estimer C(v) et C3(v).
Lemme 5.2.—Soit a € [1,+o], (7,t) € (]0,1[)? et p € R. Soit f € (BL(R?))? d divergence dans
L*(R%) et g € C*. Supposons en outre que u € C?. Alors il existe une constante C' ne dépendant
que de s et de t, telle que

(5.8) ITs.vgu = TiTvgull greeeo-1 < C(IIfllB; + 1 div fll 1) IVgll,—y ull,-
Sit = 1, il faut supposer Vg € L™ et I’hypothése sur div f devient inutile. On a alors
(5.9) ITs.vgu — TfTogullgr+e < Cllfli;IVYll Lo llull -

On obtient des inégalités analogues en échangeant les réles de C* et B!.

Démonstration : On notera R toute expression dépendant de f, g et w vérifiant ’estimation
a démontrer. On remarquera que les séries manipulées sont toujours a fréquences dans des
couronnes dyadiques, ce qui permettra d’utiliser l'inégalité (2.6). La démonstration consiste
simplement a montrer que Ts.yv,u et T;Tv,u ont méme partie principale.

En revenant & la définition du paraproduit et en utilisant (2.2), on a

TiTogu= Y Sp-1f Dp(S,-1VgAu),

Ip—qqls3
= Z Sq-af - §q-1VgAqu + Z (Sp-1 = Sq-a4)f - Ap(54-1VgAu).
7 Ip—al<3
En utilisant la proposition 2.2, on en déduit
(5.10) TiTygu =Y Se-af-Sq-1VgAgu+ R.

q
Montrons maintenant que T's.v  u vérifie aussi (5.10). Par définition, on a

Tf.vgu = Z Sq_l(f . Vg)Aqu.

q
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Donc.

Tivgu = Z Sq-1(S¢-af - 5¢+2Vg)Aqu + z Sq—1(Sq—af - (Id = 5.42)Vg)Au
g

q
+ Z Sq—l((Id - Sq—‘l)f : Sq+2Vg)Aqu + Z Sq—-l((-[d - Sq—4 )f : (1(1 - Sq+2 )V.(/)AqlL
q q

Grace a (2.3), le second terme est identiquement nul. Le troisiéme terme est clairement du type
R. Le quatrieme aussi dans le cas t = 1 et Vg € L*. Sinon, on remarque qu'il est égal a

div(S,_1((Id — Sq_4) f(Id = S412)9)) = Sq1((Id = Sqp2)g(Id — S,_4)div f)

et on utilise I’hypotheése sur div f. Finalement, on trouve dans tous les cas

Tf.vgu = Z Sq._l (Sq_4f . S’q+2Vg)Aqu + R.
q

On en déduit

Trwgu = Z Sq_4f : Sq_1VgAqu + Z Aqu[Sq_l, Sq_4f]5'q+ng + R.

q q

Il ne reste plus qu’a remarquer que

1 ~ .
[Sg-1,Sq—4f]Sq42Vg(a) = —2'7¢ /';?d /0 h(y)y'0; Sq—a f(z — 217 9ty) - 12 Vg(a — 21~ y) dtdy,

pour voir que Tr.vgu =Y, S;_4f-S5-1VgAqu+ R. []
L’estimation de C'3(v) provient du lemme suivant (voir [D]) :

Lemme 5.3.—Soit (r,t) € (]0,1[)? et p € R. Soit (f,g) € BL x ("' et u € C'*. Alors il existe
une constante C' ne dépendant que de r et de t telle que

(5.11) 1T Tyu — TyTyullgge+e < ClifllBz N9l llull,-

De plus, cette estimation demeure valable pour t = 1 a condition de remplacer ||gl|; par ||g||L;,-

Il ne reste plus qu’a traiter le cas de R(v).

Le lemme 2.3 assure que les termes Ty, 1, o,V et 8;R(v?, Tx.diw) sont du type R'. Mais pour
estimer les termes 0;Tx.0; R(v’,w) et Tx:9;T,,v’, les lemmes de la partie 2 sont insuffisants.
On utilise alors une formule, provenant de [Chl], qui décrit 'action d’un parachamp sur un
produit et qui s’apparente a la formule de Leibniz pour la dérivation.

Pour ¢ € NU {—1} et ¢ € NU{-1}, posons Ay, , = (1 — 1,¢—2]U[¢ - 2,¢1 — 1]) N Z. On
définit également pour 7 € {1.2}, v;(€) = &p(€) et xi(€) = Eix(€) et des opérateurs A; ;, par :

Aip=0sip< -2,
Ai,—l = /\/Z(D)v
Aip=¢i(27PD)sip > 0.
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On a alors

TX‘(?,-(Aqvjﬁqw) = Aqw TXa(?iAqvj+Aqvj Tx: 3,-qu+ Z 2% sgn(qy —q)ApXiAi,ql(AqijSqw)

q1<q9+3
PEAq)
+ Z 291 5gn(q — 1) Ap X ((Agw)Ai g, Agt? + (Agv9)Ai g, Agw).
R
On en déduit facilement que
(5.12) 1Tx:0:0;R(v?,w)ll,—y < C(llolly(ITxwlls-2 + X || [lwllo)) -

On montre de méme que T'x:9;T5,,v? vérifie (5.12).
En revenant a la relation (5.2), on obtient finalement

(5.13) [|[Tx, 9 + v~ VIwllgs-1 < C(lloll,(ITxwll gg-2 + 1X 18z [lwllo) + IV oll oo [1 X B2 llwllo) -

Ce n’est pas tout a fait ’estimation voulue. Pour obtenir une estimation qui ne fasse intervenir
que le gradient de v, il faut faire un découpage en basses et hautes fréquences de v. On obtient
Pestimation souhaitée pour la partie hautes fréquences a 1’aide de (5.13). Quant a I’estimation
des termes de basses fréquences, elle est faite dans [D]. []
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