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1 Introduction

Nous résumons ici les résultats obtenus avec C. Gérard dans [9]. Il s’agit de théorie de la
diffusion pour une classe abstraite d’opérateurs auto-adjoints, appelés opérateurs analytiquement
décomposables, qui contient en particulier le cas des opérateurs de Schrodinger périodiques.

Commencons par rappeler la définition classique des opérateurs décomposables. Soit H' un
espace de Hilbert séparable et (M,dm) un espace mesuré o-fini. On note

‘ @
H = / H'dm
M

I'espace de Hilbert H = L%(M,dm;H’). Une fonction
M 5k — Ho(k)

a valeurs opérateurs auto-adjoints (non nécessairement bornés) sur H’, est dite mesurable si les
fonctions

M 3k — (¢, (Ho(k + 1)) ¢)
sont mesurables pour 1, ¢ € H'. On définit alors 'opérateur
S
Hy = / Ho(k)dm(k), (1.1)
M
agissant sur H par:

D(Ho) i= {6 € HIp(k) € D(Ho(k))p-b » fyy I1Ho(k (1) Pdm( k) < 50},
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Les opérateurs de la forme (1.1) sont appelés opérateurs décomposables. L’ensemble
L:={(Mk)eRX M, A€ o(Ho(k))}

est appelé ’ensemble des énergies-moments de Hp.

En général, les opérateurs décrivant des systemes "libres”, admettant un ensemble assez riche
de constantes du mouvement, sont décomposables.

Nous considérons une classe particuliere d’opérateurs décomposables, caractérisés par le fait
que Pespace M est une variété analytique réelle et la résolvante (Ho(k) + ¢)~! est compacte sur
H' et analytique en k.

L’exemple principal d’opérateurs analytiquement décomposables, que nous avons en téte est
celui des opérateurs de Schrodinger périodiques,

1 2 2(men
Hy = §D + Vr(z), sur L*(R"™),
ou Vp(z) est un potentiel réel, I'—périodique pour un réseau I' C R". D’autres exemples sont
donnés dans la Section ‘2.
Soit

@
HO :/ Ho(k')dm(k)
M
un opérateur analytiquement décomposable et

H=Ho+V

une perturbation de Hg. La théorie de la diffusion pour la paire (Ho, H) consiste a étudier
I’existence des opérateurs d’onde

W:!: — ts;hirgo eitHe—itHo lc(H0)7

et a caractériser leur image, c’est a dire en énéral & montrer
’

Cette propriété, la complétude des opérateurs d’onde, entraine en particulier ’existence et 'uni-
tarité sur H.(Ho) de l'opérateur de diffusion

S = WHW)".

Dans le cas des opérateurs de Schrodinger périodiques, la théorie de la diffusion a déja fait
I’objet de différents travaux parmi lesquels [1][13] pour ’approche dépendant du temps qui nous
intéresse et [14] pour ’approche stationnaire. Nous avons suivi la méthode abstraite introduite
par Mourre [8], qui repose sur la construction d’un opérateur A sur H appelé opérateur conjugué,
tel que les commutateurs locaux 1a(H )[H, tA]1a(H ) sont positifs modulo un opérateur compact,
pour tout intervalle A C R ne rencontrant pas un ensemble discret de niveaux d’énergie appelés
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seuils. La premiere étape consiste a construire un opérateur conjugué A pour Hy, le fait que A
est aussi conjugué pour H s’obtenant par un argument de perturbation.

La construction d’un opérateur conjugué repose sur le fait que l'ensemble des énergies-
impulsions d’un opérateur analytiquement décomposable peut s’écrire comme une union d’ens-
embles sous-analytiques indexés par la multiplicité du spectre de Hy(k). On utilise alors un résul-
tat classique sur I’existence de bonnes stratifications d’ensembles sous-analvtiques (cf [7][2][3]).

Pour traiter le hamiltonien perturbé, nous supposons que l'espace M est R™ ou une variété
(analytique réelle) compacte et que la perturbation V est un opérateur pseudodifférentiel sur M
4 symbole opérateur sur H’ d’ordre négatif. La théorie de la diffusion est completement traitée
dans le cas M = T™, nos résultats se transposant aisément au cas J/ = R™ Nous n’avons pas
développé le cas d’une variété compacte générale qui présente quelques difficultés et qui n’a pas
d’application a notre connaissance.

2 Opérateurs analytiquement décomposables

2.1 Définition

Voici la définition précise des opérateurs analytiquement décomposables que nous considé-
rons.

Definition 2.1. On suppose que M est une variété analytique rielle et que la mesure p est
donnée par une 1—densité C*™ a valeurs dans (0,400). L’opérateur (1.1) sera dit analytiquement
décomposable st

i) La fonction M > k — (Ho(k) + i)_l est analytique réelle a valeurs opérateurs compacts sur
H.

il) La projection pg : £ 3 (A, k) — X est propre.

2.2 Exemples

Donnons maintenant quelques exemples d’opérateurs analytiquement décomposables.

2.2.1 Opérateurs différentiels matriciels a ccefficients constants

Notre premier exemple concerne les opérateurs différentiels matriciels a ceefficients constants.
Soit

Ho = P(D), agissant sur (L*(R").C").

ot P(€) = (a;;(€)) € Mp(C) est une matrice auto-adjointe a ccefficients polynomiaux. On a le
lemme suivant:

Lemme 2.2. Supposons qu’il existe une fonction R™ 3 £ — f(£) € R telle que Iéllim f(&) =
—+00
+ 00, et:
[P > ()1, (2.1)

L’opérateur H = P(D) est alors analytiquement décomposable.
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2.2.2 Systémes neutres de deux particules dans un champ magnétique

Notre deuxiéme exemple concerne le hamiltonien décrivant un systeme neutre de deux par-
ticules en interaction dans un champ magnétique constant, en dimension deux d’espace. Ce
hamiltonien est de la forme:

2
1 .
Hy = Z Q—m,-(Dy‘ - (_/in,-)2 + V(y1 — y2), agissant sur L2(R4),

=1

ol m;,q;,1 = 1,2 sont les masses et charges des particules, V' le potentiel d’interaction et

1/ 0 b
J'—E(—b 0)’

ol b est 'intensité du champ magnétique. Nous supposons que le potentiel V vérifie
(V1) V est un opérateur de multiplication sur L2(R?) A—borné avec borne relative 0,
(v2) | > 1)V(=A + 1) = o(1), quand R — .
En utilisant ’inégalité de Kato (voir [5, lemme 3.1]), on déduit facilement de (V1) que Hg est
Hyo—borné avec borne relative 0, pour

2
1 .
Hqo := E Tm.(Dy, — ¢ ;).
i=1 '

L’opérateur Hg est donc auto-adjoint avec domaine ’espace de Sobolev magnétique,
D(Hy) = D(Hyo) = {u € L*(RY)|Hoou € L*(RY)}.
L’opérateur Ho commute avec le pseudomoment du centre de masse, défini par
K = (Dy, + 1Jy1) + (Dy, + @27 y2)-

et si ¢ + q2 = 0, les deux composantes de K commutent. En utilisant les arguments de [5], on
construit une transformation unitaire :

U: LYRY — L*(R} x R?),
telle que

@
UKU* = (kl,k2), UH()U* = / Ho(lx)flk.
B2

L’opérateur Ho(k) qui agit sur L%(R?) est donné par

. 1 1 mp — my 2
= —(hk -2 2 L g— % 178
Hok) = (= 2009)" + 5 (D = ™20y ) 4 V),
avec M = my + ma,m = mymoM ™! et ¢ = ¢ = —¢2. On note
1 1 my — My .
Hoo(k) := ——(k — 2¢Jy)* + — — g——=Jy)%.
oo(k) ( ¢JY)" + 5 (Dy = ¢y

2M
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On a le lemme suivant.

Lemme 2.3. On désigne toujours par 3 l’ensemble des énergies-moments de Hy et on note 1y
l’ensemble

2
1
To = { E %b(n,’ + 5),71,' € N}.
1 (2

Sous les hypothéses (V1) et (V2) on a les propriétés suivantes:
i) La fonction
R%5 k — (Ho(k) + 1)~ € L(LY(R?))
est analytique d valeurs opérateurs compacts sur L*(R?).
ii) La projection pg : E\pﬂgl (10) — R\7 est propre.

L’ensemble 7o représente des seuils additionnels associés au canal libre ou les deux particules
sont loin 'une de I'autre. La construction d’un opérateur conjugué permet de montrer la com-
plétude asymptotique pour des systemes a trois corps dans un champ magnétique en dimension
deux, dans le cas ou il existe un amas neutre de deux particules (travail en cours).

2.2.3 Opérateurs de Schrédinger périodiques

Notre troisieme exemple concerne les opérateurs de Schrodinger périodiques. On considere
le hamiltonien ‘
1 2 2 n
Hy = §D + Vr(z), sur L°(R").
ot Vr est un potentiel réel, I'-périodique pour un réseau I' dans R"™:

Ve(z+v)=Vr(z), yeT.

On suppose que Vr satisfait I’hypotheése suivante:

(V) Vi est A—borné avec borne relative strictement plus petite que 1.
L’opérateur Hy est donc auto-adjoint avec domaine H?(R™). Nous rappelons maintenant la
réduction de Floquet-Bloch pour les opérateurs périodiques, en renvoyant a [11] pour les dé-
monstrations. On associe a I' le tore T™ = R™/I, le domaine fondamental

F = {x = Zl‘j’)’j,o <z; < 1},
7=1

olt {7;}7 est une base de T', et le réseau dual

I* = {1" € R"(7,7") € 21Z, ¥y € T'}.
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De maniere symétrique, on définit le domaine fondamental F™* et le tore T™. Enfin, on note ur
(resp. pur+) le volume du domaine fondamental F (resp.F™). Avec ces notations, la transformation
de Floquet-Bloch associée a T est définie par:

-1 ,
Uu(k,z):= ppd Y e FMu(z + 7), (2.2)
~el
pour u € S(R") par exemple. On a:
(Uu)(k +7%,z) = (Uu)(k, ), pour v € I,
et U se prolonge en un opérateur unitaire
U: L*(R™ dz) — L? (T™,dk; H')
pour H' = L%(F,dz), dont 'inverse est donné par
-1 .
U w(z +v)=pp? / e FMy(k, 2)dk, 2 € F.
Tn*
L’opérateur U HoU ™! vaut alors
' ®
UHU™' = Ho(k)dk, (2.3)

Tn*
avec

Ho(k) = D% 4+ Vp(z),

D(Ho(k)) = {u = vlF, v e HE (RM|o(z +7) = ek v(2), ¥y € T}
L’ensemble des énergies-impulsions ¥ est traditionnellement appelé variété de Bloch et les fibres
¥y = T Nagl({A}) surfaces de Fermi.
Lemme 2.4. Sous I’ hypothése (V), Uopérateur UHoU ™! est analytiquement décomposable.

3 Estimation de Mourre pour des opérateurs analytiquement
décomposables

Dans cette section, nous donnons l’existence d’un opérateur conjgué et en indiquons les
conséquences pour le hamiltonien libre Hy et le hamiltonien perturbé H.

3.1 L’opérateur conjugué pour H,

On se place dans le cadre défini dans la section précédente. En particulier, nous considérons
un hamiltonien Hy analytiquement décomposable. Le résultat principal de cette section est le
théoréme suivant.

Théoréme 3.1. Il existe un ensemble discret T déterminé par Hy tel que pour tout intervalle
I CC R\ il existe un opérateur Ay essentiellement auto-adjoint avec D(Ar) = C35pp, (M;H')
vérifiant les propriétés suivantes:

i) Pour tout X € Coomp(I), il existe une constante ¢, > 0 telle que

X(HO) [HO,iAI] X(HO) > CxX(HO)2~

VIII-6



il) Le multi-commutateur adﬁl(Ho) définit un opérateur borné pour tout k € N.

Nous en rappelons tout les conséquences usuelles suivantes (voir [8], [10]).
Corollaire 3.2. a) opp(Ho) C 7.

b) Pour tout A C I CCR\7, ona

[N

sup “(1 A (Ho = A +ie) ™ (1 + IAII)_”“ <o, s>
AEA >0

et le spectre singulier continu de Hg, osc(Hp), est vide.

3.2 Perturbations d’opérateurs analytiquement décomposables

Nous précisons maintenant I’estimation de Mourre pour les perturbations d’opérateurs analy-
tiquement décomposables. Une classe naturelle de perturbations est celle des opérateurs pseudo-
différentiels d’ordre négatif sur M a valeurs opérateurs bornés sur H’. Nous nous restreignons a
des variétés pour lesquelles le calcul pseudo-différentiel global est bien connu, I'espace euclidien
R™ et les variétés compactes. Le cas M = R"™ est le plus simple. compte tenu de I’existence
d’un calcul exact (cf [6] [4]), et tout ce qui suit s’exprime aisément dans ce cadre. Nous nous
restreindrons donc au cas ot M est une variété compacte qui correspond a notre application
principale, c’est a dire les perturbations d’opérateurs de Schrodinger périodiques, pour lesquels
M = T". L’adaptation des résultats de cette section au cas ot M = R" est d’ailleurs immédiate.

On munit M d’une métrique riemanienne C'* g et on suppose que y est la | —densité associée
a g. On note par H°(M), s € R les espaces de Sobolev sur M et par R 'opérateur auto-adjoint
défini sur L?(M,p) par

N =

R=(1-A,)? et D(R)= HY ). (3.1)

On utilisera sans risque de confusion la méme notation R pour le produit tensoriel R ® 1%,
auto-adjoint avec le domaine H(M)®H'.

On note toujours 7 ’ensemble des seuils mentionné dans le Théoreme 3.1 et pour tout
intervalle I cC R\7, A 'opérateur conjugué. On a alors les propriétés suivantes :

R~ 1Aj est borné sur H; (3.2)
R™S(Ho+1)7', € > 0, est compact sur H. (3.3)

Nous allons considérer des perturbations de Hg de la forme
H =Hy+V sur H,

ou V est symétrique de domaine dense et vérifie

(V1) V est Hp — compact.
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L’opérateur H est alors auto-adjoint avec domaine D(H) = D(Hy). On suppose de plu‘s que V

se décompose en
V=Va+VatV

ot V;1,Vso et V) sont symétriques de domaine dense et satisfont de plus
(V2) R?>7?V,1(Ho 4+ i)~ ' R” est borné pour p = 0, 1,2.

(V3) Vi € OpSyy “(M; L(H')).

(V4) Vi = Vi(k, Di) ® 19 avec Vi(k, Dy) € OpSig'(M).

Remarque 3.3. Il est facile de voir que cette classe de perturbations contient, dans le cas
périodique, les perturbations V(x) décroissant comme (x)™" a linfini. Pour cela, il suffit de
remarquer que

UzU™1 =x— Dy

Ulz)U-! = —Dy, (34)

ot U est la transformation unitaire intervenant dans (2.3) et [x] désigne la “partie entiére” de
x € R™ par rapport au réseau I'. On a donc
UV(2) U™ =V(z—=Dg) et UV([z)U™ ' =1V (=Dy).

Pour avoir une partie a longue portée diagonale conformément a 'hypothése (V4), on note que
Vi(z) — Vi([z]) est une correction a courte portée.

Théoréme 3.4. Supposons vérifiées les hypothéses (V1),(V2).(V3).(V4). Soit I un intervalle
tel que I CC R\7. Alors on a les propriétés suivantes:

i) Six € CFmp(1), 1l existe une constante ¢ > 0 et un opérateur compact K sur H tels que
X(H) [H AL X(H) 2 ex*(H) + K (3.5)
En conséquence, le spectre ponctuel opp(H) de H ne peut s’accumuler que sur 7.

ii) Si A€ I\opp(H), il existe pour € > 0 assez petit, une constante c. > 0 telle que
1[/\—5,,\+5](H) [H’ ZAI] 1[/\—5,/\—{-5](H) 2 cfl[,\—s,‘\+e] (H) (36)

iii) La fonction B(s) = €41 Be™"41 avec B = [H,iA[] @ valeurs dans L(H) est hélderienne
d’ordre inf{p, 1}.

iv) Pour A C I\opp, on a

sup || (1 141 (= i)™ (14 (A7 < oo (3.7)

AEA, >0

pour 8 > % et le spectre singulier continu og.(H) est vide.
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3.3 Estimations de vitesse minimale

Nous terminons par une autre application des estimations de Mourre pour Hg et H portant
sur les estimations de vitesse minimale. C’est & partir de telles estimations que ’on peut dé-
velopper la théorie de la diffusion. Ces estimations, dues a Sigal et Soffer [12], s’obtiennent de
facon générale dans un cadre abstrait dés que ’on a un opérateur conjugué. Ici, on utilise aussi
le fait que Ay est majoré par R,

Ar < c¢R, pour un certain ¢ > 0.

Proposition 3.5. Soit x € C5,o(R\(7 U opp(H))). Pour g9 > 0 assez petit, on a:

comp

[l (<)
Akt

et s-lim F (7 < 50) x(H)e_”H = 0.

2 dt

— < Cllull?. Yu e H

t—4o0

En fait, on a aussi besoin d’une estimation similaire pour le hamiltonien effectif dépendant
du temps H(t) = Ho + Vi(t) ot V(t) est donné par

R
Vl(t,k,Dk) = F(—t-logt > 1)V1(k,Dk)F(§10gf >1).

Cest ici qu’il est commode de se restreindre au cas M = T™ muni de sa métrique plate naturelle.
En effet dans ce cas R = (Dy) et il est facile de voir que V() est un +-pseudo d’ordre —p +e¢. De
plus on dipose sur le tore d’un calcul pseudo-différentiel exact comme sur R™. Les estimations
de vitesse minimale pour Uy(t) = U;(t,0) engendré H(t) s’écrivent comme suit.

Proposition 3.6. Soit x € C25, (R\(7U app(H))). Pour g9 > 0 assez petit, on a:

oo 2
/1 HF (Q?t—]ﬁ < 50> X(Ho)Ur(t)u %ﬁ < (" ]|u|]2: Yu e H
et ttlirgo F (%]ﬁ < 80) x(H)Uy(t) = 0.

4 Théorie de la diffusion

Comme nous l’avons déja indiqué, nous nous restreignons maintenant au cas M = T"
Nous avons deux types de résultats. Les premiers concernent les observables asymptotiques.
En particulier, nous montrons clairement la convergence de la vitesse moyenne vers la vitesse
asymptotique. Les seconds correspondent a I'approche plus traditionnelle de la théorie de la
diffusion consistant a étudier les opérateurs d’onde.

Remarque 4.1. Les résultats suivants se traduisent facilement dans le cas périodiqgue compte
tenu de la Remarque 3.3.
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4.1 Observables asymptotiques

Le point clé, qui fournit le bon cadre pour parler d’observables asymptotiques, consiste &
remarquer que l’écriture

@
oK)= [ o(Ho(E) i

prend un sens non seulement pour g € CJ(R x T") mais plus précisément pour g € C3(X) ('espace
des énergies-moments ¥ est un fermé de R x T™ de telle sorte qu’il est localement fermé pour la
topologie induite). La notation précédente est justifiée dans la mesure ou g(Ho, k) = gr(Ho) si

9 = (PRYR) |E et ot g(Ho, k) = grn(k) si g = (pTngTn)

Uo := {g(Ho, k)lg € C3(Z) } -

est une C*algebre commutative de spectre .

g On voit alors que

Théoréme 4.2. Pour toute fonction g € C(X), la limite forte
ts-l_il_m et g(Ho, k)e ™M1 (H) =: g(H, k™). (4.1)
—400

existe. L’ensemble de ces limites pour g € CQ(E\pg' (opp(H))) forme une C*algébre commuta-
tive, notée Ut, de spectre E\p]}? (opp(H)). Enfin la limite (4.1) vaut gp(H)1.(H) si g(A k) =
gr(X) € C3(R).

Remarque 4.3. L’indice . est la pour rappeler que notre définition de g(H, k%), contient la
projection sur le spectre continu de H.

Quand Hg n’a pas de spectre purement ponctuel alors ¥ ne peut avoir de composante hori-
zontale. On a alors £\pg' (opp(H)) = £ et on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 4.4. Si opp(Ho) est vide, alors I’ensemble des limites fortes (4.1) pour g € CI(T)
est une C™algébre commutative de spectre ¥ tout entier.

De fagon classique, on construit & partir du Théoréme 4.2 une mesure a valeurs projections du™

sur E\pﬁil (opp(H)), que 'on prolonge par 0 sur le complémentaire dans ¥ de E\p]IE1 (opp(H)),
telle que

g(H, k%), = /Zg(/\,k)du*(/\,k), pour g € C5(Z).

Le prolongement par 0 sur $\E\pg' (0pp(H)) est cohérent avec le fait que la limite (4.1) projette
sur 1.(H). On peut alors définir g(H, k™). pour toute fonction borélienne sur ¥ par

g(H,Ic"”)C:/g(/\,k)du*'()\,k).
z

Il y a trois types de fonctions g(A, k) qui interviennent dans la suite de I’analyse:

a) Des restrictions a X de fonctions g € CS5, (R X T") avec des supports petits. En prenant des
partitions localement finies composées de telles fonctions on se raméne a des probléemes
locaux sur X.
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b) La restriction a la partie réguliere de X. On définit X, comme I'ensemble des points de ¥
au voisinage desquels la multiplicité de la valeur propre A(k) de Hy(k) est constante. Dans
ce cas A(k) est localement analytique par rapport a k.

c) La fonction vitesse v que I'on définit et a laquelle on associe des opérateurs comme suit.

Definition 4.5. On note v la fonction définie sur ¥ par

0 sinon.

{ v( A k) = O ME)  si (A= Ak), k) € Sreg

L’observable vitesse associée a Hy est alors le vecteur d’opérateurs auto-adjoints qui com-
mutent vy, = v(Ho, k). La vitesse asymptotique pour H cst lc vecteur d’opérateurs auto-
adjoints qui commutent vy = v(H,k¥)..

On peut alors démontrer le résultat suivant.

Théoréme 4.6. a) Pour toute fonction x € C35n(R), on a

comp

x(H)vh = tﬁlirgo ey (Ho)vg,e s, (H. k).

—1eg
b) Pour toute fonction f € CO(R™), on a

s-lim et f (—ﬂ> e~ [1g, (H kY ) + Lop(H)] = f(0]).

t—+4o0 t

4.2 Opérateurs d’onde

Nous indiquons en premier lieu le résultat obtenu dans le cas a courte portée.
Théoréme 4.7. Sous Uhypothése V; = 0, on a les propriétés suivantes:
a) Complétude Asymptotique: l'opérateur d’onde

wt = ts-li_m et e=itHoq (Hy)
—1 00

eziste et le systéme est asymptotiquement complet
WHH = 1.(H)H.
De plus on a
(WH)* = s-lim ettHog=tH | (1)

t—+4o00

et  WtHy= HWT.
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b) FEzistence de la vitesse asymptotique : Pour f € CY(R™), on «a

s-lim eitHf(:?)e"”H = f('vz}).

t—+400

Pour le probleme a longue portée, on construit une dynamique libre modifiée pour t2T, T
fixé,

S(t, Ho k) ==Y _ S;(t,k)lq,(Ho, k). (4.2)

J

ou les S;(t, A, k) sont localement définies sur X, comme solution d’équations de Hamilton-
Jacobi de la forme

{ ASo(t, k) = x(k)A(K) 4+ x(k) [Re V] (t, k, = So(t. k))

Solt = T, k) = 0. (4:3)

On a alors le résultat suivant, qui décrit I’existence des opérateurs d’onde modifiés et caractérise
leur image.

Théoréme 4.8. La limite

W+ = slim e'HemSGHOR | ()
t—+00

existe et son image est celle de lx,. (H,kT)1.(H). De plus on a

Lreg

(WH)* = slim eiS(LHo k) —itH |

t—+4o00

(Hv l‘i+)("~

reg

Wtg(Ho, k)(WH)* = g(H,k)c, g € CO(Sreg)-

Remarque 4.9. Pour l’instant, il ne nous est pas possible de démontrer la complétude asymp-
totique dans le cas a longue portée en dehors de cas triviauz (la dimension 1 par exemple).
Celle-ci équivaut en fait a

1E\Ereg(H’ k‘+)c =0.

Contrairement au cas @ courte portée, nous ne savons pas s’il y a ou non des phénoménes de
concentration sur X\ Yreg.
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