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0. INTRODUCTION

Dans cet exposé nous nous proposons d’étudier la densité d’états de cer-
tains opérateurs de Schrodinger aléatoires singuliers. Les modeéles que nous
étudions ont pour origine la physique des solides. Ce sont des hamiltoniens
associés a des solides cristallins comportant des impuretés (voir, par exemple,
[15)).

Les opérateurs de Schrodinger aléatoires ont fait 1’objet de nombreuses
études physiques et mathématiques durant ces derniéres années (voir par exem-
ple [1], [15] pour la littérature physique et [3], [17] pour celle mathématique).
Une des premiéres notions qui s’est dégagée de ces travaux est celle d’ergodicité
pour les opérateurs aléatoires; sous cette hypotheése d’ergodicité (et de quelques
hypothéses supplémentaires le cas échéant), on peut démontrer, par exemple,
I’existence d’un spectre presque sir pour la famille d’opérateurs concernée,
d’un type spectral presque siir, d’une densité d’états déterministe (i.e presque
sirement indépendante de la réalisation de ’opérateur). C’est a cette derniere
grandeur que nous nous intéresserons ici.

1. LES MODELES - GENERALITES

Commencons par introduire les modéles qui nous intéressent; ceux-ci sont
simples et c’est dans ce cadre restreint que nous parlerons des propriétés plus
générales évoquées ci-dessus.

Dans la suite V désignera une fonction continue sur R? qui vérifie

In >0, C >0 tels que Yz € R%, |V(z)| < Cel,

Nous ne considérerons ici que deux familles d’opérateurs de Schrédinger aléatoi-
res que nous appellerons respectivement le modele de Bernoulli et le modele
de Poisson.
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1.1. Le modéle de Bernoulli. Soit W, une fonction Z%périodique et bornée
sur R% On définit I'opérateur de Schrodinger périodique Hp = —A + W. 1l
est essentiellement auto-adjoint sur L?(R?) de domaine H%(R?); de plus il est
semi-borné inférieurement.

Soient (w,),ez4, des variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d) qui suivent une loi de Bernoulli de parametre u (c’est-a-dire
Pwo=1)=p et Plwo =0) =1—p ot p €]0,1). On notera w, le vecteur
(wWy)yeze. Celui-ci vit dans ) = R%’. Les variables aléatoires (wy)~yeza induisent
naturellement une structure d’espace de probabilité sur 2.

On définit ’opérateur de Schrodinger aléatoire suivant

HE = Ho+ Y w,Vy o Vy(a) = Vi(z — ). 1)

YEZ4

Comme les variables aléatoires (w.),¢z4 sont bornées, HZ est une perturbation
bornée de Hy. Donc HZ est essentiellement auto-adjoint de domaine H%(R¢).

A proprement parler, I'opérateur de Schrodinger aléatoire est défini par
I’espace de probabilité {2 et la donnée de I’application de ) a valeurs dans les
opérateurs auto-adjoints donnée par (1).

1.2. Le modéle de Poisson. Posons Hy = —A et soit m(w, dz), une mesure
aléatoire de Poisson de concentration . Plus précisément, si on note B I’ensem-
ble des boréliens de R¢, il existe un espace probabilisé (22,7, P) tel que

1. m est une application de 2 x B a valeurs dans N,

2. pour B dans B, w — m(w, B) est une variable aléatoire de distribution

. — — —uIBlw
Vn € Na Pw({ww m(wa B) - n}) =e nl ’
3. pour By,..., B, des boréliens deux a deux disjoints, les variables aléa-
toires m(w, By), ..., m(w, B,) sont indépendantes.
On définit alors le potentiel et I'opérateur de Schrodinger aléatoire

Vo(z) = /Rd V(z — y)m(w,dy) et HY = Hy + V.

Dans le modele de Poisson, V,, est non borné presque stirement ; néanmoins on
montre que, presque sirement HZ est essentiellement auto adjoint (voir [10]).

1.3. Ergodicité. Pour en simplifier I’exposé, la discussion de la notion d’er-
godicité et de ses conséquences premiéres ne sera faite que pour le modeéle de
Bernoulli.

Sur §2, on définit le groupe des décalages © = {r,; v € Z%} ol 7, est
défini par

VYw = (wﬁ)ﬁezd €Q, T‘Y(w) = (wﬁ—v)ﬁezd-
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Comme les variables aléatoires (w,),cz« sont identiquement distribuées, la
mesure de probabilité P qu’elles induisent sur ) est stationnaire (i.e invari-
ante par ©). Comme elles sont de plus supposées indépendantes, le groupe
O est ergodique pour P (i.e, si E est un événement invariant par © alors
P(E)=0o0u P(E)=1.)

A ce groupe de décalage est naturellement associé un groupe d’opérateurs
unitaires agissant sur L2(R?); c’est le groupe des {T; v € Z%} ou T, est défini
par

Vo e X(RY),  Ty(9)() = ¢(-— ).

En effet, comme W est Z%périodique, on a la relation suivante
VyezZt  T,H,T:=H, ). (2)

Sous ces hypotheses, L. Pastur a démontré (dans un cadre plus général) qu’il
existe ¥, un sous ensemble fermé de R tel que, presque sirement, ¥ est le
spectre de H,. D’un point de vue formel, ce résultat peut se justifier ainsi;
d’apres (2), le spectre de H,, est invariant sous l’action du groupe ©. Par
ergodicité, il est donc presque surement constant. Pour une preuve complete,
on pourra consulter [17]. Le résultat précédent est valide dans une beaucoup
plus large généralité, entre autre dans le cas du modele de Poisson.

De méme on montre que le type spectral est presque stirement constant.
Du point de vue probabiliste ceci permet d’assimiler ’étude spectrale de toute
la famille d’opérateurs H,, a celle d’un opérateur unique.

Dans les deux modeles introduits précédemment, le spectre presque sir
ne dépend pas de la concentration y ; en effet il ne dépend que des réalisations
possibles (voir [9]).

2. LA DENSITE D’ETATS

2.1. Définitions. Soit [, un réel positif et A;, le cube centré en 0 de coté [. On
désigne par H£ 1, la restriction de H, a A; avec conditions au bord de Dirichlet.

On définit la densité d’états de la facon suivante: pour E, une énergie
réelle, on pose

N,(E) = lim (

=400

#{valeurs propres de HJ, inférieures ou égales & E })

On montre que cette limite existe pour presque tout w, que c’est une fonction de
E continue a droite et croissante. De plus I’ergodicité des modeles considérés
nous dit qu’elle est presque sirement indépendante de w (on pourra trouver
une preuve de ces résultats dans [3] ou [17]). Cette limite est la densité d’états
intégrée de H,,.

On peut alors considérer la dérivée au sens des distributions de NV, ; c’est
la densité d’¢tats et on la note N,(dE). C’est une mesure positive a croissance
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lente ; son support est le spectre presque sir de H,. De plus, on obtient la
formule suivante [17]

Nu(dE) = Eu{Tr(xoEu(dE)x0)} (4)

ou E,(dE) est la résolution spectrale de H,, xo est la fonction caractéristique
de A;; E, est I’espérance calculée par rapport a la mesure de probabilité
induite sur § par les variables aléatoires (w,).eze et Tr(Op) désigne la trace
de ’opérateur Op.

2.2. Quelques résultats de régularité. La densité d’états des opérateurs de
Schrodinger aléatoires a été largement étudiée depuis de nombreuses années.
L’une des propriétés les plus étudiées de la densité d’états est sa régularité en
tant que mesure. Les informations connues sur la régularité de N, dépendent
du modéle considéré, des propriétés de régularité de la mesure de probabilité
dont est muni I’opérateur étudié et de la dimension d’espace. Nous n’essayerons
pas ici de passer en revue l’ensemble des résultats connus; on pourra pour cela
se reporter aux ouvrages de référence [17] ou [3]. Nous allons juste rappeler
quelques résultats concernant les modeles de Poisson et de Bernoulli.

Dans le cas du modele d’Anderson discret (en toute dimension) ou dans
le cas des modeéles continus (en dimension 1), on montre que la densité d’états
intégrée est Log-Holder continue (voir [6], [5]), ceci sans hypothéses de régulari-
té sur la distribution de probabilité des variables aléatoires w.

En dimension 1, pour le modele d’Anderson avec potentiel de Bernoulli,
une heuristique simple (cf [7]) peut étre suivie pour montrer que la régularité
maximale possible pour la densité d’états intégrée décroit quand p tend vers 0
(cf [19)).

Pour le méme modele, on démontre que la densité d’états admet une
composante singuliére continue lorsque le désordre est assez grand (cf [2]).

En dimension d supérieure a 1, dans le cas des modeles continus du méme
type que 1 mais dans le cas ou les variables aléatoires (w.),ez¢ sont i.i.d et
admettent une densité intégrable et bornée, grace & une estimée de Wegner (cf
[20]), on montre que N(dE) est absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue (voir [4] et [13]).

Les physiciens se sont évidemment aussi beaucoup intéressés a la régularité
de la densité d’états ; on dispose ainsi de nombreux résultats non mathématique-
ment rigoureux mais tres précis sur le comportement local de la densité d’états.
Il existe aussi des études numériques. Le lecteur pourra consulter les ouvrages
[15] ou [17]. Des modéles voisins des opérateurs de Schrodinger aléatoires ont
aussi été étudiés (cf [16]).
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3. LE DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE N,

Dans le présent travail, nous construisons, de facon rigoureuse, un déve-
loppement asymptotique en y (au sens des distributions) pour N,. Les termes
de ce développement sont exprimés en fonction de certaines fonctions spectrales
de Krein. Un tel développement asymptotique avait déja été écrit et utilisé en
physique [15].

3.1. Fonction spectrale de Krein. Soit A un sous-ensemble fini de R¢. On

définit Hy = Ho + Z V,. H, est relativement compact par rapport a Hp.
YEA

Pour ¢, une fonction de ’espace de Schwartz S(R), on sait que 'opérateur

@(Ha) —(Hp) est a trace. On définit alors la distribution tempérée '(A) par

Vo e S'(R),  (¢'(A),p) = Tr(¢(Ho) — ¢(Ha)). (5)

¢'(A) est supportée par le spectre de Hy ; de plus, en dehors du spectre de Hy,
elle est constituée d’une combinaison linéaire de masses de Dirac placées aux
valeurs propres de Hy (voir [21]).

3.2. Le théoréme principal. On a le

Théoréme 3.1. N, admet un développement asymptotique dans S'(R) quand
p tends vers 0 i.e, il existe une suite de distributions (ni)r>o telle que

e pourk >0, nx € S'(R),
e pour N >0, il eziste | - |n, une semi-norme dans S(R) telle que, pour ¢

dans S(R), on a

N
(N, @) =3 p* (i, o) < M @ | (6)
k=0

pour p dans [0,1] dans le cas Bernoulli, et p positif dans le cas Poisson.
De plus les distributions (n)ren sont données par les formules suivantes:

e ng est la densité d’états de H,
e Cas Bernoulli :
— pour k > 1, ny est donnée par la série convergente dans S'(R)

n=— 3, (=14, (7)

ACZe ACA
#A=k et 0O€EA

e Cas Poisson:
—sik=1:n;=-{(0),
— pour k > 2, ny est donnée par l'intégrale convergente dans S'(R)

_1\k-1
= % /Rd(k-—l) ( Z (_1)#ACI(A)) dzy...dzeor. (8)

AC{0,z1,...Tk—1}
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Remarque 3.1. Les formules donnant les coefficients du développement a-
symptotique sont essentiellement les méme dans les deux cas. Les (ng)ken sont
des distributions dont ’ordre croit avec k. Du point de vue de I'ordre, la série
asymptotique est divergente.

On trouvera la preuve de ces résultats dans [11] et [14]. Ces preuves
reposent essentiellement sur la nature des mesures de probabilité dont sont
munis les modéles considérés. On pourrait démontrer de la méme maniére des
développement asymptotiques pour d’autres quantités spectrales. De méme,
on peut considérer d’autres opérateurs Hp.

Pour le modéle de Bernoulli, on peut démontrer que, si on restreint les
fonctions tests utilisées a un ensemble de fonctions analytiques dans voisinage
conique de I’axe réel et qui satisfont & des hypotheses de décroissance a l'infini,
alors le développement donné dans le Théoreme 3.1 est convergent et sa somme
est égale & la densité d’états (voir [12] pour plus de détails).

4. LE COMPORTEMENT DE LA DENSITE D’ETATS INTEGREE DANS LES
LACUNES DU SPECTRE DE H,

Le développement asymptotique que nous venons de donner permet d’étu-
dier le comportement de la densité d’états intégrée de H, dans les lacunes de Hy
quand g tend vers 0. Il est clair que, dans les lacunes de Hy, la densité d’états
intégrée tend vers 0 quand g tend vers 0. On sait aussi qu’elle se concentre
autour des éventuelles valeurs propres discretes de 'opérateur Hy + V (voir
[8]). Nous allons voir qu’en fait, elle se concentre autour de toutes les valeurs
propres discretes créées par un nombre fini de perturbations.

4.1. Modéle de Bernoulli. Soit A, un sous-ensemble fini de Z¢ et o(A),
le spectre de Hy. D’aprés nos hypotheses sur V, Hj est une perturbation
relativement compacte de Hp; par le Théoreme de Weyl, Hy n’admet que des
valeurs propres discretes hors du spectre de Ho. On définit Ygisc(A) comme
’adhérence du spectre discret de Hy ; donc Xgisc(A) contient les valeurs propres
discretes de H) et, peut-étre, certaines extrémités du spectre essentiel de Hp.
On pose la

Définition 4.1. Pour k > 1, on définit les k-valeurs propres de (Hyp, V') comme

étant les éléments de ’ensemble & = U Ldisc(HA).
#A=k

Remarque 4.1. Pour A, un sous-ensemble fini de Z¢, ('(A) est supporté par

o(A). Donc supp(ni) C o(Ho)|J ( U &].

1<5<k

On montre la
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k
Proposition 4.1. & = & et pourk > 2, & = gkng—-l = U E;. De plus,
j=1
pour I, un intervalle fermé contenu dans R\o(H), les points de & N I\E—1 N [
sont isolés dans & N I (I désigne l'adhérence de I ).

Remarque 4.2. La preuve de cette proposition repose essentiellement sur la
décroissance des fonctions propres associées aux valeurs propres discretes des
perturbations de Hy (voir [11]).

Pour I C R\o(Hp), on définit ng(/) comme le nombre de k-valeurs propres
de (Hy, V') dans I comptées avec leur multiplicité ; plus précisément, si on note
[IA(E) le projecteur spectral de Hy associé a la valeur propre E, alors

nw(l)= > > rang(IIA(E)).
ACZ4 Eelno(Hy)
#A=E et O€A

Evidemment, ng(/) peut s’annuler ou étre infini. Le comportement de la densité
d’états intégrée dans les lacunes spectrales de Hy est alors donné par le

Théoréme 4.1. Soit I un intervalle ouvert dont ’adhérence est dans une la-
cune de o(Hp). Alors

e siINE#Detsi,pourl <j<k—1,INE =0 alors 0 < ni(I) < 400
et

NuD) = [ N,(dB) = m(Du(1+ O(u))  quand g — 0, >0,
o sipourl <j <k, INE =0 alors,

N,(I) = /IN,‘(d/\) = O*) quand p — 0, pu > 0.

1v. 3 v.p 2 V.

\ o(H) /

FIGURE 1. Quelques k-valeurs propres

Sur la figure 1, on a représenté ’allure de quelques 1, 2 et 3-valeurs
propres. Les barres les représentant sont d’autant plus petites que leur or-
dre (en tant que valeur propre) est grand. On voit, dans la limite y tend
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vers 0, apparaitre une structure “fractale” de la densité d’états. Celle-ci ex-
plique la possible présence de singularités. Les raisonnements heuristiques et
les expériences numériques tendent a montrer que ces singularités existent en
dimension 1 mais sont lissées en dimension supérieure (voir [15], et [2] pour
des résultats mathématiques en dimension 1).

4.2. Modéle de Poisson. Pour le modele de Poisson, 1’étude de N, dans
les lacunes du spectre de Hp n’a d’intéret que si {z € R% V(z) < 0} est
non vide; en effet, si tel n’est pas le cas, alors le spectre presque sir est la
demi-droite positive c’est-a-dire le spectre de Hy. Nous supposerons donc que
{z € R% V(z) < 0} # 0. On sait qu’alors le spectre presque siir n’est pas
borné inférieurement.

Pour zi,...,zk, k points dans R% on définit o(zy,...,zx) comme le
spectre de Hys,, . 5}. Pour B, un sous-ensemble borélien de R, on note
E(B;z,...,zk) le projecteur spectral associé & B et Hiz, . 2.}

H{s, ..z} est continu dans les variables (zi,...,2t) (au sens de la norme
de la résolvante). Soit B un intervalle. D’apres 18], on sait que si les bords
B ne sont pas des valeurs propre de H{z?,...,xg}, E(B;z,...,zk) est continu au
voisinage de (29, ...,22). De plus, si B C (—00,0), alors E(B;zy,..., ;) est
de rang fini. L’application (z1,...,zx) — rang(E(B;zy,...,2k)) est mesur-
able.

Pour k > 1 et B un intervalle ouvert tel que B C (—00,0), on définit

Jiori<r** Jizni<r Tr(E(B;z1,...,zx))dzy ... dzg
Vol({| = |[< R}) '
L’invariance par translation de —A nous dit que

n(B) = > multiplicité de A = Tr(E(B;0)),
AEBNo(-A+V)

nk(B) = R!-I)I-}r-loo

et

n(B) = /Rd” . /RdTr(E(B;O,:cl,. ey Th—1))dzy ... dTRq Si k> 2.
Pour k > 1, soit Bj4; 'adhérence des réunions des o(zy,...,Tr) quand
les points zi,...,z; parcourent R% La décroissance exponentielle des fonc-

tions propres associées a des valeurs propres négatives de Hy,,, . ..} permet de
montrer que, si 7 < k alors ®8; C Bx. On montre aussi que UgenBj est non
borné inférieurement.

Le comportement de la densité d’états intégrée pour des énergies négatives
est alors donné par le

Théoréme 4.2. Soit I un intervalle ouvert tel que I C (—o0,0). Pourk > 1,
siINBr#0, et si1<j<k-—1,1NB; =0 alors, on a

0 < (1) < (1) < +oo.
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De plus
7)

lim sup [u"kNu(I)] = limsup |p~ /N d/\] <

pu—0 pn—0

et

. - I
hzri)lglf[u kN( —hmmf [y /N d/\] ( )

Remarque 4.3. Si ni(I) = ng(I), on obtient N,(I) = —k—'-—uk( + o(1))

quand g — 0. Pour que la condition ny(I) = ng(7) soit satisfaite, il suffit, que
pour A(zy,...,T), valeur propre négative de Hyz,, . s}, lensemble de niveau
A~1(Xo) soit de mesure nulle si A est 'une des extrémités de ’intervalle I.
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