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LES MOMENTS MICROLOCAUX ET LA RÉGULARITÉ
DES SOLUTIONS DE L’ÉQUATION DE SCHRÔDINGER

WALTER CRAIG

§1. Introduction

Dans cet article, nous allons considérer les solutions de l’équation de Schrodinger,
qui s’écrit

Les points d’interêt seront les moments et la régularité des données initiales 1/Jo(x)
pour l’équation (1), et le rapport avec les moments et la régularité des solutions.
Le fait de base est qu’il existe un rapport entre les propriétés des moments des
données initiales et la régularité des solutions pour les temps t non nuls, qui dépend
du comportement global des orbites de la limite classique de (1). Celle-ci est le

système hamiltonien pour (x, ~) E T* (R~1);

avec la fonction hamiltonienne provenant du symbole principal de (1);

dont la solution est le flot bicaractéristique cp(s; x, ~) dans l’espace cotangent
T* (Rn). .

Je remercie l’IHES pour la chaleureuse hospitalité pendant le printemps 1996. Cet article est
un prolongement du texte de deux exposés, à l’Ecole Polytechnique le 9 Avril 1996 (séminaire
’Equations aux Dérivées Partielles’) et Universitât Bonn le 2 Mai 1996 (’Oberseminar zur Anal-
ysis’). Une partie de cette recherche est soutenue par la bourse du NSF #DMS - 94 01514.
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Ce rapport est évidemment un phénomène microlocal, et l’analyse peut être
étendue aux équations en forme plus générale

où il y a des termes de potentiel, et aussi éventuellement des termes de premier
ordre provenant d’un champ magnétique. Les résultats principaux pour cette
équation sont donnés dans les articles [4] et [5]. Dans cet article, je vais étendre
l’analyse dans plusieurs directions. D’abord, je vais examiner les propriétés de
l’évolution de l’équation comme des applications agissant sur les espaces de Sobolev
et les espaces de Sobolev munis de poids. En plus, certains des résultats des
références ci-dessus sont valables pour les problèmes non auto-adjoints, en utilisant
une technique dit de ’transformation de jauge’ dans l’article (9~. On répond à la
question naturelle des propriétés de ces transformations agissant sur les mêmes
espaces de Sobolev avec poids.

Pour expliquer le phénomène, il est mieux de commencer avec le cas de l’équation
de Schrôdinger libre

Le résultat ci-dessous est bien connu, et pas difficile à verifier.

Théorème 1. Considérons les données initiales eo(x) E L2(JRn) pour l’équation
(5). (i) Pour tout t E R

Si en plus les données initiales sont localisées, ce qui veut dire que tous ses
moments sont finis,

alors pour tout t ~ 0, la solution e(x, t) est C’.

(iii~ Pour les données initiales eo E HrCIRn), l’espace de Sobolev avec norme

alors pour tout t, E et = 

(iv) Quand eo (x) est dans S, la classe de Schwartz, alors pour tout t, t) est

dans S.

Le premier énoncé (i) est fondamental pour l’interprétation de la mécanique
quantique, où la mesure dPo(x) décrit la distribution de probabilité
spatiale initiale d’une particule quantique, dPt(x) est la distribution
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spatiale qu’il est permi de déduire selon les lois de la mécanique quantique a un
autres temps t par résolution de l’équation de Schr~dinger, et (6) exprime le fait que
l’équation de Schrôdinger conserve la probabilité. A partir de cette interprétation,
il est naturel d’imposer la condition (7) aux moments de la distribution initiale, et
le résultat (ii) du Théorème 1 est que la solution devient régulière instantanément,
mais pourtant non localisée, pour tout t non nul. Il est clair que l’exigence que
les moments initiaux soient finis ne garantit pas qu’ils soient finis pour d’autres
valeurs de t ; ce qu’on discutera ci-dessous. Pourtant, une norme de Sobolev
finie de correspond directement aux moments finis de la densité de vitesse

et l’aflirmation du Théorème l(iii) est que ces moments sont conservés
par l’évolution de Schrodinger.

Le but est d’étudier les résultats analogues pour les solutions de l’équation (1),
et de décrire la connection entre la régularisation dispersive des solutions et le

comportement global des bicaractéristiques de (2)(3). Dans ce but, nous allons
adopter les estimations suivantes sur les coefficients de ( 1 ) :

qui est l’hypothèse d’ellipticité, et

qui est la condition pour que la métrique Riemannienne sur R~ donnée par (aJ
soit asymptotiquement plate.

Définition 2. Le point T * (I~n ) n’est pas captif au futur (respective-
ment au passé) par le flot bicaractéristique, si

(10) xo, f1°) ) 1 -700, quand s - &#x3E; +oc (respectivement, s - -00) .

L’ensemble de points (x, ~) E T* (R~ ) qui ne sont pas captifs au futur est appelé
E+, et l’ensemble qui n’est pas captif au passé est 8- . L’involution ç- H 2013~ de

permute les ensembles 8+ et 8- .

Le résultat de base de l’article [5] prend en considération le front d’onde classique
des solutions de l’équation (1).

Théorème 3. Considérons les solutions de l’équation (1) , dont les coefficients
satisfont les estimations (8) et (9). Supposons que le point (xo, çO) n’est pas captif
au passé par le flot bicaractéristique cp(s; x, ~) . Pour les données initiales E

que tous ses moments sont finis (7), alors pour tout t &#x3E; 0, (xo, ~°) ~
i~lF(~(~, t)). °

Il est clair que le résultat analogue est valable pour t  0, quand (xo, ~0) n’est pas
captif au futur par le flot bicaractéristique.
En plus, l’équation (5) est souvent considérée avec les termes de potentiel ou

de potentiel vectoriel electromagnétique, et à propos de cela un théorème parallèle
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est valable pour l’équation plus générale (4), où ml (x, ~) et vo (x, ~) sont des sym-
boles pour les opérateurs pseudodifférentiels dont les propriétés seront décrites
ci-dessous. Les travaux originaux sur la régularité microlocale de l’équation de
Schrodinger (1)(4) est de L. Boutet de Monvel [2] et R. Lascar [10]. Le résultat

principal sur la régularité des solutions pour t ~ 0, dépendant de la condition
globale des bicaractéristiques non captives est publié en [5]. Cet article donne
une esquisse des méthodes de la démonstration. En plus, cet article développe les
résultats de [5] en plusieurs directions. (i) D’abord, il donne les estimations glob-
ales des moments des solutions, en termes de moments, de même que les normes
de Sobolev des données initiales. Un corollaire des théorèmes 1 et 2 est que,
différemment que des solutions des équations de diffusion, les moments des solu-
tions de l’équation de Schr~dinger ne sont pas bornés en termes seuls de moments
des données initiales eo(x), et il faut avoir aussi une information sur les dérivées
de ’l/Jo (x ). Les bornes nécessaires et suffisantes en termes des normes des espaces de
Sobolev avec poids sont présentées dans le Théorème 14 de section 3, avec estima-
tions de la croissance en temps de ces moments. (ii) L’analyse dans [5] est valable
pour l’opérateur de Laplace-Beltrami mais

les problèmes non auto-adjoint sont exclus en équation (1) ainsi que les parties de
premier ordre de l’équation (4). Utilisant une idée de l’article [9] on introduit une
transformation de jauge, et certaines aspects de l’analyse peut être faite pour les
équations (1) et (4) qui contiennent des termes non auto-adjoints qui décroissent
suffisamment vite à l’infini. Cette transformation de jauge est basée sur une quad-
rature microlocale, et les opérateurs pseudodifférentiels résultants ont les symboles
de propriétés nouvelles, qui peuvent être analysé avec les techniques de [5, section
4] et ~4~. (iii) En outre, cet article décrit des propriétés d’application sur les espaces
de Sobolev et de Sobolev avec poids les opérateurs apparaissant en (ii).

L’article [4] et le présent article sont des prolongements du texte des exposés
des séminaires à Toronto en 1995 et à l’Ecole Polytechnique et Universitât Bonn
en 1996. Tandis que les introductions des deux sont du niveau discursif, j’ai fait
un effort pour minimiser l’intersection entre eux, et il y a des résultats nouveaux

dans chacun.

§2. Moments microlocaux et régularité

On réécrit l’équation (1) symboliquement ainsi

où A est auto-adjoint sur un domaine convenable de L2(JRn).
Alors il y a une identité satisfaite par les solutions de (11), pour presque n’importe
quel opérateur B;

Dans les cas précis pour lesquels B commute avec A et est indépendant du temps,
on peut conclure que atre(1/J, Bp) = 0. En particulier, pour B = I, =



XX-5

0, qui démontre le fait que l’équation (1) conserve la probabilité des solutions, ce
qui est l’analogue pour l’équation (1) du Théorème 1(i). La seconde estimation de
base provient du choix B = A lui même, duquel Lj,£ dx = 0,
qui est le principe de conservation d’énergie. 

~’ 

Changeant de point de vue, considérons l’identité (12) avec B = b(x, D) un
opérateur pseudodifférentiel, dont le symbole b(x, ~) est d’ordre m et appartient à
une classe convenable. Les ordres des termes de l’identité sont bien définis, et l’on
voit que b(x, D) est d’ordre m, tandis que 1 [A, b(x, D)] = 2013{a? bl(x, D) + e, où le
crochet de Poisson est d’ordre m + 1 et on compte sur l’erreur e étant de l’ordre

égal ou inférieur à m. L’identité (12) sera utile pour estimer la solution si

en utilisant l’inégalité de Gàrding et l’inégalité différentielle résultante de (12). La
relation (13) entre b(x, ç) et c(x, ç) s’appelle équation cohomologique du système
dynamique (2). En fait la même stratégie a été utilisée par L. Hormander pour une
de ces démonstrations du théorème de propagation des singularités des équations
hyperboliques; cela apparaît en [7]. Cependant, dans le cas présent le terme la, bl
représente la contribution principale, et non pas l’erreur comme dans la référence
antérieure.

L’identité (12) et les demandes de positivité (13) nous mènent à une question
fondamentale. Quand peut - on avoir une paire de symboles (b(x, ~), c(x, ç)) qui
satisfait (13)? Autrement dit, l’énoncé (13) est que 0, et b(x, ç) décroit
le long des orbites du flot bicaractéristique du champ hamiltonien (2) de a(x, ~).
Une réponse minime est que pour s  0, C supp(b), une relation
qui a de mauvais conséquences pour les propriétés des symboles ~) dans les
régions non captives au futur S+.

Adoptons le point de vue que, étant donné un symbole convenable c(x, ~), nous
construisons le symbole b(x, ~) tel que -~a, b~ _ -Xa(b) = c, où Xa est le champ
de vecteurs hamiltonien de a(x, ~) sur T * (I~n ). Il est bien connu que l’éxistence et

la régularité des solutions de l’équation cohomologique (13) sont très liées aux pro-
priétés de récurrence du flot x, ~). L’exemple le plus simple est si c(xo , g°) &#x3E; 0

à un point (x°, f1° ) sur un orbite périodique du flot bicaractéristique, alors il n’existe
pas de solution b(x, ~) de (13). Par contre, quand supp(c) C î- est dans une région
noncaptive, la réponse est plus directe. Prenons c(x, fl) E un symbole clas-
sique, qui veut dire que Jrsupp(c) est compact dans UU, et

Supposons que supp(c) C e- et, pour éviter les difficultés, que = 0 pour

)g )  1. Une solution de (13) est donnée par la quadrature
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Le fait de base est que le symbole n’a pas de support 1f xsupp(b) compact,
car son support contient l’orbite au passé de chaque bicaractéristique provenant de
supp(c). De plus, cette construction naturelle (15) mène à une classe de symboles
qui ne se comportent pas particulierement bien.

Proposition 3. Pour c(x, &#x3E; 0 (pas identiquement nul), avec supp(c) E [-, le

symbole b provenant de la quadrature (15) est de support 1fxsupp(b) non compact.
Les estimations générale des symboles satisfaits par b(x, g) sont que

L’estimation (16) elle - même ne donne pas une classe raisonnable de symboles,
et les opérateurs pseudodifférentiels construit d’après cette classe ne forment pas en
général un calcul usuel. Heureusement il y a quelques propriétés supplémentaires
des symboles provenant du processus de quadrature (15). Puisque a(x, fl) est

asymptotiquement plate, il existe quatre champs de vecteurs particuliers par rap-
port auxquels le symbole b(x, ~) se comporte mieux. Définissons

Proposition 4. Pour les symboles classiques E tels que supp(c) C
£_, le résultat de formule de quadrature (15) satisfait l’estimation

où a, (3 sont les n - multündices, et 1 est un 4 - multiindice.

Définition 5. La classe de symboles sm,k(p,8) consiste en des symboles b(x, fl)
qui sont C°° (R") et qui satisfont

Définissons la classe de symboles le sous ensemble de satis-

faisant de plus l’estimation (18) par rapport aux champs de vecteurs Xj.
Pour m = 0 l’opérateur D) dont le symbole satisfait (16) peut même ne pas

être borné sur L2(IRn), par contre les opérateurs résultant de la quadrature ont un
meilleur comportement.

Théorème 6. Prenons c(x, ç-) E SI un symbole classique tel supp(c) C _
et = 0 pour  1. Alors la solution de (15) satisfait 
Sj’°(1, 0), et de plus

La démonstration de ce théorème est dans [5] (section 4); elle implique les
étapes suivantes. (i) Sans perte de généralité nous pouvons supposer que le sup-
port de c(x,~) est suffisamment petit. (ii) Alors on peut voir que le support de
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b(x, g) provenant de (15) satisfait la condition géométrique suivante: quand on a
(a;, ~~· (~, g) E supp(b) en même temps l &#x3E; I~, alors

(iii) L’opérateur b(x, D) permet maintenant une décomposition presque orthogo-
nale dans la région non captive au passé. Evidemment la même analyse s’applique
aux symboles c(x, g) E sm+l tels que supp(c) C £+ la région non captive au
futur, et la formule de quadrature est une intégrale sur l’orbite future de la bicar-
actéristique,

bien que maintenant 0 si 2:: 0. Une application immédiate du
Théorème 6 et de l’identité (12) est le résultat de ’régularisation microlocale’ pour
les régions non captives E+ U E- pour l’équation (1).
Théorème 7. Prenons un symbole classique arbitraire s(x, ~) E S112 tel que

supp(s) C E+ U _ . Soit e(x, t) une solution de l’équation (1), alors pour tout

T &#x3E; 0, t) satisfait l’estimation

Démonstration. On a déjà observé que l’évolution par l’équation (1) conserve la
norme L2 des solutions. Par troncature régulière on peut supposer que le sup-
port de ne contient 0, et est contenu dans un seul des deux

ensembles î-, S+. Mettons = s(x, ~)2 et utilisons (15) ou bien (22)
pour b(x, ç) E S"’ (1, 0) . Utilisons la paire de symboles (b(, ~), c(x, ç)) pour les
opérateurs pseudodifférentiels dans l’identité (12), et intégrons sur l’intervalle de
temps t e [0, T], ce qui nous donne l’identité

Les termes de (24) suivants sont bornés en termes des données initiales:
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donc provenant de (24) on a une estimation du terme qui reste

et à partir d’une application de l’inégalité de Gàrding pour le symbole classique
c(x, ~), on a le résultat (23). D

Pour (x°, ~°) E S- et s(x, ~) construit avec support dans un voisinage suffisam-
ment petit de (xo, ~0), l’énoncé (23) est l’étape initiale d’une démonstration par
récursion, dont la conclusion est l’énoncé du Théorème 2 de régularité dispersive
des solutions de l’équation (1). Les étapes suivantes pour les résultats C"o sont
plus difficiles, et demandent des classes de symboles plus convenables au calcul
pseudodifférentiel. Celles-ci sont les classes sm,k(p,8) de la Définition 5, où l’on
pose que 0  p  8 :::; 1, avec les symboles soutenus dans des voisinages conven-
ables de la bicaractéristique au passé provenant de (xo, çO).
Théorème 8. p  8 :::; 1, l’enserable des opérateurs pseudodifférentiels
construit des classes sm,k (p, b) f orme un calcul traditionnel.

Les classes de symboles avec conditions sur les propriétés spatiales et trans-
formées de Fourier mélangées ont été étudiées dans le passé, en particulier dans
l’article de R. Beals &#x26; C. Fefferman [1] et dans l’article de L. Hormander au su-
jet du calcul de Weyl [8]. Les classes 8) ne satisfont pas le critère de [1],
cependant elles sont un sous-cas du calcul de symboles de Hormander - Weyl. Un
traitement direct est présenté dans [4] et (5~.

Etant donnée une paire de symboles (b(x, ~), c(x, ç-)) telle que -ta, ç-) ==
c(x, ~), et en écrivant -![A, b(x, D)~ _ -~a, b~(x, D) + e, l’intégrale en temps de
l’identité (12) montre que

Le premier souci est de savoir si les moments, proprement microlocalisés, des
&#x3E; 0 peuvent être contrôlés en termes de moments analogues des

données initiales. Prenons une paire de symboles (bo(x, ~), Co (x, ç-)) E 6) x
avec p  8, telle que supp(co) C supp (bo) = eo c î-, et

telle que

Une telle paire de symboles peut être construite quand on pose que p + b &#x3E; 1. Les

termes d’erreur de la partie droite de (28) satisfont atb = 0, e = e(l) (x, D) + Rel)’ où
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e(l) est un symbole dans la classe S°~K-2(~-p)(p, b) et R(l) est borné sur L2(I~’~).
Les K-ièmes moments de la microlocalisés dans So, sont donc
bornés en termes des K-ièmes moments des données initiales et des K - 2 (b - p)-
ièmes moments de la solution, dans un voisinage £1 légèrement plus grand que So.
Puisque K - 2(b - p)  .K, une récursion sur une suite croissante de voisinages de
la bicaractéristique du passé ~(x, ~) _  0} ç £0 ç £1.’ Sm C
S(°) = supp(so) sert à démontrer que les K-ièmes moments de la solution t)
sont bornés par les K-ièmes moments des données initiales Cela est l’énoncé

du théorème suivant.

Théorème 9. Supposons que (xo, ça) E S-, alors il existe un symbole E

S°e ( p, b~, avec 0  p  b  1 tel que s(xo, ~°) =1 et bo(x, ç) = sô (x, ç) satisfait

Quand les données iritiales E sont telles que son K-Z*ème moment

microlocal dans supp(so) = est .fini,

alors il existe un voisinage £(1) C £(0) qui contaient la bicaractéristique par ~0)
du passé, tel que pour tout T &#x3E; 0,

pour tout b(x, ~) E 6) avec supp(b) c £(1).

C’est - à - dire, pour t &#x3E; 0 les K-ième moments microlocaux de la solution

t) sont bornés sur les voisinages légèrement plus petits de la bicaractéristique
au passé provenant du point (xo, ~O). En fait, cet énoncé de [5] est nouveau même
pour l’équation de Schrodinger libre (5).

Le deuxième élément de la récurrence est d’utiliser encore l’identité (12) pour
échanger l’information sur les moments de la solution dans î- avec les estimations
microlocales des dérivées. Pour atteindre ce but, considérons les paires de symboles
(b (x, ), c (x, )) E 8) x sm+l’ 1 (p 8), avec supp(c) C supp(b) C £(1) C î-
telles qu’elles satisfont les relations (13). On emploie les opérateurs conséquents
tpb(x, D), tpc(x, D) dans l’identité (12); la conclusion est que

Quand p &#x3E; 0 le premier terme de la partie droite s’annule et l’identité ne

dépend pas explicitement des données initiales ni de ces dérivées. Pour la
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n-ième étape de la récurrence, prenons m = n, p = n et k = K - n, et alors la
partie gauche de (33) est bornée en termes des intégrales en temps des quantités
qui dépendent de moins de dérivées, mais de plus de moments. Le résultat est la
constatation d’un théorème qui précise l’augmentation des dérivées microlocalisées
de la solution pour t &#x3E; 0 en termes des propriétés de moment des données initiales.

Théorème 10. Supposons que (xo, çO) E n’est pas captif au passé par le
flot bicaractéristique du symboles principal a(x, ~). Dans les voisinages appropriés
plus petits £(2) C £(1) C E- de la bicaractéristique au passé provenant de (xo, çO),
orc considère les paires de symboles CK(X, ç)) E 6) X 6)
(où v &#x3E; 1), telles que les relations (13) sont satzsfaites. Considérons les données
initiales telles que

alors pour tout T &#x3E; 0 et K’ &#x3E; K (.K’ = K si K est un entier),

Ce résultat précise la régularité microlocale supplémentaire que l’on attend dans
les voisinages des points (xo, ~0) non captifs, en termes des moments microlocaux
des données initiales dans les voisinages S(’) C E ° des orbites au passé de la
bicaractéristique provenant de (xo, ~°). Ce résultat, qui apparaît dans [5], est

aussi nouveau même pour l’équation de Schr~dinger libre (5). Dans le cas où

S- est également non captif au futur par le flot bicaractéristique, un
argument par récursion analogue donne pour résultat les bornes sur la croissance
asymptotique à infini spatial des dérivées des composants sortants des solutions.
Dans ce cas, il est nécessaire de prendre les paires de symboles (bn (x, ~), cn (x, Ç-)) E

0) x 0), et la récursion est telle que n = rrz  K, p = n et avec
k  -n, donnant un poids de taux negatif en (~~ . En effet, la solution est aussi
régulière qui l’est permis par le nombre de moments entrants des données initiales,
et cependant la taille des dérivées est croissante en ~x~.

Sous l’involution ç- H -~, les ensembles E+ et E- sont échangés, et sous les con-
ditions analogues les mêmes résultats sont valables pour t  0. Une modification
de la démonstration est valable pour l’équation (4), étant données les conditions
sur les deux symboles ml (x, ~) et que ml (x, ~) est réel, et que pour un
p  1,

Un potentiel réel v(x) qui satisfait  est permis par l’hypothèse
(36), car il satisfait les estimations pour Cela a été discuté dans les
références [3], [4] et [5]. L’information sur la régularité du noyau de l’équation de
Schrodinger, au - dela de celle qui est donnée ici, est présentée dans l’article [3].
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§3. Estimations dans les espaces de Sobolev

Dans cette section nous allons décrire les propriétés de base de l’évolution de
l’équation de Schrôdinger (1) et (4), comme application des espaces de Sobolev
standard et Sobolev avec poids. Ces estimations sont globales, dans le sens ou
l’analyse des solutions et de ses dérivées n’utilise pas les fonctions de troncature
ni les techniques microlocales. Ces estimations sont de niveau assez bas; pourtant
elles n’apparaîssent pas dans la litterature, pour autant que je sache, pour les
équations à coefficients variables considérées en [3], [4] et [5] et le présent article.
Les hypothèses que nous imposons sur les coefhcients de l’équation (1) sont que

où les opérateurs pseudodifferentiels ont des symboles a(x, ~), le symbole princi-
pal exprimé en (3), et En termes des classes des

symboles, nous demandons que a(x, g) E S2,0(O, 1), tel que al(x, g) E Sl,-l(O, 1),
et nous supposons que la condition d’ellipticité est valable

Celle-ci est une hypothèse plus faible que (9) en terme de taux de décroissance,
bien qu’elle implique encore que la matrice est asymptotique plate. Les

demandes sur les termes d’ordre inférieur de l’équation (4) sont que e

Sl~°(o,1), et qu’il soit réel, tandis que J’imagine que ces
demandes peuvent être affaiblies, mais cela ne sera pas poursuivi ici.

Théorème 11. Les solutions de l’équation (1) conservent la probabilité et l’énergie;
c’est - à - dzre

Supposons que ml (x, D) ~ vo (x, D) soit f orrrzellement auto-adjoint sur 
Alors les solutions de l’équation (4) conservent aussi la probabilité et l’énergie.
Démonstration. Ces faits ont été mentionnés ci-dessus, et l’idée de base de la

démonstration est que dans l’identité (12), les opérateurs B = I et B = A
commutent avec A. Bien sûr les solutions ne sont pas nécessairement régulière,
alors l’argument complet entretient une approximation dans L2 (I~n ) par les solu-
tions régulières et une limite. L’ énergie de l’équation (4) est le produit scalaire

D

L’analogue du Théorème 1 (üi) pour les solutions des équations (1) et (4) est le
résultat que l’évolution préserve les espaces de Sobolev classiques 
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Théorème 12. Les solutions de l’équation (1) préservent les estimations de Sobolev
dans les espaces 

Quand m1(x,ç) E 51,0(0,1) est réel et vo(x, ~) E 80,0(0,1), alors les estimation
de Sobolev sont aussi valables pour les solutions de l’équation 

De même que les demandes sur les moments comme (7) donnent une information
de localisation sur la densité de position t)/2dx = dPt(x), les estimations de
Sobolev donnent une information sur les moments de la densité de vitesse (ou de

= d-Pt(~). L’énoncé du Théorème 12 est que les 2r-ièmes
moments de dPt(g) sont bornés en termes des 2r-ièmes moments de la densité
de moments initiaux par contre l’énoncé parallèle à propos de la densité
de position n’est pas valable. Il est naturel alors de demander de l’information
sufhsante telle que les moments spatiaux de la solution soient contrôlés; cela est le
sujet du prochain théorème.

Définition 13. L’espace de Sobolev avec poids est l’espace de Hilbert
résultant de la clôture de S par rapport à la norme

Théorème 14. Les solutions de l’équation (1) préservent les espaces de Sobolev
avec poids elles satisfont l’estimation

Les solutions de l’équation (.~~ satisf ont aussi (,~~~ quand, comme ci-dessus, ml (x, ç)
E 81,0(0,1) est réel, et vo(x, ç) E ~~(0,1).

Remarquons que, en particulier, la d’une solution

est finie pour tout t E R si les données initiales ont en même temps la variance
initiale finie et l’énergie initiale finie, mais pas nécessairement autrement. En fait
les opérateurs d’évolution pour (1) et (4) préservent aussi les espaces de Hilbert
basés sur les normes

Il est possible de voir que le caractère de la norme (42) est nécessaire, suivant les
exemples des paquets d’ondes gaussiens. Regardons les données initiales pour (5)
de la forme
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avec A = AT réelle et définie positive. Alors dPo(x) = exp(-(x, Ax))dx et
111);0(x)IIi2 - (nous n’avons pas normalisé 1Po, alors dPo n’est pas
une mesure de probabilité). Les moments de dPo(x) sont

qui sont indépendants de 1~. De plus, les normes de Sobolev avec poids de 
peuvent être exprimées

J 
-

où est un polynôme monique en k de degré maximal 2q. La solution de
(5) provenant des données initiales (44) est un paquet d’ondes gaussien 1jJ(x, t) =
J S°(r - y, où S’(x, t) est le noyau de l’équation de Schrodinger libre,
et la solution est explicitement

avec la fonction de phase 4l(r, t) = ~((.r,~) 2013 (~ 2013 kt, (1 + t2A2)-1(~ - kt))). La
densité de position est donc

"11

dont les 2lrl-ièmes moments sont
/~nB

et ceux-ci croissent en La conclusion est que (48) divergera en k plus
vite que (45) à moins que lql 2: Irl explicitement. Dans ce cas les moments de

la ne seront pas bornés dans une norme de Sobolev de

données initiales qui ne contient pas au moins 21rl moments et 2jrI ] dérivées.

Démonstration. (du Théorème 12) Le fait que A est elliptique implique que les
normes construites de l’opérateur A, soit

sont comparables aux normes de Sobolev usuelles de Pour l’équation
(1) l’estimation standard est de prendre = Ar dans l’identité (13), et

cela commute bien sûr avec A, qui démontre que 0. Cette

façon de raisonner n’est pas valable en elle - même bien sûr, car l’élément typique
1/J e n’est pas régulier; mais l’approximation standard par les fonctions
régulières marche dans ce cadre de problème, et montre que les quantités de (49)
sont préservées par l’évolution de (1). En présence de termes d’ordre inférieur,
la même démonstration marche aussi, avec les modifications appropriées pour les
effets des perturbations.
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Lemme 15. Etant donnés ml (x, ç) E un symbole réel, et vo (x, ç) E
i), alors

où JaP, ~) E S2p,-1(0, 1), ~) E S2p 1’ 1(p~ 1), et avec e(l), e(2)
borné de à H2p-1 (R~,) e(3) borné de L2 (I~’~ ) à 

Démonstration. Les opérateurs A = a(x, D) + al (x, D), mi (x, D) et sont

construits d’après des classes de symboles 5~~(0,1), qui ont un calcul de symboles
qui se comporte bien (voir [4] et [5, section 5]). A partir de cela, la démonstration
n’est pas difficile. Il

Pour finir la démonstration du Théorème 12, supposons que ml (x, D) et vo (x, D)
soient conforms aux hypothèses précédentes. Alors pour r pair, l’analogue de
l’identité (13) avec b = Ar est que

Bien sûr [A, A’] = 0, et une estimation des restes est

Les quantités dans (52) sont les deux premières expressions dans (50) de Lemme 15,
et alors

Le terme avec vo(x, D) est même plus simple. L’identité (51) donne alors une
inégalité différentielle pour qui implique (41). Le cas r impair est
semblable. Remarquons que, si ml (x, ~) = 0 et vo(x,ç) est réel alors (41) est

valable avec les bornes indépendentes du temps, car (~, (A ~ D

Démonstration. (de Théorème 14) Nous allons considérer l’équation (1), car la
démonstration dans le cas de l’équation (4) entraîne que plus de termes d’erreur
dans l’analyse. Etant donnée une solution t), alors
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Développons le terme du commutateur,

Puisque a(x, ~) E 52,0(0,1), une inspection du taux de décroissance dans (54)
montre le lemme suivant.

Lemme 16.

Il n’est pas suffisant de l’utiliser dans (53) pour achever une inégalité différentielle
pour mais cela donne l’information nécessaire pour l’étape de récursion
du théorème.

Lemme 17. Supposons que satisfait l’estimation

La démonstration entraîne, comme d’habitude, l’inégalité de Gronwall pour
(53), appliquée à et les estimations du Lemme 16 qui bornent les termes
d’erreur. La récursion dans la démonstration du Théorème 14 commence avec

l’énoncé du Théorème 12 pour et continue en r décroissant et q ascendant

pour aboutir au résultat. D

§4. Problèmes non auto-adjoints

Les résultats de [5] sont presque tous limités au cas où l’opérateur du côté droit
de (4) est auto-adjoint (sauf qu’il est permis d’admettre des termes non auto-
adjoints du zéro-ième ordre qui décroissent en (x~ grand). Il est donc naturel de

se demander jusqu’à quel point la propriété auto-adjointe est nécessaire pour les
résultats de régularisation dispersive. La technique dans cette section entraîne une
’transformation de jauge’, et il est intéressant que ces transformations impliquent
les opérateurs pseudodifférentiels basés sur la classe des symboles Sd’° ( l, 0) qui
apparaîssait ailleurs. Dans cette section nous considérons la forme générale des
équations dispersives du deuxième ordre à coefhcients variables, qui est réécrite
dans la forme convenable suivante:

Les deux symboles de premier ordre ml (x, ç-) et seront réels, a(x, D) +
~4 sera auto-adjoint comme précédamment et le terme nouveau du

problème est la contribution icl (x, D) qui ne l’est pas. L’équation (57) n’est plus
réversible en temps, par contraste avec l’équation (1), et la convention sera de

discuter la régularité du cas t &#x3E; 0. Cependant nous n’aurons pas les mêmes

résultats pour t  0, simplement par l’involution ç- H -~ de T* (R~ ) .
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Théoreme 18. Supposons que E Slp(o,1) soit réel, et qu’il satisfasse
cl (x, ~) &#x3E; 0. Alors pour t &#x3E; 0 les conclusions du Théorème 3, Théorème 7 et
Théorèrrze 10 sont valables pour les solutions de l’équation (57).
Démonstration. Pour simplifier mettons ml(x, Ç-) == 0 = vo(x, ~). L’identité (13)
est modifiée pour être réécrite

Au lieu d’être un point difficile, la quantité 2 (bcl D) ) est positive à l’ordre
principal, grâce a l’hypothèse sur le signe de cl(x, ~). Pour b(x, ç) E 0) qui
en plus satisfait la condition géométrique (21),

où eo est un opérateur borné sur .L2 (I~n ). Cela est utilisé pour contrôler le terme
supplémentaire qui va apparaître dans la démonstration du Théorème 7, et la

conclusion (27) suivra. Les considérations analogues s’appliquent dans les étapes
de récursion de la démonstration du Théorème 10, d’où sa conclusion, et celle du
Théorème 3 suivra aussi. D

L’analyse est plus intéressante quand le symbole de l’équation (57)
n’est pas supposé avoir un signe particulier. Nous pouvons prendre cl (x, ~) = 0
pour  1 en modifiant le terme vo(x, ). Considérons une transformation

p(x, = ~c, et son effet sur l’équation (57);

L’idée présentée en [9] est de choisir la transformation p(x, D) pseudodifférentielle,
telle que les termes de l’ordre le plus haut de [p, a] + zcl s’annule, avec les restes
d’ordre zéro, qui peuvent être contrôlés en L2, alors que notre analyse prend en
compte cette situation. Cette stratégie implique que

qui veut dire que,

Cette équation pour bo (x, ~) est précisément l’équation cohomologique du système
dynamique (2),(3), dont les propriétés de récurrence influencent la résolution du
(61). Il est clair qu’il y a peu de chance de simplifier (57) par ces transformations,
sauf si le flot bicaractéristique n’est pas captif sur le support du symbole ~) .
Continuons alors en ajoutant l’hypothèse que supp(ci) ç £+ U E_. Provenant de
la connaissance ci-dessus de la quadrature, nous avons l’information suivante de
la nature du symbole p(x, ~).
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Proposition 19. Le symbole obtenu de la quadrature de est un

élément de la classe ~’ (1~0). Pourtant, par la règle de Leibnitz, le symbole
p(x, ç-) = est dans aussi.

Cette classe d’opérateurs a été étudiée en [4] et [5], et elle se présente encore
très naturellement dans le cadre des transformations de jauge. Pour que les sym-
boles p(x, ~) satisfassent la condition géométrique (21), adoptons la condition très
restrictive que 1fxSUPP(CI) est compact dans R . Il est probable qu’une condition
moins rigoureuse soit possible, cependant on ne va pas la considérer ici. Faisons
les hypothèses suivantes sur les coefficients de l’équation (57):

Le Théorème 4.5 de [5] aborde la question de la composition d’un opérateur basé
sur 0) et les opérateurs classiques du type sml,k1 (o,1), avec les conclusionsd

suivantes dans notre cas.

Proposition 20. Les opérateurs dans la liste suiuante sont bornés sur 

Provisoirement, écrivons par la fonction f les termes de (59) qui entraînent 1j
d’une manière explicite; c’est - à - dire,

et posons est fini. Il est alors important d’étudier le problème
inhomogène

Les solutions de cette équation ont un traitement dans les espaces L(R ) (et
même en si f (x, ~) le permet) semblable au cas homogène (4), et l’identité
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analogue à (13) est que

Etant données les hypothèses (62) (ou encore plus clémentes) ceci entraîne les
estimations de Sobolev des solutions de (64) en termes de cpo(x) et f (x, t). En
particulier, si on met b(x, D) = I, alors

V v

Ce n’est pas une estimation des solutions de (59), car f (x, t) est une fonction

linéaire de selon la relation p(x, ~c. De plus, il est naturel d’attendre

que l’inverse = q soit q N exp(-bo(r, D)); cependant il n’y a pas de
calcul pseudodifférentiel pour 0), alors le rapport entre q et D))
n’est pas garanti. Avec l’hypothèse que p(x, D) a un inverse qui est borné sur

on a le résultat suivant.

Théorème 21. Si l’opérateur p(x, D) est inversible sur L2(JRn), alors il existe

une solution cp(x, t) de l’équation (59) dans L2(JRn), et elle satisfait l’estimation

où Ci dépend de Co de même que les normes d’opérateurs de [p, a] +
ipci et [p,ai + vo~ . De plus, la f onction e(x, t) = p-1 (x, D)cp(x, t) est une

solution de l’équation (57).

Démonstration. En esquisse, on utilise une récursion pour ~On (t) qui est la solution
de l’équation (64) avec f = f (en-1), où en-1 = qcPn-1. Les estimations directes
montrent que l’équation inhomogène a les solutions en et un argument
par contraction, aussi direct, qui entraîne l’estimation (67) sur un court intervalle
de temps, montre que la suite CPn(x, t) converge dans C ([0, T]; L2(Rn)) vers une
solution de (59). L’équation est linéaire, donc cette solution peut être prolongée
sur les intervalles en temps quelconque. D

L’identité (65) peut être appliquée encore une fois pour démontrer une es-

timation de régularité microlocale des solutions de l’équation (59), analogue à
l’estimation (23). Supposons comme ci-dessus que les coefficients de (57) satisfont
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Théorème 22. Supposons que l’opérctteur p(x, D) est inversiblement borné sur
et prenons c(x, ) un symbole classique dans SI tel que supp(c) C +U_.

Alors pour tout T &#x3E; 0, la solutions de l’équation (59) satisfait l’estimation de
régularisation microlocales

En ce cas, la solutz*on 1jJ(x, t) = D)cp(x, t) de l’équation (57) satisfait l’est,i-
mation de ré,9ularit,é

Remarquons que ces hypothèses sont réversibles en temps, alors la démonstration
du Théorème 22 implique les mêmes résultats pour T  0.

Démonstration. L’identité (65) et la solution de (14) pour b(x, g) E 0),
étant donné c(x, ~) avec supp(c) ç t:+ U e- impliquent le procédé de la
démonstration du Théorème 7 pour pouvoir conclure (69). Pour arriver à l’énoncé
(70) on peut utiliser le résultat dans [4] que la composition de Sm’~ ( l, 0) avec un
symbole classique (où 1f xsupp( c) est compact) est bien définie et donne une série
asymptotique d’opérateurs pseudodifférentiels avec des restes bien contrôlés. Alors

où e est un opérateur de restes qui est borné sur L2 (I~’~ ). D

Il manque un critère raisonnable pour que D) soit inversible borné sur

L2 (I~~ ) . Sans un calcul de symboles on ne peut corriger simplement le choix
naturel de D) N exp(-bo) (x, D). Pourtant un critère direct est de supposer
que cl(x, ~) est petit, et d’utiliser la petite taille de bo (x, D) que cela impliquee.
Théorème 23. Quand est petit, dans le sens que les con-
stantes C a(3 de l’estimation

sont suffisamment petites pour  L, pour L approprié, alors l’opérateur
p(x, D) = exp(bo) (x, D) est inversible sur 

Démonstration. Les petites constantes en (71) impliquent que la solution bo(x, ~)
donnée par les quadratures (13) et (22) est aussi petite, ce que, a son tour, implique
que la décomposition
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a pour résultat le symbole P(1)(x, ç) E 0) qui est petit. Le résultat est que
PeI) (x, D) est un opérateur qui est borné sur L2(JRn), avec petite norme d’opérateur
(voir [5], section 4). Donc l’opérateur p(x, D) est une petite perturbation de
l’identité, et il est inversible. D

Remarquons que, ni le résultat du Théorème 21 ni celui du Théorème 22,
ne demande de comprendre l’inverse de p(x, D) en termes d’opérateurs pseudod-
ifférentiels et les propriétés de leurs symboles; on demande seulement que l’inverse
est un opérateur borné sur Le critère même que p(x, D) est borné ne
dépend que des quantités associées du système dynamique (2), (3) et de la quad-
rature de cl (x, ç-).

§5. Propriétés d’application de 5~ (1?0)
La transformation p(x, D) de Section 4 entraîne les symboles p(x, ~) e Sd’°(1, o), et
après avoir été transformée, l’équation (59) entraîne les coefficients qui sont aussi
dans cette classe. C’est ce qui a motivé la question des propriétés de continuité de
ces opérateurs pseudodifférentiels, agissant sur les espaces de Sobolev classiques,
où bien sur les espaces de Sobolev avec poids. Les deux résultats ici donnent une
réponse à ces questions de base, et ils montrent le rôle des champs de vecteurs X~
définis en (17), et la condition géométrique sur le support de ces symboles.

Théorème 24. Etant donné p(x, ç-) E 0) qui satisfait la condition géomé-
trique (21) sur son support, l’opérateur p(x, D) est borné sur HTCIRn) pour tout
entier r.

Démonstrat2on. Pour p(x, ç-) E SO’0(1, 0) et E S,d

Puisque p(x, ) E 0), alors est aussi dans Sd’°(1, 0) et la conditiond d

(21) sur le support est autant valable pour l’un que pour l’autre. Les hypothèses
du théorème impliquent donc que l’opérateur p(x, D) est une application continue
de en soi - même, et le reste suit par récursion. D

La même question est naturelle à poser quand cela entraîne les normes de

Sobolev avec poids. Définissons les espaces de Sobolev (R" ) avec les normes

Théorème 25. Etant donné p(x, ç) E S~°’° ( 1, 0) tel satisfait la condition
du support (21), l’opérateur p(x, D) est borné sur Hr,s(IRn). Pourtant, p(x, ~) E
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qui satisfait (21) donne un opérateur pseudodifférentiel qui est une ap-
plication borné de à 

Démonstration. Commençant avec p(x, ç) E 0) et E S, les poids mul-
tiplicatifs contre p(x, D) ont les résultats suivants
1--l

Quand est dans 5~(1,0), alors E 5’ ~~(1,0) grâce à la pro-
priété (18) par rapport au champs vectoriel quand satisfait en
même temps la condition du support (21),

et cela implique que p(x, D) est borné sur Le reste de l’énoncé du

résultat suit par récursion. D

La dernière remarque est au sujet des conditions (17), (18) et (21) des symboles
pour que les opérateurs pseudodifférentiels se comportent bien sur La

discussion ci-dessous est basée sur les constructions de L. Hormander dans la

référence [6].
Théorème 26. Il existe des symboles E SO,0(p,8) avec ô  p tels que

q(x, D) n’est pas borné sur L2(IRn).
Démonstration. Dans la référence [6], le Corollaire 5 montre des exemples des
symboles r(x, ~) E la classe de symboles de Hormander, (d’où

où 0  8 :::; p  1 et où r(x, D) n’est pas borné de à Sans

perte de généralité supposons que 7rxsupp(r) C K est un ensemble compact. Il est

clair que r(x, D) n’est pas borné sur L2(I~’~), pas plus que les opérateurs constru-
its de n’importe quelle extension du symbole r(x, ç) de l’extérieur de K. Mettons
q(x, ç) == r(~, x) pour x E I~n, ~ e K, et prolongeons q(x, ç) d’une manière ho-
mogène de degré zéro en ~ à l’extérieur d’une grande boule qui contient K, tel que
q(x, g) E s°~° ( p, b), les classes de la Définition 5. Alors q(x, D) ne peut pas être
borné sur .L2 (I~n ), car autrement q* (x, D) serait aussi borné, et alors pour tout
cp e L2 (I~$n ), nous aurions
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