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I. — Introduction et résultats

Soit M une variété analytique réelle, munie d’une métrique riemannienne ana-
lytique g et w un ouvert connexe relativement compact de M. D’apres le théoreme de
Hille-Yosida, le probléme d’évolution avec condition de Dirichlet au bord, ou A est le
Laplacien négatif sur (M, g)

(02 ~ A)u =0, ulaw =0
(1) {

u!t=0 = Up, Btu|t=0 = U (uo,ul) S H(}(w) D Lz(w)

possede une solution unique u(t,-) € CO°(R¢, Hi(w)) N C*(R¢, L%(w)). Nous nous
intéressons ici & la microlocalisation et a la propagation des singularités analytiques
pour les solutions de (1). Le théoréme de propagation a été prouvé par J. SIOSTRAND
[S.2] dans le cas ol w est une variété & bord analytique, et dans [L.2] dans le cas ol Ow ne
présente que des singularités de type diedre (i.e. intersection de deux hypersurfaces ana-
lytiques transverses). Dans le cas de singularités coniques strictes (i.e. w >~ R} x N,
g = dr? +r%g’, (N,g’) variété riemannienne) la propagation des singularités a été
étudiée dans la catégorie C*° par CHEEGER-TAYLOR [C-T| et dans le cas analytique
par ROULEUX [R] en utilisant la méthode de séparation des variables,

Notre objectif est d’étendre les résultats précédents a une classe d’ouvert w
assez générale pour couvrir en particulier les situations de singularités coniques courbes
(par exemple une ogive dans R?), de singularités de type quadrant ((R%)P x R?), des
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discontinuités de courbure (raccord C' de deux hypersurfaces) ou encore des cas ol w
n’est pas d’un seul coté de sa frontiere (par exemple un écran de R3).

L’hypotheése de départ que nous faisons sur la géométrie est que nous supposons
donnée une stratification finie de I’adhérence de w

(2) w=JSi, Ifni, 0€l, S=w

iel
otl les strates S; sont des sous variétés analytiques connexes de codimension d(z), deux &
deux disjointes, vérifiant

(3) i#j et SSNS;j#d=8;CS; et d(j) > d(i).

Pour m € @, on note I(m) = {i,m € S;} et on désigne par i(m) 'unique élément de I
tel que m € Sj(m). On a 0 € I(m) pour tout m, et si m € w, I(m) = {0}.
La premiére hypothése que nous faisons est de supposer la stratification localement
triviale, c’est-a-dire
(H.1) Pour tout m € @, il existe un systéme de coordonnées locales z = (z’,z") centré
enm, =’ € R%, d = codim(S;(m)), " € R?, d+¢ = dim M, un g9 > 0, et pour tout
i € I(m) des sous-variétés analytiques connexes S; de M’ = {2’ € R%, |z/| < &0}
tels que Sj,,) = {z' =0} et

(4) Sin{|z'| < eo, [2"| <&} =S] x {|z"| <&}  Vie I(m).

¢

On suppose ici que ¢ est assez petit pour que toute strate S; qui rencontre
{lz'| < eo, |2"| < eo} vérifie i € I(m); pour ¢ € I(m) \ i(m) on a d’apres (3)
codim(S]) < d. Si on pose w' = S} on a alors une stratification de 'adhérence @’ de
w' dans M’

(5) o= J s

1€I(m)

L’hypothese (H.1) est triviale pour m € w. Pour m € @ \ w, notons g,, la métrique
induite par g sur la fibre L,, en m du fibré normal & S;(,,,) dans M (i.e. la restriction de
g a orthogonal du tangent a la strate S;(,)) ; le systéme de coordonnées précédent nous
permet d’identifier L., & R%,.
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La deuxiéme hypothése que nous faisons (explicitée dans le §. II) est
(H.2) le couple (@' =US;], gm) est sous-conique .

L’hypothése (H.2) est stable par petite perturbation de la forme quadratique g,, de sorte
que si (H.2) est vérifié en un point m € S;(r,y (H.2) est vérifié en tout point m’ € Si(m,)
voisin de m sur la méme strate.

Dans toute la suite, on posera

(6) M:MXRt, Q:LUXRt, S«,,:SzXRt 1el

(7) P=08-A.

Pour tout point (m,tp) € £, on notera & nouveau = = (z’,z") (par abus) un systéme
de coordonnées locales centré en (m,tp) fournit par 'hypothése (H.1), 2’ = (z1,...,z4),
d = codim S;(,,,), avec cette fois 7 = (Z441,-- ., Tm, Tm+1 =t — to), m = dim M. Dans
ce systéme de coordonnées le symbole principal p(z,£) de P s’écrit

(8) p(z,8) ="' —v)A(z)(€ —v) + R(z,£")

ou v = v(z,£") est linéaire en £, R(x,£&"”) quadratique en £” et A(z) est une matrice
réelle symétrique d x d. Si § = S;(m,) est la strate a laquelle appartient (m, to), les fibrés
vectoriels sur S, TsM (fibré normal & S) et T¢M (fibré conormal & S) sont en dualité,
et la métrique duale de la métrique induite par g sur TsM = TsM x Ry ~ (TS);- x Ry
est la restriction de p & TSM = {2’ = 0, &” = 0}, dont la matrice dans le systéme de
coordonnées précédent est A(0,z”) > 0 (car si i* : T*M = TM est I'isomorphisme
définit par la métrique g : (€,u) = (¢*(£)|u)g, on a i*(T§M) = (TS),.) Bien sir, lorsque
d=0, (i.ee. m €w) onap=R, et Aet v n'existent pas.

d
Par un changement de variables de la forme y' = 2’, y =z} + 3 0, x(z") x; (qui
j=1

préserve (H.1) et (H.2)) on peut toujours supposer, ce que nous ferons par la suite
(9) v(z' =0,2",6")=0
et on posera

(10) Ao(z') = A(z' =0,2"); Ro(z”,¢") = R(z' =0;z",¢").
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On définit le conormal &  par
(11) T3 = UTI:".»M-
i€l
C’est un fermé de T*M d’apres (H.1). On pose
(12) Ty =TS\ S;
i€l
et on note 7 la projection canonique surjective

(13) m:T*M|g \ T3 — Ty Q.

On appelle espace de phase du probleme (1) l’espace T,;“Q munit de la topologie image
par 7 et de 'action naturelle de R% dans les fibres.
Soit Car P = p~1(0) C T*M la variété caractéristique de P. On définit les régions
elliptiques £, glancing G et transverses 7 de T () par
peE€ <=1 (p)NCarP = ¢
(14) pEG<=f{rl(p)NnCarP} =1
peET <= p¢EUG

et on pose
(15) Ly =GUT =7(Car P) =Ty Q\ €.

On appelle X} la variété caractéristique du probleme 1.

On notera 7 la restriction de 7 & Car P. Par construction £ est ouvert, ¥, fermé;
7 et & définissent la méme topologie sur ¥y, et ¥p est un espace métrisable localement
compact.

Si § = S; est une des strates de la stratification de ©, on notera £ = ENT*S,
Gs =GNT*S, Ts =T NT*S; on remarquera que dans le cas § = So =, on a Ts, = ¢
et Gg, = Car P|q.

Pour u solution de (1), on note u le prolongement de u par zéro hors de Q

(16) u(x) =u(z) Ve e Q; u(z)=0 Vz¢Q.

Définition I.1. Le spectre de u, SSy(u), est le sous-ensemble de T,;“Q définit par

(17) S8p(u) = 7(SS(w) \ T3)
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ot SS(u) C T*M|gq est le spectre analytique de Sato de w. &

On a alors les résultats suivants.
Théoréme 1. (Régularité elliptique)
Pour u solution de (1), SS),(u) est fermé, homogeéne, contenu dans L.

Pour étudier la propagation du spectre de u dans ¥, nous utiliserons la construc-
tion suivante des rayons optiques.

Pour p € X, soit K, le compact de CarP
(18) K,=7"Yp) = 7" (p) N CarP.

Nous noterons F, 'espace des fonctions analytiques réelles f définies dans un voisinage
U de K, dans CarP, et m invariantes (i.e. powr 0,0’ € T*M|q N U, 7(0) = n(o’) =
f(o) = f(d')). Pour f € F,, on note fr la fonction continue définie pres de p € Xy qui
rend commutatif le diagramime

f
T*M|aNnU —— R

fr

=B

(19)

Eb

Définition 1.2. Un rayon est une application v de I (intervalle de R) dans X, qui
vérifie
i) ~y est continue (1ére loi de Descartes).

ii) Sipo = v(so) € G, pour tout f € F,,, la fonction s— fr(v(s)) est dérivable en sg
et avec qo = 7~ 1(po) on a

d
(20) = fr 0 7(s0) = {p, f}(a0) = df (40)(Hp(10))
iii) Sipo = (so) € T NT*S,, il existe g9 > 0 tel que

(21) sel et O<|s—so|l<eo=(s)¢T"*S;.
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Les rayons vérifient les deux propriétés suivantes.

a) Pour tout so € I, il existe deux éléments (uniques) gq et gy de K,,, po = Y(so) tels
que pour tout f € F,,, s — fr o~y est dérivable a gauche et a droite en sp et

(22) (%)g,d(f,. 07)(50) = {1, }(ag.a)-

En particulier, comme on a toujours t,7 € F,,, les fonctions ¢ et T sont bien définies sur
¥p. On a 7 # 0 sur T, d’apres (8) (car R|r=o > 0) et sur tout rayon d’apres (22), 7 =0
et t = —2r.

b) Une limite uniforme de rayons est un rayon.

Si S = S est une des strates et py € Ts, pour a > 0 on note ', , (resp. I'} ;) les
rayons entrants (resp. sortants) en po

) Lo = {rayons [~a,0(% %, lim () = po]
I‘,‘fo’a = {rayons 10,a) 2 ¥ 31_5% v(s) = Po}-

Le théoréme de réflexion transverse s’énonce alors
Théoréme 2. (Réflexion) Soit o = *1 un signe.

Soit u solution de (1), et pp € Ts. On suppose qu'’il existe W voisinage de py dans
¥p et ag > 0 tels que pour tout p € W tel qu’il existe v € 'y , (0 < a < ap), avec
v(oa) = p, on a p ¢ SSy(u). Alors py ¢ SSp(u).

Soit & présent S une des strates, po € Gs, go 'unique point de Car P tel que
#(go) = po. On se place dans le systéme de coordonnées locales ou1 p est donné par (8) et
on se donne O(z",¢"”) une fonction analytique définie prés de pp dans T*S et vérifiant
©(po) =0, {Ro,O©}(po) # 0. Dans ce systéme de coordonnées, © définit une fonction sur
¥ pres de po.

Le théoreme microhyperbolique s’énonce alors
Théoréme 3. (Microhyperbolicité)

Soit u solution de (1); po, © comme précédemment. On suppose qu’il existe V
voisinage de po dans %y tel que p € V et ©(p) < 0 impliquent p ¢ SSy(u). Alors
Po ¢ S Sb(u).
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A partir des théorémes 1, 2, 3, on déduit alors en suivant la méthode de MELROSE-
SJOSTRAND [M-S] le

Théoréme 4. (Propagation)

Pour u solution de (1), le fermé SSy(u) de ¥} est une union de rayons maximaux
(i.e. de rayons v : R — ).

Remarque. Le lecteur notera que les définitions de Tg‘ﬂ, SSy(u) dépendent de la
stratification choisie de ), mais pas du systéme de coordonnées locales (z’,z”) qui
redresse la stratification prés de chaque strate. Bien sir, un choix stupide de stratification
(par exemple en introduisant des strates fictives) donnera un mauvais résultat dans le
théoréme 4. De méme, lorsqu’on travaille prés d’un point zo de Q, on aura intérét &
remplacer, prés de zg, {2 par chacune de ses composantes connexes locales. L’auteur ne
sait pas donner une formulation intrinseque sur (2 des résultats précédents. O

Les théorémes 1 & 4 sont de nature locale prés de chaque point zp = (mqg,tp) de
Q. La stratégie de la preuve de ces théorémes consiste & procéder par récurrence sur la,
codimension des strates. Pour d = 0, S = Sp = Q on a SSy(u)|q = SS(u), TyQs, = T*Q,
7| jwq = Id et les théorémes 1, 4 sont les résultats classiques de régularité elliptique et de
propagation a 'intérieur de SATO (voir [S-K-K]) et le théoréme 2 est un cas particulier
du théoréme microhyperbolique de KASHIWARA-KAWAI (voir [K-K]). Pour d > 1, on
travaille dans le systéme de coordonnées locales (z’, z”’) qui redresse la stratification avec
S = {2’ = 0}. On appelle z’ les variables normales et z” les variables tangentielles.
D’apres (8) et (10) on a

(24) 5S:{R0>0}; gs={RO=O}; Ts={R0<O}.

Par exemple si codimS = d = dim M (codimension maximale) on a S = my x Ry,
Es = Gs = ¢ et Tg = T*S. Dans les autres cas (1 < d < dimM), on a S = S x Ry,
dimS = dimM —d > 0, et si (z";¢") = (y",t,n",7) € T*S, (¥",n") € T*S, on a
Ro(&",€") = ll"|I3, — 7% ot
par g d’apres (9).

|n” Hf/,, est la métrique duale de la métrique induite sur S

Nous noterons toujours y = (y’,y"”) les variables spatiales, ' = ¢/, 2" = (", t);
d = dy désignera la différentielle extérieure en y de sorte qu’on a |df|? = p(z; d, f, T = 0),
pour f a valeurs réelles.

Utilisant I'hypothese (H.1), on posera M’ = {|z/| < &0}, Bo = {|y"| < €0 et
It—t()l <€0}, QoZQﬂ(M, X Bo) =w x Bg.
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Pour B espace de Banach, U ouvert de R", nous notons D'(U; B) l'espace de
distribution des applications linéaires continues de C§°(U) dans B. Comme d’habitude on
note Hj (w’) 'adhérence de C$°(w') dans H'(w’), H™!(w’) — D’(w’) son dual caractérisé

par

(25) v€E€ H Y w') < 3C V¢ € C ()

[ v <civlim.
Pour u(t, y) solution de (1), on a u € C°(R¢, H}(w)) donc pour tout x(z') € C§°(M’)

(26) xu € D'(Bo; Hy (W')).

Notre méthode consiste & microlocaliser la formulation faible locale du probléme
(1), & savoir
u est une distribution sur By x w’ qui vérifie
Vx(z') € C(M') xu € D'(By; Hy(W'))

(1)
¥ f € C°(Bo, HL(W')) /ﬂ [(dulds) — ud. f] dgydt = 0

ol dgy désigne 1'élément de volume riemmannien.

En particulier, seule la régularité H' de u par rapport aux variables normales
z' intervient et la condition de Dirichlet au bord est intégrée dans la formulation
variationnelle. Les théorémes 1 & 4 sont prouvés pour les solutions de (1) dans [L3].

Dans le §. II, on explicite I’hypothése (H.2) liée & l'existence d’un systéme de
coordonnées sous-polaires compatibles a la stratification, et on donne quelques exemples
dans R? et R3.

II. — Métriques sous-coniques
L’objet de ce paragraphe est d’expliciter ’hypothése (H.2).
I1.1. — Métriques sous-coniques

Dans ce paragraphe, N désigne une variété analytique réelle, E — N un fibré
vectoriel réel sur N, E' — N son fibré dual. On note # € N les points de N, e, e’ les
vecteurs des fibres Ey, Ej, et n = dim Ey = dim Ej. Pour r > 0, v > 0, on note I'(r,7)
le secteur complexe

(1) I(r,v) = {z € C; |z2| <7, |Imz| <y Rez}.
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On écrira I'(r,y) < T'(r',y) sionar <7’ et v < v'. Si T est un secteur, Ar désignera
lespace des fonctions f(z,6) bornées, & valeurs complexes, holomorphes en z € T,
analytiques en @ € N, et on notera 4 la limite inductive sur I" des espaces Ar. Les
inégalités de Cauchy entrainent

(2) feAr = Ve, VI'<T  2°8%f(2,0) € Ar
ce qui exprime une propriété de conormalité sur z = 0 des éléments de .A.

Définition 1. Une métrique tempérée sur E est la donnée d’un secteur I' et d’une
fonction q(z,0,e) de I x E dans C vérifiant

(i) V(6,e) € E, z— q(z,0,¢) est holomorphe.

(ii) Vz € T, (0,e) — q(z,0,e) est une forme quadratique complexe en e, dépendant
analytiquement de 6, réelle pour z € I' N R.

(iii) Pour r € I'NR, q(r,-) est définie positive et 3Cy > 0 tel que pour z € ', r € I'NR,
(8,e) € E on ait

< lz| < 2r = |q(2,0,€)| < Coq(r, 0,¢).

N3

Soit ¢ une métrique tempérée sur E; quitte & diminuer I', les inégalités de Cauchy
entrainent qu’il existe C tel qu’on ait

(3) rt|0tq(z,0,€)| < Ctelq(r,0,¢)
pour tout (6,e) € E et tout r,z € I' vérifiant § < |z| < 2r.

Pour a € R, |a| < ag petit, Iidentité q(re®,-) = 3° L2 (r, -)ré(ei® — 1)¢ et (3)

impliquent pour 0 < r < rg petit '
lg(re™, ) —a(r,-)| < Cte |alq(r,")

(4) .Imq(re“", D) - ar% (r, )I < Cte |al?®q(r, ")
|Reg(re',-) —q(r,-)| < Cte |af?q(r,)

ou les Cte sont indépendantes de r, a, (6,e).

Si q1(2, 0, e) vérifie les points (i) et (ii) de la définition 1, pour 8 > 0, on écrira
q1 € O(rPq) si

(5) IM, V(0,e), Yz |q(z,0,e)] < MrPq(r,0,e) avec r=|z|.

XVI-9



Si g est tempérée et ¢, € O(rPq), g + q1 est tempérée (en diminuant T').

Soit # € N et B = (ey,...,e,) une base de Eg, B’ = (e},...,e;,) la base duale de
Ey (i.e. €}(er) = bj,¢). Pour e =Xzje; € Ep, on a

(6) q(z,6,e) ="z A,z

ol z — A, est holomorphe en z € ' & valeurs dans M, (C); symétrique : *A, = A,, et
pour 7 € I' N R, A, est réelle définie positive; quitte & diminuer I', la 3éme inégalité de
(4) entraine Re(A;) > 0 donc det A, # 0. Pour ¢’ = Xz’ ¢} € Ey, on pose

(7) q(z,0,¢)="t2' A1’

qui ne dépend pas de la base B choisie (si B est une autre base de Eg, P la matrice de
changement de base de B & B, la matrice de changement de base de B’ & B est P =tp-1
et la matrice A de ¢ dans la base B est A =tPAP).

Définition 2. On appelle ¢’ la métrique duale de q.

On a alors les résultats suivants.

Lemme 1. Soit g une métrique tempérée sur E. Alors sa métrique duale q’ est tempérée.
Si de plus q; € O(rPq) alors (g + q1)' — ¢’ € O(r?¢).

Soit ¢ une métrique tempérée, § € N, B une base de Ey, A, la matrice de ¢(z, 6, -)
dans la base B. On définit une fonction sur I' x N (T" petit) en posant

0 0
(8) e log det g = . logdet A,

(si P est la matrice de passage de B & B, on a log det A, = log det A, + 2log | det P)).

Lemme 2. Soit ¢ une métrique tempérée sur E. Alors z % log det q appartient a A, i.e.
est borné surI' x N.

Définition 3. Une métrique tempérée q sur E est sous-conique ssi il existe vy > 0, ¢ > 0,
§ € [0,1] tels que

(i) Pour tout (2,0) €T' x N on a

9) z% log det g — uo‘ < 26 min (1, g)
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(ii) La métrique duale ¢’ de q vérifie pour tout r e TNR et (6,€') € E’

oq’

(10) o

c
(7‘7 9, 6,) Z ; q/(ra 0, 8/) .
On dira que la métrique q est conique si elle est de la forme q(z,0,¢e) = 22 qo(0, e)

ol qo est une métrique fixe sur E; une métrique conique est sous-conique (on a
vo = 2dim Ey, § =0 et ¢ = 2 dans (9) et (10)).

Plus généralement, on dira que q est quasi-conique si elle est de la forme
q = 2%qo + q1, 2%2qo conique et pour un B3 > 0, ¢ € O(rP2%2qy). On a alors
d’aprés le lemme 1 ¢ = Zqo + ¢}, ¢ € O(r % q) donc %q;} € O(rP1 % q) et
| log det ¢ — log det 22qo| < C|z|P (C indépendant de z,0) donc q est sous-conique.

Remarque. Dans la définition 3, I'inégalité (ii) (10) _%qu > £q' est essentielle pour
étudier la dynamique des rayons dans la région transverse. Par contre, ’hypothese (9)
est purement technique. Elle est utilisée dans la preuve du théoréme de réflexion pour
controler la variation de la forme volume par déformation complexe. Une hypotheése plus

forte et plus naturelle serait

(¢)) 1l existe une densité (> 0) du(f) sur N telle que pour (r,6) € (' NR) x N on ait

(9)’ cr# dp(8) < /et q(r, 0) |df] < =

qui exprime que la puissance de r dans la forme volume /det ¢ |d6| est indépendante de
6 € N, alors que (9) impose une borne sur la variation maximale de cette puissance.

a1}
2

du(0)

Cc

Exemple. Soit E = N xR? le fibré trivial de rang 2 sur N et g, la métrique indépendante
de 0

(11) qb=z°‘m%+2bz%‘lm1m2+z"x§, (z1,72) € R?
b,a, 7,9 constantes réelles avec a +v = vy, a > 0,y > 0, et |b) < 1. On a

qo(r,)(1 — [b]) < au(r,) < qo(r,-)(1 + [b]) et |go(z,-)| < qo(]2],-)(1 + [b]) donc gy est
tempérée. On a 2z ;% log det g = 1 et

- _x -
(12) (1—0%) gy = 27022 —2b277 gy + 22770 g2
donc g est sous conique ssi on a

(13) b2<4(1—%)<1—}0)=£—1)2. &
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En particulier, cet exemple montre que si My est un endomorphisme de E et ¢
sous-conique, la métrique tempérée G(z,6,e) = q(z,6, My(e)) n’est pas nécessairement
sous-conique. Le caractére sous-conique est toutefois stable par petite perturbation, car

on a le

Lemme 3. Soit qo une métrique sous-conique sur E, q; une métrique qui vérifie les
points i) et ii) de la définition 1. Il existe alors € > 0 tel que si q; vérifie

(14) Vz,0,e lg1(z2, 0, ¢€)| < elqo(z,0,€)|

la métrique q = qo + q1 est sous-conique.

I1.2. — Coordonnées sous-polaires

Soient N une variété analytique réelle, dimN = d — 1 et I' = I'(r,y) un secteur
complexe; on pose I'r = I' MR et on diminuera I' un nombre fini de fois par la suite.

Pour z,y € C? on note (z|y) la forme quadratique complexe

(15) (zly) = Zz;y;
et on pose
(16) z? = (zlz), |z|* = (z[z).

Définition 4. On appelle “systéme de coordonnées sous-polaire” une application de
I' x N dans C¢ de la forme

(17) (z,0) — zH(2,0), H(z,0) = Ho(0) + 2° Hy(z,06)
avec 3 > 0, Hy analytique de N dans R?, H; € (Ar)?, vérifiant

(i) (r,0) — rH(r,0) est & différentielle injective de Tg x N dans R¢.
(ii) 6 — |Ho(0)| est & valeurs dans un compact de R .

(iii) II existe ¢y € [0,1] tel queVz € T, V(6,e) € TN on ait

(Ho(@)le)| < 2| Ho()llu] avec u = ST (2, 0)[e]
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(iv) II existe ca > O tel que V(6,e) € TN, Vr € 'y, Vz € T' vérifiant § < [2| < 2r on
ait
OH OH
= < Co | — .
|55 (2 0)lel| < 2| Z (r, 0)e]|

Un systéme de coordonnées sous-polaire (z,6) — zH(z,8) sera dit “quasi-polaire”
s’il vérifie

(18) 0 — Hy(0) est a différentielle injective de N dans R?.
Exemples.
a) d=2, N =]-2,2[

(2,0) — (z1=2,22 = 23 0) est sous-polaire;
'image de T'g x [—1,1] est (prés de 0) le cusp {z1 > 0; |z2| < a:lg}
b) d=2, N =] - 2m,2n|

. 3 . 0 : :
(2,0) — (xl =z cosf, zo = zsinf + 22 sin —2-) est quasi-polaire;

I'image de I'r X [—, 7] est (prés de 0) le complémentaire du cusp {(0,0)}U{z1 < 0, |z2| <

12 }.
¢) d=2, N =] —2m,2n|
0
(2,6) — (:1:1 = 2z cos, £o = zsinf + 2% sin 5) est quasi-polaire;

I'image de I'r x [0, 7] est (prés de 0) {z1 > 0, z2 > 0} U {z1 <0, z2 > z%}\ (0,0), dont
le bord est formé de deux demi-courbes tangentes & l’origine.

d) d=3, N ={(61,0:) € R?, 6% + 62 < 2}
(2,0) — (:vl =2,T9 =201, 23 = 2% 92) est sous-polaire;

I'image de T'g x {#% + 62 < 1} est le cone quasi-homogene {z1 > 0; z1z3 + z3 < z3}.

Le lemme suivant permet de séparer au premier ordre les variables normales (r)
et angulaires () par changement de paramétrage.
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Lemme 4. Soit (z,0) — 2H(z,6) un systéme de coordonnées sous-polaire, (z,6) €
' x N, T =T'(ro,70)- Il existe un changement de variable a la source de la forme

(19) (w,0) — (2,0); z=wG(w,0); G =Go(8)+w’Gi(w,0)

défini sur IV x N, IV = T'(ry,75), 76 <K To, Yo <K 7o, avec Go analytique de N dans
[a,b] CR%, G1 € A, Gi(p,8) € R pour p € T', tel que si on pose

(20) j(w,8) =wV(w,0); V(w,)=G(w,0)HwG(w,80),0)
on ait

(i) (w,8) — wV(w,0) est un systéme de coordonnées sous-polaire et
(V(w,0)|V(w,0)) = 1.

(ii) Si dz? désigne la métrique euclidienne sur R%, on a

(21) 5*(dz?) = dp® + q(p,-) + O (dp® + g(p,))
ot q(w, 0, e) est la métrique tempérée sur TN définie par

2 0H

(22) q(w, 8, ¢) = IH:JT)P(HGuIng), u= 5 (WG (w,0),0)]

I1y désignant le projecteur orthogonal

(23) M(u) = u - m}%(%)T (Ho(0)u).

(Pour définir le O dans (21), on considére dp? + q comme métrique tempérée sur
R@TN.)

(iii) D’aprés (i) j induit un isomorphisme j de T*(T'g x N) sur (I x N) x T*R¢.
j
Alors, si & désigne la k°™° fonction coordonnée sur la fibre de T*R¢, on a
(24) & 0 j(p,0,0,€¢") = E(p,0) o + Lk (p, 6, ¢')

ou &) € Arv, Uy est linéaire en €, s’étend holomorphiquement en p 4 w € T' et
vérifie, q' désignant la métrique duale de q sur T* N

(25) AM, V(0,e)eT*N, Yuw,p,

NI

< |w[<2p
1
20

|k (w, 6, €)| < M(q'(p,0,€"))
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Définition 5. Avec les notations du lemme 4, on appelle métrique angulaire as-

sociée au systéme de coordonnées sous-polaires zH (z,0) la métrique tempérée sur TN,
2 .

9= T (Mpu|Mpu) (voir (22)).

Définition 6. Le systéme de coordonnées sous-polaires (z,0) — zH(z,0) est dit strict
si on a l'identité (H(z,0)|H(z,0)) = 1. Dans ce cas, si § est la métrique tempérée sur
TN

(26) i(2.0,0) = 2(ul), u= 20 (2,0l

et q la métrique angulaire, on a § — q € O(rPq).

I1.3. — Géométries admissibles

Soit m € @\ w, gm la métrique induite par g sur la fibre L,, en m du fibré normal

a la strate Sim), @ = |J Sj la stratification fournie par I’hypothése (H.1). Quitte
1€I(m)
3 effectuer un changement de variable linéaire en z’, on peut supposer que g, est la

métrique euclidienne standard sur R%, ce que nous ferons.

Définition 7. On dit que le couple ((D’ = U S{,gm) est sous-conique s’il existe
1€Il(m)
une variété analytique N, un compact K de N, un systéme de coordonnées sous-polaire

(2,0) — j(2,6) = zH(2,0) deT x N dans C%, un voisinage U de I'origine dans &' et un
ro > 0 tels que

(i) j induit une bijection de |0, ro[x K sur (@' NU) \ 0.
(ii) Vi € I(m)\ i(m) 3%; C K vérifiant |0,7o[xZ; = j~H(S! N V).

(iii) La métrique angulaire associée & (2,0) — zH(z,0) est sous-conique (voir les
définitions 3 et 5).

L’hypotheése (ii) signifie que les strates S; (différentes de la strate Szf(m)
{z' = 0}) sont des réunions de courbes 6§ = Cte, paramétrées par . Comme la restriction
de j A I'g X N est a différentielle injective, et que j induit une bijection de ]0,7o[xX; sur
S!NU, les X; sont des sous-variétés de N de codimension codim(X;) = codim(S;), Xo
est ouverte, K = ¥ et UY; est une stratification de .

Remarque 1. D’apres le lemme 4, on peut toujours supposer dans la définition 7 que
(2,6) — zH(z,0) est strict, i.e. vérifie (H|H) = 1. Le point (iii) est alors équivalent &

(iii)’
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(iii)’ la métrique q(z, 0, e) = 2%(ulu), u = %—Ig (z,0)[e], est sous-polaire

et on a alors

(27) 3*(dz?) = dr? + ¢ + O(rP(dr? + q)).

Remarque 2. Soit g2, une autre métrique sur L,,. Alors si (&', gm) est sous-conique,
(@', g2,) lest si g2, est assez voisine de gp,.

Remarque 3. Si dans la définition 7, le systéme (z,0) — zH(z,0) est quasi-polaire,
alors (iii) est automatique car la métrique angulaire ¢ = w?qg + q; est quasi-conique,

avec

1 O0H,
(28) q0(6,€) = W(Heumeu), u= -50—0 el; @ €0(Puwiq)

de sorte que dans ce cas, (@', gm) est sous-conique pour toute métrique gy,.

Dans les exemples suivant, on choisit la stratification évidente.
Exemple 1. Soit w’ I'ouvert de R3

W' ={z3 >0} \{z1=0et z, > 0}

représentant un demi-espace privé d’un écran. Cette situation est quasi-conique; en effet,
il suffit de choisir pour NN la sphere S? et d’utiliser les vraies coordonnées polaires.

Exemple 2. Soit w’ 'ouvert de R?

3
W' ={z1 > 0;|zo| < 27}
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En utilisant le systéme sous-polaire de 'exemple a), (§. II.2), on vérifie que (&', g) est
sous-conique pour tout g.

Exemple 3. Soit w’ le cone quasi-homogene de R3
W' = {z1 >0,z123 + 23 < z}}.

En utilisant le systéme sous-polaire de I’exemple d) (§. I1.2) et 'exemple du §. II.1, on
vérifie que (&', g) est sous-conique si g est proche de la structure euclidienne standard.

Exemple 4. On choisit N = {0 = (61,6,) € R%; || < 3} et on pose, avec a > 2

7.91 +a 7.02 +a

y T

j(r,0)=(z1=r, Ty = )€R3

logr 8= logr

1 1
W' = {j(r,0); o<r< 5; |9| < Z}
Alors j est un systéme de coordonnées sous-polaires, et la métrique angulaire associée
q = r201+9) |dg, |2 4 r2(02+a) |dg,|? est sous-conique. On a

V/det q(r, 0) |df] = r¥1 %2722 4g, 4o,

de sorte que (9) est satisfait, mais pas (9)'.
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