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1. Introduction

L’objet de cet exposé est de présenter des théorémes d’unicité dont la motivation
provient de la théorie du contrdle pour ’équation des ondes. En effet considérons &
titre d’exemple 'opérateur P = O+ ¢(t,z) ot 00 = 82 — A,. Si c est une fonction
analytique, le théoreme de Holmgren assure I'unicité de la solution du probleéme de
Cauchy relatif & n’importe quelle surface C? non caractéristique. Si ¢ est seulement
C® c’est le théoreme de Hormander ([H1], IV, chap. 28) qu’il faut utiliser et il est
facile de voir qu’il implique 'unicité a partir de toute surface initiale de type espace.
Par contre, si on consideére, par exemple, la surface S = {x; = 0}, les hypotheses
du théoreme de Hormander (la pseudo-convexité) ne sont plus satisfaites et Alinhac-
Baouendi [AB] ont construit deux fonctions C™ ¢ et u telles que (O + ¢)u = 0
pres de Porigine, ujz, <o = 0 et (0,0) € supp u. Cependant il a été observé par
Robbiano [R] & la suite de travaux, en particulier de Rauch-Taylor [RT] et Lerner
[L2], que si ¢ ne dépend pas de t on a 'unicité pour O+ c¢(z) relativement & la surface
z1 = 0 et méme & des surfaces voisines. Hormander [H2] a légerement étendu ce
résultat, mais c’est & Tataru [T]| que 'on doit le meilleur énoncé, c’est-a-dire I'unicité
par rapport a toute surface non caractéristique. En fait le résultat de Tataru est
beaucoup plus général et concerne les opérateurs d’ordre m dont les coefficients sont
partiellement analytiques. Cependant malgré leur généralité il est rapidement apparu
que les hypotheses faites par Tataru n’étaient pas adéquates. Le but de ce travail a
été d’améliorer les résultats de Tataru. En particulier 'un de nos résultats contient,
comme cas extrémes, les théoréemes de Holmgren et de Hormander évoqués au début ;
I’autre s’applique a ’équation des ondes relative a une métrique dont les coefficients
sont C* et partiellement localement holomorphes. Pour terminer cette introduction
il faut noter que notre méthode, basée sur la théorie de Sjostrand [S1] [S2], est treés
différente de celle de Tataru et enfin qu’en utilisant un raffinement de la méthode de
Tataru, Hormander [H3] & récemment obtenu des résultats analogues aux notres.

2. Les énoncés

Soient ng,, ny deux entiers avec n = ng + np > 1. On notera R® = R™ x R™ et
z = (Tq,7p) € R*. Soit P = P(z,D) = P(Za,Tp, Dz, D) = 31 01<m da(z)D* un
opérateur différentiel d’ordre m de symbole principal p. B

On supposera donc ce qui suit

(2.1)

pour || =m, aq est analytique en z, et C™ en .
pour |a| <m —1, a4 est analytique en x, et L™ en .

Soit S une hypersurface C? localement donnée par
S ={z: p(z) = p(z0)}, ¥'(z0) = (¢a(T0), ¥3(z0)) # 0 .

Comme d’habitude {, } désignera le crochet de Poisson.
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Théoréme A.—

On suppose en outre

(H.1) {7, p}(=; (0, &) < Cléol™ " Ip(w; (0, &)
' pour tout = € V,, et pour & € R™ .
(i) np=0ouny > 1etavec X = (2°(0,&)) ot & € R™ \ {0}
p(X) = {p, p}(X) = 0 implique Re{p, {p, p}}(X) > 0
(H.2) |

i1) Soit ¢ = (zo; (i, (0), & + (o)) ot & € R™. Alors p(() =

{.#}(0) = 0 implique 5 {5, — it/ (), (a, € + i (2))} ory >0

=(0,£p)

\

(H3) Suré&, =0 p ne dépend pas de z,.

Alors si u € C™(V) est telle que Pu =0 dans V et supp u C {x € V : p(x) <
(xo)} il existe un voisinage W de xo dans lequel u = 0.

Théoréeme B.—
Supposons
(H.1) p(zo;(0,&)) est elliptique
(H.2) ii) comme au théoréme A.

On a alors la méme conclusion qu’au théoréme A.

Remarques

i) Le théoreme A contient le théoréme de Holmgren (n, = 0) et le théoréme de
Hoérmander (n, = 0).

ii) Le théoreme B s’applique & ’équation des ondes & coefficients analytiques en
temps et a toute surface non caractéristique.

iii) Tataru [T] a montré le théoreme A lorsque p est réel et ses coefficients ne dé-
pendent pas de z,, et le théoreme B lorsque les cogfﬁcients de p sont analytiques
dans R™ & croissance & l'infini contrélée par el®el”.
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3. Les preuves.

Elles sont basées sur des inégalités de Carleman c’est-a-dire des inégalités L?
avec poids. Cependant, contrairement a Tataru qui utilise des poids pseudo-diffé-
rentiels, les notres sont ceux utilisés usuellement dans la théorie. Dans ce qui suit on
supposera xg = 0, p(zg) = 0.

Lemme 3.1.—

11 existe ¢ polynome de degré deux en x tel que

(3.1) ¥(0) =0, ¥'(0) = ¢'(0) .
Soit X = (05 (iv),(0), &y + 110;(0)), alors

(32)  p(X) =0 implique ={ple,& ~ i/ (2)),p(as €+ 0/ @)} oy >0

=(0,£p)

(3.3) {reV :¢(x)=0}C{zeV:p(x)>0},V voisinage de zéro .

De plus, par homogénéité (3.2) est encore vraie avec le méme v si on remplace
Y par py ou p > 0.

Soit u une solution de Pu = 0 avec supp u C {z : ¢(x) < 0}. En posant
w1 = x(¥(x))u ot x est une troncature convenable, on se ramene au cas ou u; € C§°
et Puy = f ousupp f C{z:—e <¢(xr) < -5} On pose alors u; = e~ o d’'ou 'on
déduit Pu; = e ¥ Pyo.

Dans tout ce qui suit les opérateurs seront quantifiés en Weyl et en semi-classique.
Comme o.(P) = p(z, A§) et que 9 est quadratique il résulte de la formule de Segal
que o (Py) = p(x, A& + iy’ (x)).

Etape 1 : transfert dans le domaine complexe.

On utilise la théorie de Sjostrand [S1] [S2] concernant la transformation de FBI
et les opd dans le domaine complexe. On utilisera le transformation de FBI partielle
classique i.e. pour v € CP(R") et A >0

TU(Zaagjb) = [{(/\) /6_%(%—%)2”(?/(1’ 37b)dya

ot K(\) est un facteur de normalisation.

Voici quelques propriétés classiques de cette transformation :
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Tv est C™ en 1, entitre en z, € C™ et en posant ¢(z,) = 3 (Im z,)?

tous N, M € N

on a pour

(3.4) ITv(2a, )| < Cnpr < 20 > N< @ >™M A(E0) =2 [d(Reza,supp v)]*

Ensuite T est une isométrie de L2(R", H*¥(R™)) sur L((C"e,e~*®(2e) [(dz,)),
H®(R™)) pour tout £ € N. Enfin T*T est l'identité sur L?(R") et T*T est la
projection de L% = L2((Cte,e *®(Z)[(dz,)), L*(R™)) sur L2 NH(C?) ot H dé-
signe I’espace des fonctions holomorphes.

T peut étre vue comme un opérateur de Fourier intégral de transformation
canonique complexe kr. Cette transformation est un difffomorphisme des sous-
variétés I-Lagrangiennes et R-symplectique T*R™ et Ag = {(24,&,) € C? : ¢, =
— Im 2,} ; on a en fait kp(z4,&,) = (T4 — €4, &) La proposition suivante, essen-
tiellement due & Sjostrand ([S2] Prop. 1.4), montre comment 7' conjugue Popérateur
différentiel Pj.

Proposition 3.2.—
On a TP\v = f’,\TU ou

A
P)\T'U(g;a,xb): <%) // iA(@o—Yb)-Eb // dypdé€s

=_Imu_tm
ou

w = eAEa—va) o, (% +i€a, Ty AE + XY (f—g—fﬁ + z‘éa,xb)> :

- Tv(Yar Yb)dya A d€q -
Les intégrales ci-dessus étant & prendre dans le sens oscillant.
Etape 2 : la localisation.
C’est le point clef de la preuve des théoremes A et B.

Proposition 3.3.— (Cas du théoréme B).

II existe d > 0, il existe x € C§°(C*a),x = 1 si |za| + |€a] < 20d, x = 0 si
|| + |€a] > 30d tels que si 'on pose pour n > 0

aretam = (£2) [ [eremmo [ [, ) s,

€a=—(1+n)Im2af¥a
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on a _ _ _
P\Tv = Q\Tv + RTv + §x

) _ Cn, -
e T RAT ol 2(ene xres) S S lle™> PP T 0l L2ce m o)
“e—A(1+7))‘I’gHL2(Cna xR™b) < Ce—.)\UH'U||L2(Rna,Hm(R"b))

ot o dépend de d et 7.

Dans le cas du théoreme A, grace a 'hypothese (H.3) on peut remplacer, dans
la proposition ci-dessus, H™ par H™~1.

La preuve de la proposition 3.3 est assez longue ; elle utilise plusieurs change-
ments de contour dans le complexe, tout d’abord pour passer de la variété {(x4,&,) :
€0 = —Tm =200} & {(,€0) : €0 = —Im 24 |Rey,| < 2d, |l y,| < 2d, |Re(zq -
Yao)| < d, |Im (2, — ya)| < d} puis & {(24,&) : € = —(1 +n) Im Zot¥2} La con-
trainte étant de rester constamment dans la zone d’holomorphie des coeflicients de p
afin qu’en utilisant le théoreme de Stokes, la forme w reste inchangée.

Etape 3 : retour vers le réel.

Le retour vers le réel se fait a 'aide de la transformation de FBI TT;* ol

Tnv(xa’wb) ] K()\) / 6_%(1+n)(ma—ya)2v(ya,:Eb)dya ‘

Il existe @ opérateur pseudo-différentiel en x, € R"*, différentiel en z, € R
tel que @ \Tv =T,Q \w ou w =T Tv.

Il est facile de voir que, dans le cas du théoreme B le symbole de Weyl semi-
classique de @) est

72(@3) = (w0 = o) (- a4 i (00— o))

Dans le cas du théoréme A on a
0(Qn) = P (00 760) + X (0 = o a) 8" (0 o 1, € 1)
sc m 9 1 + 77 1 + 77 M Y b M

ol p,, est un symbole différentiel de degré m en &, et p” est de degré < m — 1 en §&,.

Etape 4 : les estimations de Carleman.

Le résultat principal de cette étape est le suivant.
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Théoréme 3.4.—

Soit 13,\ lPopérateur défini dans la proposition 3.2. Il existe des constantes posi-
tives Cy, Ca, Ao, €0, M0, 0 telles que pour v € C§°(R™), avec supp v C {x : |z| < €} et
tous A > Ag,0 < n < ng on ait

(3.5) HTUH (CraH (R™)) = < Cl)\”P/\TUH o + Coe™? (Th. B)

(1+ )¢

(3.6) T2, Cal)\TUII + Che™?9 (Th. A)
+n)®

e (CresHTT L(R)) =

ott HP(R™) = {v € L% : (A2 + |&|*) %0 € L*(R™)} et L%1+n)<1> siginifie que ’on a
mis la mesure e AN (dz,) sur Ce.

Esquisse des preuves des inégalités.

Commengons par celle relative au Th. B. Remarquons tout d’abord qu’il suffit,
d’ apres la proposition 3.3 de prouver (3.5), (3.6) avec Q » & la place de P,\ Ensuite on

al|QaTollz = [|Qxw||p2n) et ||To]| L2

(1+n)e s H™(R™0)) — ||w||[z2(R"a,Hm(R”b))-

(14ma(Ce

La preuve de l'inégalité nécessite quelques lemmes. Le symbole de Q) s’écrit
A" (2, €) + A gy 4o

Lemme 3.5.—

Sous les conditions du théoréeme B il existe des constantes positives ng, €, C1Cy
telles que pour 0 < n < ng et (x,£) € R®™ tel que |z| + |£4| < € on ait

lgm (z,8)] > C1 < & >™ si|&| > Co

am (05 (0,8)) = 0 = {qm(w £);am(z,6)} ==0 >0

“( €b)

Lemme 3.6.—

Sous les conditions du lemme 3.5 il existe des constantes A, d, g positives telles
que pour (z,€) dans R?" tels que |z|+ |€,| < €0 on a

1
A|qm(x,§)12 + E{q—m»Qm}(x,g) >0 <& >2m

Preuve. Par ’absurde en utilisant le lemme 3.5.
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Lemme 3.7.—

Soit Q@ = Op¥(gm). Il existe des constantes Cp,C1, Ao telles que pour tout
u € S(R™) et A > Ag on ait

% - C
71(0101,(}((1 —0) < & >*™)u,u) 2wy + ||QullZ2gn) > _/\EHUH%z(Rna,Hg(R%))

ot O(x,&,) € CP,0 =1 si |z + €] < €1,0 =0 i |z| + €] > €0 et HH(R™) = {u €
L2 (1+ 8% a e 12(R™)).

Preuve. On utilise le lemme 3.6 ainsi qu’un inégalité de Garding “elliptique” dans
2

la classe de Hormander S(m, g) ou m =< &, >?™ et g = dx? + d€2 + <—sz>—2

Fin de la preuve de I’inégalité (3.5).

Elle consiste seulement & montrer que si u = T;Tv € p(R"), pour tout N € N
(38)  OP((1 - 0) < & >*™)u )| < Sav|[Tulf +0(e™)
. '3\ b yUjr2| = N L2, 5(Cre H™) .

Ceci se démontre en passant dans le complexe et en utilisant des déformations
de contour pour montrer que, modulo des termes d’erreurs qui sont majorés par le
membre de droite de (3.8), le membre de gauche est nul.

La preuve de l'inégalité (3.6) correspondant au théoréme A est plus difficile
car, au lieu d’utiliser une inégalité de Garding “elliptique” comme ci-dessus on doit
avoir recours a une inégalité de Fefferman-Phong dans les classes S(m, g) ci-dessus ; la
difficulté essentielle étant que pour celles-ci on a h = 1 alors que 'opérateur a considé-
rer est dans S(< & >2,g). On doit alors avoir recours & une délicate procédure de
localisation qui engendre des erreurs dont on montre qu’elles sont controlables.

Etape 5 : preuve de 'unicité.

De D’égalité ﬁ)‘T’U =Tf,avecsupp f C {z: —e < ¢(z) < =5}, et du théoreme
3.4 on déduit qu'’il existe § > 0 tel que

(3.9) HT(C'\WM)“%?H . 0(e™) .

(Ici p est un petit parametre positif).

Soit N = (N,, Np) la normale a l'origine & la surface S. Dans la suite on doit
distinguer deux cas géométriques.
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Cas1: N, =0.

C’est le plus simple ; cela est di au fait suivant. On a
1
(3.10) Y (Ya, To) = Y(Ta, p) + (No + Azo + Bxp) (Yo — o) + EA(ya —z4)?

ou A =,,B = 1.,. On a alors T(e*Yuy)(zq,2p) = e X(@as20) G4y (24, xp) Ol
x(0,0) = 0 et S est une autre FBI encore centrée en zéro, de sorte qu’en restreignant
le domaine, en utilisant (3.9), le lemme de Fatou on montre, en faisant tendre \ vers

+00 que u; = 0 pres de zéro.

Cas 2: N, #0.

La présence de N, dans le 2° membre de (3.10) fait que ’estimation (3.9), par le
méme argument que ci-dessus conduit a une information au voisinage du point pN,
(la ou u, est déja nulle). On est alors conduits & utiliser un argument (utilisé par
Kashiwara dans sa preuve du th. de Holmgren par le lemme de water-melon) basé
sur le principe du maximum (voir aussi [S1]). On revoie & [RoZ] pour les détails.

C. ZUILY

Université Paris-Sud
Département de Mathématiques
Batiment 425

91405 ORSAY CEDEX
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