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Sur la conjecture de Lax et Phillips pour un nombre fini
d’obstacles strictement convexes

Vesselin Petkov

1 Introduction

Soit 2 C R® un domaine ouvert et connexe ayant C™ fronticre S et soit
K=R\Qc{zecR¥:|z|< p}.

Notons par v la normale extérieure de 9§2. Considérons le probleme

Bu =0 sur R x 989, (1)

{(8t2 — Az)u =0 dans R x Q,
U(O,.’II) = fl(x)’atu(oyz) = fZ(w),

avec B=1I1d ou B = a%. On peut associer a (1) un opérateur de diffusion
S()\): L*(8?) — L*(S?), A eR

admettant une continuation méromorphe dans C avec des péles Aj, IA; > 0 (cf. [LP]).
Désignons par A 'ensemble des poles comptés avec leurs multiplicités. L’assertion suivante est
connue (cf. [I4], [I5]) comme conjecture modifiée de Lax et Phillips:

(MLPC) Pour chaque obstacle captif K il existe § > 0 tel que S(A) posseéde un nombre
infini de poles dans le domaine Ds = {z € C: 0 < Sz < 6}.

Cette conjecture a été établie dans certains cas ([G], [12], [I4], [I5], [I6] [F1], [F2]). De
plus, quand K est 'union de deux obstacles convexes et disjoints, il y a des résultats précis
concernant le minimal § > 0 pour lequel on a la propriété dans (MLPC) (cf. [G], [I2], [F2]).
Dans cet exposé on va supposer que K a la forme

K =U% K, K;NK; =0, for i #j, (2)

olt K; sont strictement convexes pour j =1,...,Q et Q@ > 3. Ikawa ([I3]) a introduit la condi-
tion suivante:

(H)  Pour chaque paire 1 < i,j < Q, i # j, I'enveloppe convexe de K; U K; n’a pas de
points communs avec K;, [ #1, | # j.

Si la condition (H) est satisfaite, chaque rayon périodique dans 2 est un rayon réfléchissant
sans segments tangents a 9. Sous la condition (H) Ikawa ([I4]) a démontré (MLPC) pour le
probléeme de Neumann, tandis que pour le probléme de Dirichlet ce résultat a été démontré
([16]) dans le cas quand (H) a lieu et K; sont des boules avec des rayons assez petits (voir aussi
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[I4]). D’autre part, dans certains cas (MLPC) a été établie pour des opérateurs hypoelliptiques
([PV]). On a montré dans [PS1] que pour des obstacles ayant la forme (2) dans le cas générique
pour tout € > 0 il y a un nombre infini de péles A; dans le domaine

{z € C:0< Sz < elog|Rz|, |Rz| > Cc}.

Etant donné un rayon périodique réfléchissant v C Q ayant m., réflexions, notons par d,

la longueur de +, par T, la période primitive de v et par P, Papplication linéaire de Poincaré
associée a . Soit |det(I — Py)| = |I — Py|. Il est facile de montrer qu’il existe des constantes
()

by > 0, bz > 0 telles que
62b1d7 < II_ P7| < €2b2d7.
= {d, : v € E}.

Soit = l’ensemble de rayons périodiques réfléchissants dans Q et soit Lgq

Introduisons les constantes géometriques
do = min distz; (K;, Kj), di =max dist;x;(K;, Kj).
La fonction de comptage de longueurs des rayons périodiques satisfait ’estimation

fH{y€E:d, < q} < e
avec ag > 0 (cf. [I3] et Chapitre 2 dans [PS2]). D’autre part, il est bien connu ([M2], [SjZ1],
[Vol]) qu’il existe uné constante A > 0 telle que
N(r)=t#{}j € A:|)j| <7} < A, (4)

Notons que les constantes ag, b1, b ne dépendent que de la géometrie d’ obstacle, tandis que
A dépend du diametre de K et des constantes dans les estimations coercives pour le Laplacien

dans . Introduisons les distributions
Fp(t) = 3 (~)™ T - B™26(t - d,),
YEE

Fn(t) = Z T, - P7|—1/25(t - dy),

VEE
o D (resp.N) correspond au probléme de Dirichlet (resp. Neumann). Ces distributions

présentent la somme des singularités principales de la distribution
2N €A et for t > 0,

utt) = {Z)\jeA e~*it for t < 0.

(cf. [GM], [M1] et Chapitre 6 dans [PS2]).
Dans cet exposé on se propose d’étudier la fonction de comptage
No,g(’r‘) = ﬁ{)\j EA:0<IN; L6, |§R/\j| <r},

ou la constante § > 0 sera convenablement choisie.
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2 Borne inférieure de Ny s(r)

Dans cette section on suppose la condition (H) satisfaite. Notre but est d’obtenir une borne
inférieure pour la fonction Ny s(r). Soit p(t) € C§°(—1,1) une fonction telle que

p(t) >0, p(—=t) =p(t), Vt€ER, p(t) =1 sur [—ep, €, 0 <€ <1/2,

p(0) =1, p(€) 20, VE€R,

ou p(&) est la transformation de Fourier de p(t).

Choisissons 0 et p tels que 0 < 6 < pu < 1. Aprés soient v > 0 et £ € R fixés de telle
maniere que -1—£—§ < k < —1. Prenons a > k satisfaisant les inégalités k0 < af < k + 1. Dans
la suite les constantes p, 0, a,k, v seront fixées. Soient o > by et § > 2(aod;/do + sa), ot s > 1
est fixé. Posons x = 0/ and introduisons

B—-k+v)

b= ——7-—=,
K

Le choix de a et @ dépend des singularités de Fp(t), Fin(t). Soit o; — 400 une suite telle que
0<ojy1—0;<d, o;€(g—2/3,¢;+2/3), ¢; €N, Vj. (5)

Introduisons la fonction
pj(t) = P(eﬁqj (t- Uj))
et posons
0 U(N) = (U(t), eMp;(t)).

Farhy [F1], [F2] a développé la méthode de Sjostrand et Zworski [SjZ2] concernant les
bornes inférieures des fonctions de comptages de poles. En suivant la preuve du Théoréme 2.4
dans [F2], on obtient

Proposition 1. Soit 0; — 400 une suite satisfaisant (5) et soit by = klnr £ B. Alors
pour r > Ry on a Uestimation

Cir

Nos(r) > Co_min [ IgT(NIdA - G, ©)
o €[b-b4] /1

ou les comstantes positives B, Ry, Cy, C1, Cy dépendent de 3,6,d,0,u et de la constante A

dans (4).

Afin de remplacer dans cette propoition U(t) par la partie principale F4(t), ou A = D, N,
on doit estimer la transformation de Fourier ¢;V()), ot V(t) = U(t) — F4(t). Pour cela on
prouve le suivant

Théoréme 2. Supposons la condition (H) satisfaite. Alots pour tout 0 < € < 1 il existe
une constante C3 > 0, dépendant seulement de K ete, et Ji(a, B,€) > 0 tels que pour |A| < eP¥
et 3 > Ji(a,B,€) on a

GV O] < Crexp (28— cg)oy). ()
0

La démonstration de (7) suit les mémes lignes et les mémes constructions comme dans le

Théoréme 2.4 dans [I5]. Le point essentiel est ’analyse des solutions asymptotiques effectuée
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dans [I1], [I2], [I3] et [Bu]. Le but est de décrire la singularité principale et d’estimer le reste
dans la formule de trace (cf. [BGR], [M1])

ﬁ]()\) = 2Tr p2(goy /R e™op;(t) (cos(tﬁ) 0 - cos(t\/—Ao))dt.

Ici Ag désigne le Laplacien dans R3, tandis que A est le Laplacien dans © avec condition de
Dirichlet ou Neumann sur 0K et cos(tv/—A) @0 s’applique comme 0 sur L?(K). Soit Ey(t, z,y)
le noyau de I'opérateur cos(tv/—Ay), soit E(t,z,y) le noyau de cos(tv/—A) et soit

2 — E(taway), (x,y)EQxQ,

D’aprés le résultat de Melrose [M1] on sait que

(E(t,z,y),0;(t)) € C®(Q x Q).

De plus, si |A| < €%, pour tout j fixé les fonctions {e**'p;(t)} forment un ensemble borné

dans C§°(R™) et on obtient

sup |(E(t, 2, 2), ¢™p;(1))| < Cj,
|z|<R

avec une constante Cj, g dépendant de j et R. Cela permet pour j fixé et || < P9 de trouver
un voisinage O; suffisament petit de 0K de telle fagon que

2) /O (B(t, 7, 7), €y (1)) da| < 7%, (8)

Tenant compte de la vitesse finie de propagation on doit examiner la trace

[ Bt.a,0), e, 0)d, (9)

ou j={ze€Q:|z| <po+g;+1}\0O;.

On considére une partition d’unité dans Q\ O;

S i(z) =1, 0< g;(z) <1, ¥i(z) € CP(RQ)
Jj=1

et on utilise le fait que le noyau E(t,z,y)¥(y) de ]’ opérateur cos{tv/—A )1 admet la représentation
P

Blta, () = [ do [ Bult,z,kw)e 5 p()dk.

Ici u(t, z, k,w) est la solution du probleme (1) avec fi(z) = @(z)e®*@¥) fo(z) = 0 et $(z) €
C§°(2) est égale a 1 sur supp 7.

En suivant la procedure dans [I1], [I2], [I3], [Bu], on construit une solution asymptotique
uN)(t, z, k,w) de u(t, z,k,w) et on examine le comportement des phases et des amplitudes.
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L’analyse des singularités de Fiy(t) est plus facile que celle de Fp(t) parce que les coefficients
ne changent pas le signe. Posons o; = 2jdg € Lo, j € N. Alors on trouve

[(F (), 05 (t)] > 2doe™"7, Vj € N.
D’autre part, pour |A| < e%/2 et J(by, ) > 0 assez grand on obtient
(BN (), (X = e295)p;(1))] =

D D Gl ) Gl k1 S 2 R b=

|dy—a;] <e™P%
ColMe™% exp((ao - b1)(g; + 1)) (g +1) <
C,,eﬂ/2 exp(—(sa +b1)(g; + 1)) (gj +1) < doe™%, Vj > J(by, B).
Par conséquent, pour |A| < #%/2 et j > J(b;, 8) on a estimation
(v (2), 2t0;(0)] > [(En(8), 05(8)] = [(Fw(2), (€™ = €299 ) ()] > doe™5. (10)

En combinant la Proposition 1 et le Théoréme 2 on obtient pour le probléeme de Neumann
le suivant

Théoréme 3. Soit K un obstacle ayant la forme (2) qui satisfait la condition (H) et soit
6 choisi comme ci-dessus. Alors pour le probléme de Neumann et pour r > ¢o on a

Nos(r) > 617"0(%—%) — ¢, (11)

ot les constantes ¢; = ¢;(a, 3,s,0,p,A,C3), i =0,1,2, dépendent de a,f,s,0,u, la constante
A dans (4) et la constante C3 dans Théoréme 2.

Remarque. Le facteur 0(% - %) dans (11) est lié avec le choix de « et ( et probablement
cette borne inférieure pourrait étre améliorée.

Preuve du Théoréme 3. Notons que pour 0; > b_on a
Pul? > e3(@i=2/3) > exp(g(fclnr -B - 2/3)) = Cyr9/?

avec Cy = exp(—g(B +2/3)). Alors V'inégalité |A| < Cy4r%? implique |A| < €P%/2 for 0; €
[b_,by]. Choisissons r assez grand afin d’arranger Cir > Cyr%/2. On déduit de (6) que

Cyr?/2
Nos(r) > Co  min / l(@;U)(A)|dX = Co >
oi€[b-,b4] J1

C4,r0/2 o o
Co, min [ (I EN O] = [V ()])dr ~ G

D’autre part, la borne inférieure (10) de ¢; Fiv () et Pestimation (7) avec € = 1/2 pour ¢,V (})
impliquent pour r et j suffisament grands

Ny s(r) > CoCador?’? [exp(—a(n Inr + B)) —
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~ 2 exp((ands /o — S)(wlar - B))] - €

Le choix de 8 et a donne g - g%g—l > sa et on conclut que

NO,&("') > C;’ra(%__%) [1 — C:;,,.(l-s)om] -G

avec Cy = CoCydge™ P , Cy = i exp((ﬂ/Z — apdy/dp)B ) Pour r assez grand on obtient (11).

3 Singularites de Fp(t) et la fonction zéta dynamique

Dans cette section on va examiner la distribution Fp(t) dans le cas quand (H) est satisfaite.
Ikawa [I4], [I5] a remarqué que I'existence d’une suite 0; — +o00 et des nombres o > by, 8 > «

tels que pour ¢;(t) = p(eﬂqf (t-— aj)) Pestimation

[(Fp(t),p;(t))| > Ce™ ™%, Vj €N (12)

a lieu est liée avec les singularités analytiques de la fonction

Z(s) = Y (~1)™Ty|I — Py|7%e~%, s € C.
YEEZ

De plus, ’assertion que Z(s) n’est pas une fonction entiére est une condition suffisante pour
(12) (cf. [15]). D’autre part, Z(s) est présentée par une série de Dirichlet, donc il existe une
abscisse de convergence absolue h, € R tel que pour Rs > h, la série Z(s) est absolument
convergente. Soit P, (resp. P-) Pensemble des rayons réfléchissants périodiques primitifs
ayant un nombre pair (resp. impair) de réflexions et soit P = P, U P_. Etant donné v € P,
désignons par A,;, ¢ = 1,2, les valeurs propres de I’application de Poincaré P, plus grandes
que 1. Pour Rs assez grand et v € P fixé on obtient

00
Z (_l)mr.,“' _ Pfy|—m/2e—msT —

m=1

exp(—2sT. )( (/\k+1/2)\p+1/2) exp(sTA,)) oo

o0 oo
Z Z /\2k+1)\2p+1 = Z Z Zk,py(5) (13)
k=0p=0

exp(—2sTy) k=0p=0

avec .
. 0 siyePy,
T l1siyeP_.

Notons que la série (13) converge dans C dans le sens de convergence des fonctions méromorphes.
La singularité principale de Z(s) est donnée par la somme

Zo(s) =Y TyZopq(s) =Y. 3 (=1)™rTye ™ Tr=5v),

YEP YEP m=1

ol 8, = —%log(,\,y,l/\%z), car les termes avec k + p > 1 sont absolument convergents pour
Rs > hy —€, € > 0. Notons que dans [I6] Ikawa a examiné la fonction Zy(s) dans le cas quand
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K sont des boules avec des rayons suffisament petits.

Introduisons les fonctions
o0

() =expS Y % —m(sTy—6y) _ H7EP(1 R ) ’
YEP m=1

S) = exp Z Z —m(sT«,—é-y) — H’yE’Pi (1 — e~ 5Ty+6 ) ,

YEP+ m=1

(o, (s) =exp ) Z

YEP- m=1

-1
e~ 2m(sTy=6y) _ =Iep_ (1 . e—sty+267)

Pour Rs assez grand on a

0 = (15 )

donc pour analyser les singularités de Zy(s) pour Rs > h, — € on doit étudier la fonction

B(s) = ?‘8 (o, (5).

Nous avons besoin d’introduire certaines notations de la dynamique symbolique. Soit

[A(i’j)]ij: _,ume Q x Q matrice telle que
. [1sit#y,
A7) = {0 si = j.

Considérons les espaces
Yqa= {f € Hi—z
Sh={¢=(,6,..): A

Pour tout £ € ¥4 il existe un rayon captif v(£) unique avec des points réfléchissants sur
qui suivent Pordre dans la suite £ = (...,&_1,&;, €41, ...) (cf. [I3]).

{1,.,Q}: A(&,&+1) =1},
(&, &i+1) =1, Vi >0}

o OK;_1,0K;,0K; 41, ...
Soit P;(£) le j-éme point de réflexion de y(¢) et soit

F(&) = 11Po(&) = PO

Il a été montré dans [I3], (cf. aussi [Bu]) qu’on peut construire une suite de fonctions phases

{(p&](m)}J_—-om lv:c(Pg,J(x)l =1

ayant des fronts d’ondes
Cei(z) ={y: ve,;(y) = p¢,;(z)}
strictement convexes au voisinage du segment P;(€)Pj1(£). Soit G¢ j(z) la courbure de Gauss

de C¢ j(x) en z et soit
9(6) = 5 108 (Gea(P1(€))/Geol Fa(©))) =

~ 308 ((1+ F©OmO)1 + FEma(e)) < 0, ¥ € 34,
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ou k;(€), 1 = 1,2, sont les courbures principales en Py(¢) du front d’ondes des fonctions phases
<p‘€’f’0(x). Désignons par o4 Popérateur de la translation a gauche dans ¥ 4 déterminé par

(048)i = &1 ,Vi € Z.
On considere aussi g4 sur Ej avec
(048)i = &1 ,Vi > 0.

Alors si v = y(£) est un rayon périodique réfléchissant avec n points de réflexions on a

dy = f(€) + f(oal) + ... + f(a7718) = F(8),

= g(&) + g(oal) + ... + 9(c71) = g™(¢).

Etant donnée une fonction h(¢) déterminée sur ¥ 4, on pose

vara b = sup{[h(€) — h(n)] : & = mi for |i] < n}
et pour 0 < 0 < 1 on introduit

vary
1£llo = sup —7— 0n » Nhllo = Sup 1R(E)], NllRllle = lIRlleo + lIAll6-

On considére les espaces de Banach F3(24) C C(Z4), Fo(E}) C C(Z}) munis avec la norme
l|k]|le et on peut montrer que f(¢), g(£) € Fyg(X4) avec certain 0 < 6§ < 1 dépendant de
la géométrie de K. On ne doit pas confondre § avec la constante @ utilisée dans la section
précédente. 1l est bien connu que si h(€) € Fy(Z4) on peut trouver h, x € Fo1/2(L4) telles que

h(€) = h(€) + x(0.a8) — x(&)

et de plus h(¢) € Fp172(Z%) dépend seulement des coordonnées (£p,£1,..). Dans ce cas nous
allons écrire h ~ h. Ici est dans la suite on utilise les notations de [PP].

Posons
0'/2 =01, Fo,(T}) = F;, Fixp = Fix off

et soit f~ f, g~ gavec f, € .7-'(;';. . On peut écrire (cf. [PP], Chapitre 6)

¢(s) = expG(s), G(s) = Z v o= sfmE+T™ ().

E €Fixm,

En appliquant les résultats de [PP], Chapitre 7 on conclut que G(s) est absolument convergent
pour Rs > sg. Ici s est déterminé d’une mainiére unique par 1’égalité P(—sof + g) = 0, ol
P(F) désigne la pression de F et la fonction R 3 s — P(—sf + g) est srictement décroissante.
De plus, le flot of sur 'espace suspendu E£ est faiblement mélangeant (cf. [St2]) et d’apres
[PP], Théoréme 6.4, la fonction ((s) posséde un pole simple en s = so. Les résultats de [H],
[PP] impliquent que ((s) est méromorphe dans le domaine

1
Dy ={s€C:P(-Rsf+g) < —2-[10g9|}
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et on voit facilement que

| log 6]
——} C Dj.
2Nl

Soit —sf +§ = F, = Uy + 1V, avec Uy = —Rsf + §. Les singularités de ((s) dans D; sont
liées avec les valeurs propres de I'opérateur complexe de Ruelle L; = L : .7—';; — .7-";1'
déterminé par

{s€eC:Rs> 50—

~sf+3
(Lsu)(€) = Y I DMy(n), ue 7.
can=¢

Le spectre de Ls (cf. [PP]) est formé de deux parties:
(i) spectre essentiel qui coincide avec le disque {z € C: |z| < 6;€F (U*’)}.

(i1) valeurs propres isolées A;(s), ¢ = 1,..., N(s), ayant multiplicité finie v;(s) inclus dans
le disque
{z€eC: 6,ePUs) < |z] < eP(U‘)}.

Considérons

Cm(s) = Z eF ),

£€Fixm

Etant donné § € Dy, on écrit dans un voisinage W assez petit de §
Gm(s) = ¢D(s) + ¢ () + ¢ (s),

I (5)] < Crpexp(PU))™, [¢5D(5)] < Com(pexp(P(U;))™, ¥m

avec 01 < p < 1 tel que L, n’a pas des valeurs propres A du module |A| < pexp(P(Us)), s € W

(cf. [H], [PP], Chapitre 10). En choisissant p assez preés de 61, on peut arranger pexp((Us)) <
1, s € W. Alors les séries ZW(s) = 3.2°_, % ,(:L)(s), 1 = 1,2, sont absolument convergentes

dans W. Pour CT(,?)(S) on a la représentation

N(s)
() = D" wi(s)AT(s).
=1

Les valeurs propres A;(s) et les multiplicités v;(s) ne sont pas des fonctions analytiques de
s € W, mais les fonctions

o) = IO (1= 0()™, w(e) = D (14 00)) ", sew

sont analytiques. Si ¢(s) # 0 on aura
=01
70(s) = 3 —(B(s) = —logo(s)
m=1

donc pour tels s on déduit ((s) = ;(l—sjV(s) avec V(s) # 0 analytique dans W. Par conséquent,

les singularités de ((s) dans W sont liées avec les points s € W, ou A;(s) = 1 pour certain
i=1,...,N(s).
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Maintenant passons vers ’étude de (4(s). Il est clair que

= exp Z Z ..szm(£ +92m({) — eXp Z lCQm( )

EElegm 1

Alors si p(s) # 0, 1(s) # 0, on obtient

209 = 3 2 6) = 2 (log((s)(s))

1 2m 2

et 1 (s)
Oy — 70 () 7Oy — _ 2 P
29(s) = 20(s) = 2(5) = =3 (Lo 5:5))-

Les séries Z((_B)( ) = Yoo 5%(52;(3), ¢ = 1,2, sont absolument convergentes et si ¥(s) # 0 on
trouve Co(s) )

+\$s

=—Vi(s), seW
EORETOIOY

avec Vi(s) # 0 analytique dans W. De telle maniére les singularités de la fonction (%% dans
D; sont engendrées par les valeurs propres A;(s) égales & —1. D’autre part, on sait que (—1)

n’est pas valeur propre de 'opérateur L,,, donc g_ (z est analytique dans un petit voisinage de

. L’idée d’utiliser les fonctions Z( )( ) pour analyse des singularités m’a été suggerée par
F. Ledrappier (cf. [BL]).

En appliquant le méme argument pour la fonction

-—2 T,—6
— exp Z m(s Y ‘Y),
’YE'P

on conclut que (2(s) est analytique et différente de 0 pour Rs > sy avec sy < s et que (3(s)
aura un pdle simple en s = s3. Le nombre sy est déterminé par I’équation P(—2syf + 2g) = 0.
Il est clair que so > 0 implique s3 < sg. D’autre part, il y a des exemples quand so < 0 (cf.
[I3]). Notons que l'opérateur

(Ms,u)(€) = Z (25254200 () w € .7-';:
gan=§

possede une valeur propre simple p(s3) = 1 et Pargument ci-dessus montre que (2 _(s) aura
une singularité essentielle en s = sy. Car ®(s) doit étre méromorphe au voisnage de sp on
conclut que sg < sgp — €1 < sg. De telle fagon les singularités de ®(s) preés de la ligne Rs = s
sont liées avec les valeurs propres A;(s) = —1.

Comme dans [Po], Proposition 7, en utilisant la méthode de petites perturbations on peut
démontrer ’existence des poles de ®(s) arbitrairement prés de la ligne Rs = sg sous la condition
que

- —itf _
inf e + 1]l =0. (14)

La condition (14) est plus difficile & satisfaire que celle dans [Po]. D’autre part, dans le
cas quand la fonction f(¥X4) = {a1,...,aq} prend un nombre fini de valeurs rationnellement
indépendantes on peut arranger (14). Aprés avec petites perturbations on pourrait traiter des
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cas quand K est formé par des petits boules [I6]. Il semble intéressant mais difficile d’examiner
les singularités de Z(s) en exploitant aussi les singularités des termes Zj , ,(s), k+p > 1 qui
peuvenet étre mis dans une forme pareille a celle de ®(s).

Pour l’existence de la suite o; et des nombres o, 3 tels que (12) soit satisfaite 1’existence
des singularités analytiques de Z(s) n’est pas nécessaire. Soit {/;}, I; € = une suite telle que

0<ljy1 =1 <d, qj—2/3<lj<qj+2/3, Vj € N.

Comme dans [I5] on peut réduire le probléeme concernant (12) avec o; = I; a Pexistence des
singularités de la série de Dirichlet

Js)=Y > (F)™MTII - PP =Y e, s€C
I=1 dy—1j]<e™ k

qui est absolument convergente pour s > A.
Introduisons la condition

(P) T,/Ts ¢ Q pour tous rayons périodiques y # 6.

Notons que pour tout K la condition (P) sera satisfaite pour des obstacles ayant des frontiéres
obtenues par des perturbations réguliéres génériques (cf. Chapitre 3 dans [PS2]). Si (P) est
satisfaite, il est facile de voir que la série de Dirichlet J(s) posséde une abscisse de conver-
gence finie C < A telle que la série J(s) est simplement convergente pour ®s > C (cf. [Be]).
Dans le cas quand C < A la fonction J(s) admet un prolongement analytique dans le domaine
{s € C:Rs > C}. Le méme argument s’applique & la fonction ®(s) dans le cas générique (P)
et on peut expecter ’existence des cas quand ®(s) est analytique pour Rs > sg — €, € > 0.

Dans la suite on suppose (P) satisfaite et on va examiner la série J(s). Alors pour tout k
on obtient ¢, # 0 puisque il existe un seul rayon avec période d.. Considérons

Nj = ﬂ{k D CkCry1 < 0, |ak — lj| < e—mj},
M;j = §{k : il existe a), € E tel que |a), — ;] < e7Pli}.
Supposons qu’il existe 3 suffisament grand et une suite convenable I; — oo, [; € E tels que
N; <L, VjeN. (15)
Si (15) a lieu et lim;_,, M; = oo, on obtient I’estimation
(Fo(®),p(e=5(t 1)) > Ce™@h, Vj >

en choisissant B plus grand s’il est nécessaire. En effet, le nombre de changements des signes
étant limité, si M; — oo les coefficients positifs ou négatifs seront dominants. De telle maniére
on peut supposer que (15) implique

M; <L, Vj€N. (16)

Alors la densité maximum de la suite {ax} sera finie et on peut appliquer les résultats de
Chapitre VI dans [Be|. Plus précisement, d’aprés un théoréme classique de V. Bernstein [Be]
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si Pindice de condensation de la suite {at} est finie et si la densité maximum de {a;} est finie,
la série J(s) ne posséde pas un prolongement comme une fonction entiére dans C. Il semble
trés probable que dans le cas générique (P) la condition (15) est satisfaite pour une suite {I;}
convenable en choisissant (3 assez grand parce que la taille des intervalles (I; — e Pl I; + e Pli)
décroit extrémement vite. En effet, si on suppose que pour toute suite {/;}, I; € = et pout
tout B > ag on ait N; — oo, les périodes d., doivent avoir une concentration assez particuliére.
D’autre part, Panalyse des singularités des fonctions (4 (s) montre que les périodes primitives
dans P, et celles dans P_ sont distribuées d’une fagon équivalente. Néanmoins, je n’ai pas
trouvé des résultats des systémes dynamiques qui impliquent (15), mais aussi je ne connais pas
des exemples quand N; — oo pour chaque choix de 3 et de la suite {l;}, I; € E. L’analyse
de la série J(s) donne des avantages et il semble que I’étude des singularités de J(s) est plus
facile que celle concernant la fonction Z(s).
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