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I Introduction

Dans ce travail on s’intéresse au probléme de Dirichlet associé a une équation
de Monge-Ampeére relativement a une métrique Riemannienne réguliere quelconque.
Le but est de prouver un résultat analogue a celui obtenu par Caffarelli-Nirenberg-
Spruck [C.N.S] dans le cas de la métrique Euclidienne. Plus précisément soit ¢ une
métrique Riemannienne de classe C'° sur un ouvert borné régulier 2 de R®,n > 2.
Soient Vu et V2u la dérivée covariante et le Hessien de u relativement & la connexion
de Levi-Civita de la métrique g. On dira qu’une fonction u est strictement convexe
si la matrice (V2u) est définie positive. On supposera que (2 est strictement convexe
dans le sens suivant :

(I.1) il existe h € C>°(Q), strictement convexe dans 2 et telle que h = 0 sur 9.

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant :

Théoreme I.1.— Soit Q un ouvert borné de R"™,n > 2, strictement convexe et de

classe C*. Soient f € C®(Q), f >0 dans Q et p € C®(9R), le probléme

(1.2) {det V?u(z) = f(z) dans

Upq = ¢
posséde une solution strictement convexe unique u € C*°(Q).

L’intérét d’étudier ce type d’équations provient du fait que plusieurs problémes
en géométrie différentielle (comme les problemes de Weyl ou de Minkowski, voir aussi
[G.S]) conduisent a des équations de ce type. Le cas de la métrique plate dans R™ a
été longuement étudié durant de nombreuses années et le théoréeme (1.1) a été prouvé
dans ce cas par Caffarelli-Nirenberg-Spruck [CNS].

En dimension deux, pour une métrique quelconque, ce résultat a été prouvé par
Corona [C] qui supposait en outre 'existence d’une sur solution, par Hong [H| dans le
cas ¢ = 0 et par Atallah [A] dans le cas général. Récemment Guan-Spruck [GS] ont
étudié une telle équation pour des métriques sur la sphere. Finalement signalons les
résultats récents obtenus par Atallah [A] dans le cas ou f = f(z,u, Vu) en supposant
I’existence de sur et sous solutions.

La preuve utilise, comme d’habitude, la méthode de continuité qui consiste a
établir des estimations uniformes pour les normes C?*(Q) de solutions réguliéres de
(1.2) (voir [CNS] ou [G.T]). D’apres les travaux d’Evans [E] et Krylov [K] de telles

estimations peuvent étres déduites des estimations uniformes C?.

Les estimations intérieures et les estimations des dérivées secondes tangentielles
et mixtes sur le bord sont détaillées dans [A] et nous les rappelons ici briévement.
La partie la plus importante de ce travail est consacrée a l'estimation de la dé-
rivée seconde normale sur le bord, qui nécessite la construction d’une sur solution
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locale pour le probléme (1.2). Cette construction qui est faite dans un systéme de
coordonnées approprié, est inspiré de [CNS] mais demande dans ce cas une preuve
plus technique.

Dans un systéme de coordonnées locales on a (VZu) = (V,ju), ou Viu =
9%u k ou .~ 9? a Lrivé k
92701, i1 9252 OU 33,5%; et 57— sont les dérivées usuelles et les I';; sont les symboles

de Christoffel associés a g.

II Preuve du théoréme 1.1

Une constante C sera dite controlée si elle ne dépend que de n, 2, ¢, f et ¢. Une
fonction sera dite controlée si elle est bornée par une telle constante.

1. Estimations C° et C! :

Tout d’abord d’apres (1.1) si A est une constante positive assez grande, la fonction
(I1.1) w=Ah+o

est une sous solution du probleme (1.2). D’apreés le principe du maximum et la
convexité de u on a :

(I1.2) 1/)§u§ng%xcp dans Q.

D’autre part il est facile de voir que [Vu|? = $¢g¥V,uV u atteint son maximum
sur le bord. Comme les dérivées tangentielles de u sur le bord sont contrélées, les
estimations C! sur le bord découleront de celle de %% sur le bord ; ici v est la normale
intérieure du bord.

Le principe du maximum de Hopf et (II.2) impliquent

oY  Ou
(I1.3) <5

sur 0% .

Pour la majoration on suit la méthode de [C]. Une géodésique v normale a 0 en
un point p intersecte, d’apres la stricte convexité de €2, le bord en un autre point gq.
Soit w la fonction linéaire sur v égale a ¢ en p et ¢ et w son gradient qui est continu.

Comme u est strictement convexe sur 7, le principe du maximum implique que v < w
sur v N Q et 2%(p) < w(0) < infaq 1.
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2. Estimations C? sur le bord :

Soit p un point du bord que l'on peut supposer étre l'origine. En utilisant la
fonction h donnée par (I.1), le principe du maximum et un systeme de coordonnées
normales prés de lorigine on montre que dans un voisinage V' de l'origine, le bord
est donné dans ce systeme de coordonnées par :

(I1.4) NNV ={(z1,-,zn) , zn=p(z1, ,2n)}
ou
1n—1
(I1.5) p(z') = 3 ; iz +0(12'*) ) ki >0 ,2" = (21, 00_1) .

Les k; sont les courbures principales du bord a 'origine. On a aussi Ff‘:j( 0) =0, pour
tous 1,5,k =1,---,n.

¢ Estimation des dérivées tangentielles pures :

Le champ de vecteur X, = af 3‘1” 5‘9; est tangent au bord si o« =1,---,n —

1. On a alors puisque u = ¢ sur 082 ﬁu(O) = Vopu(0) = XoX3pp(0) —

%p Su
dr .0z Oxypy

(0). On en déduit donc que V4pu(0) est controlé.

¢ Estimation des dérivées secondes mixtes :

En dérivant de maniere covariante I’équation log det V;;u = log f = ® on obtient
(11.6) u”V,-jku:chI) ,k=1,---.n

o u¥ = (Viju)_l. Posons L = uiiv,,- et X = ZZ:l bp Vi un champ de vecteur
régulier. On a alors en utilisant (I1.6) et les formules de Ricci

L(Xu) = uif(Vijbk)Vku + 2uij(Vz-bk)iju + b0 Vi ®
+ Uijka;kivs’U,

ot les R}, sont les composantes du tenseur de courbure de Riemann et ne dépendent

que de g. D’apres les estimations C' déja obtenues on pourra écrire : L(Xu) =
Ajjut? + Ag ot Ag et A;j sont contrélées done |L(X(u — ¢))| < Cy + Cy >0y u',
d’apres la convexité de (u'’). De plus comme f > 0 on a :

Zuii > n(det ui])l/n — nf——l/n >C3>0.

1=1
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d’ou
n

L(X(u =) < Cr Y

=1
D’apres la stricte convexité de la fonction k2 donnée par (I.1) on obtient pour A positif
assez grand et X tangent au bord :

ALh — |L(X(u—¢))| >0 dans €

X(u =)o =hjga =0,
le principe du maximum de Hopf et X = 0, + po0n impliquent

[Vaeu(0)| <C, a=1,---,n—1.

¢ Estimation des dérivées normales pures :

Comme précédemment soit p un point du bord que ’on suppose étre l'origine.
On va travailler dans un systéme de coordonnées particulieres dans un voisinage V'
de lorigine. Soit v(p) la normale intérieure unitaire (relativement a ¢g) au bord en
p € VN O Considérons d’abord le cas n > 3. Soit X;,---,X,_1 une base de
I’espace tangent du bord a l’origine. Un point p € 0f2 sera décrit par ses coordonnées
géodésiques c’est a dire p = exp, Z?;ll z;X;. Considérons H : R"™! x Ry — V
définie par H(z1, -+ ,2pn) = exp, z,v(p) ou p = exp, E::ll z; X;.

H est un difféomorphisme local d’un voisinage Wy x [0, €[ de l’origine dans R™~1! x
R, dans un voisinage V de l'origine dans 2. Dans ce systéme de coordonnées
NNV = {(z1,--,2zn),zn = 0}. Si n = 2 supposons le bord donné par une
courbe a(t) paramétrée par l’abscisse curviligne t, on consideére alors H(t,z3) =
eXPqo(y) T2¥(a(t)). Dans ces coordonnées la métrique g et les symboles de Christoffel
vérifient :

n—1

g= dwi + Z gijdzidz;

t,7=1

(11.6) TE()=0, 1<d,j,k<n—1, I%(0) = ki§i;,1 <i,j <n—1,
T5(0) = —kibix , 1<i,k<n—1,TH(0)=0,1<i<n-—1,
k]--‘f:zn(:p)zoa 1SkSn,w€V

Dans ces coordonnées on a %’2‘-(0) = Vanu(0) = %’}(0). Remarquons que notre
équation reste invariante par ce changement de coord%nnées, donc d’apres les esti-
mations précédentes pour majorer V,,u(0) il suffit de minorer uniformément
det(V;;u(0))1<ij<n—1. On va montrer pour cela 'estimation :

(I1.7) Viu(0) > Co >0
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D’apres (I1.6) on a :
VHU(O) = u11(0) — klun(O) = 5011(0) — klun(())

Comme on n’a pas de controle précis sur ¢11(0), on va remplacer u par u + w ou w
sera choisie telle que V11v(0) = V11u(0) = —kjv,(0) et on travaillera avec v.

Lemme II.1.— Il existe une fonction w convexe et réguliére définie dans un voisi-
nage de 'origine et vérifiant :

(I1.8) w(0) = —p(0) , wi(0) = —¢i(0), i=1,---,n =1, w1(0) = —¢11(0)
’ Vi1w(0) =0, Vijw(0) =6;;,2<4,7 <n,Vi;w(0)=0,2<j<n.

Indication pour la preuve : Elle se base sur la résolution dans un petit voisinage
de l'origine d’un probleme de Cauchy analytique. =

D’apres ce lemme on a :
Vllu(O) = V11’U( = ’U11 Z F O)Uk = 011(0) - ]C]'Un(O) = —klvn(O)

Pour montrer (I1.7), il nous suffit donc de montrer ’estimation uniforme :
(I1.9) vn(0) < —g9 <0 .

Pour montrer (I1.9) on va construire une sur solution locale appropriée pour (1.2).

Lemme I1.2.— Pour é > 0 assez petit, il existe g > 0 et une fonction réguliere p
définie dans V = {(z1, -, 2n),0 < 20 < § ,2n + S0y B Siz? < 6} tels que
0
i) p(0) =0, 55(0) = ~&0
i) det Vijp < detV;jv dans Vv <p sur 9V .

Montrons d’abord comment ce lemme implique (I1.9). Pour cela on utilise cette
forme plus faible du principe du maximum.

Lemme I1.3.— Soient dans ouvert borné V', une fonction convexe v (i.e. (V;jv) >
0) et une fonction réguliére p telles que :

det V;jv(z) > det Vijp(z) dans V
v<p sur OV,

alorsv < p dans V.
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Preuve : Remarquons que p n’est pas supposée convexe. Ce lemme se démontre par
I’absurde. "

Supposons que 'on ait démontré le lemme (II.2), on a alors d’apres le lemme
I11.3, v(0,z,) < p(0,z,) pour z, > 0 et comme v(0,0) = p(0,0) = 0 on en déduit que
a‘i”n (0) < 22(0) = —e&q, ce qui démontre (IL9).

Preuve du lemme II.2 : En posant &' = (21, --,2,-1) on a d’apres (11.8) (condi-
tions sur w)

n—1 n—1 n—1
bk
(I110) w(a',0) = p(a') +w(a',0) = Y T ajez; +0(Y ) + ot +0()  «3)
71=2 1=1 71=2

ou les constantes a; et b sont fixées et ne dépendent que des données et les 0 sont
contrdlés. On pose pour g = 6%/% et ¢ = (2! 2n) €V :

(II.11)
n—1

p(;[; a:n) = _onn+z:2 aJCL'liCJ—f—Bz s+ 21,(b$1 + $n+z ——xQ))Z—I-b
J=

ou B et K sont de grandes constantes que ’on choisira ulterleurement. Il est facile
de voir que pour § < 1, B et K assez grands en fonction des données, p > v sur V.
K est alors définitivement fixé. La suite de la preuve sera consacrée a prouver pour
B assez grand et § assez petit

(I1.12) det Vijp < C6Y/% dans V.

Comme f est strictement positive dans {2, on aura alors en prenant encore une fois
0 assez petit, det V;;p < C6'/? < ming f < det Viju < det Vv, car w est convexe.

Preuve de (I1.12) :
Posons A\ = Ii\. (A est petit) et § = Ap. On a alors

(I1.13)
n—1
9:—50/\a:n+)\2a] 1:1:]—|—)\BZ:E + (A\bzy +a:n—|—z ] 2)2 2bk1x:1)’.
J=2 J=2 j=1
et
(I1.12) & det V8 < CA™61/2
On commence par introduire quelques notations. On notera 6 = ‘w 9 = %.
Si I = (4171, -,%kJk) est un multiindice de longueur |I| = k, on pose Ve =
[1]
Vi€ Vi 0. On pose aussi F(u;j) = detu;; et 6auIF = 3"?111 auiik
Comme F' est la fonction déterminant, ;u—ljj est indépendant de wu;¢ et uy; pour
{=1,---,n. D’aprés la formule de Taylor on a :
(I1.14) det Vi =Y k,( ) [F(Vi;0(0)] =0 A + A" TG (2, \) .
k=0

On va donc choisir ¢ et B tels que le premier terme du second membre de (I1.14) soit
majoré par CA"6/2.
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Lemme 11.4.—

d okF k(k—1)_ .
() TFV0 Nz = 3 5=(Vi80)V18(0) + =——V1.6(0)
|I|=k
o1 : V1,6(0)
—F(V;;6(0))V6(0)+ V,;6(0)—2 .
|I]§k:—-2 aullaul( ! ( )) ( ) q=§-q2 ’QQ IIZI:‘I au[lau[" ’ ( ) 282
q1+2q2=k 1?#(11)
q221
Indication pour la preuve : On utilise la formule de Faa-Di Bruno
d k!
— ) [F(Vi,;000)] = ——— s
9=q1+ +aqp
91 +292+ kg =k
> (vije)vflévfzé A ..
8u11 1l 2le o1
|1; |=g;
D’apres (I1.13) on a
9(0) = 1 -« ki av2
(0) = 5(% +Z ij)
1=1
. n—1 n—1 n—1 L
(I1.15) 6(0) = —cox, + Z ajriz; + B Z x? + bry(zn + Z Z]"T?)
71=2 71=2 1=1
1 3
+ Ebkl‘rl .
6(0) = b*a? .

En utilisant la propriété (I1.6) sur les symboles de Christoffel un calcul simple permet
de voir que :

V;;6(0) = T]wi:z:j — —-2—6,~]T +oi;,1<¢3<n-1
k; .
(11.16) Vin0(0) = > %i+ Oin 1<:<n-1
Vanb(0) =1
onl =2, +Z:l 11 54— 2, 04 *0(P3/2) oul =z, —}-Zzl 11 23 a? oi; = 0(F3/2).

On a alors :
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Lemme I1.5.— Pour |I|<n—2,0na

oMl

T(V,']H(O)) = ¢ T HI=1 4 g HI=141/2)
g

ot C1 est une constante réelle. De plussi [[| =n—2ona Cy; < 0.
Preuve : Le résultat s’obtient aisément en remplacant (V;;60)(0) par la matrice (d;;)
définie par :

dij=—§5z'j1“+0z'j,1SmSn—l,dinzdnj:O,lgz,ygn—l et dpn=1.

ou (d;;) s’obtient & partir de (V;;0)(0) en ajoutant aux (n — 1) premiéres lignes et
(n — 1) premiéres colonnes une combinaison linéaire de la derniere. =

Ensuite en utilisant (II.15) on obtient pour 6(0) :

: ‘ 1 |
(I1.17) vllé(o) = bk1z1 + 11, Vlje(?) =aj + 5bkjzj +n;, 1<j<n—1
V1n9(0) =b+ BO(F1/2) , vme(o) — BO(PI/Q),Z <i<n-—1,

ou v;; = BO(T") + 0(53/2).

Maintenant on utilise (II.14), (II1.17) et les lemmes (II.4) et (II.5) pour calculer
det V;;6. On note

Ap = MF {Z Z—Z?(vije(()))vfé(o) + k(k —1)(b* + 0(T))
I|=k

R :
———(Vij6(0)) x V6(0
,f,§_2 Sugu s (Vii6(0)) x Vr0(0)

car V110 = 2b% 4 0(T)

Cas 1 : Kk <n-—3. Enprenant ' < 1let B > 1 on obtient d’apres (II.17)
|Vi;6(0)| < CoB, donc d’apres le lemme II1.5

(I1.18) |Ag| < CpA*BFT k-1 0<k<n-3.

Cas 2 : k = n—2: Regardons d’abord le premier terme. Le terme le plus important
est celui pour lequel I = (22,33, ---,n—1n — 1) on a alors

16(0) = [[ (2B +0(T2) 1 4,) = (2B)"~2 1 C(B)(TV?) + C(B)S?

=2
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ct a’;;jF = ——%LF + 0(F3/2). Les autres sont majorés par CB"3T. Le deuxieme

terme de A,,_; est borné par C B* *I'2A\"~2_ On a alors

(I1.19) A,_, = —%(n —2)I\"?T(2B)" (1 + 0(%) + C(B)O(I''/?) + C(B)6*/?)

1
= —CpA"7’T(2B)"%(1 + 0(5) + C(BOI'?) + C(B)8*?) .
Cas3:k=n—1:0na:

2 aguIF(Vzﬂ(O))VIG( 0)=(m-1t), ;Ti(vi,-é(o»v”e(()).

[Il=n-1
Pours,j=1,---,n—1lona |2E (v,,e(O)vue(o» <C(B)I

Il ne nous reste plus qu’a calculer :

(1) =23 2 4b0)Viab0) + L (7,,6(0))9,,800)

i=1 Unn
pour i =1on a %(VW@(O))VMH(O) = —bk1z1(2B)""% + C(B)0(I).
pours =2+ n— 13—3E(v,-,-é(0))v,-n9(0) = (2B)"3bk;a;z; + C(B)O(T)
Finalement V,,,6(0) =1 et 3 (V,JO(O)) = bkyz1(2B)"~
= 2755 (aj + §bkja; 2(2B) +C( )O(T).
On obtient donc

(1) =—(2B)"3 i(a? + ébzk?azi) + C(B)0O(T) .

j=2
Le deuxiéme terme de A, _; est d’aprés le Lemme (IL.5) borné par C Br—3n—(n-2)-1

= CB"3T. D’ou

(I1.20) Ap_q = —(n—1)I\""L (2B)"" 32( 24+ b2k2 N+ (BT .

=2

Cas4: k=n_:
On a

An = \"[n!det V;8(0) +n(n — )5 +0(T)) 3
(1)

- (Vi;6(0))V16(0)]
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Considérons le terme (1). Si on développe det V;;6(0) par rapport & la lere colonne
tous les déterminants sont bornés par C(B)I''/? sauf le premier que 'on développe
par rapport a la derniére colonne, on obtient alors :

(1) = nl(=1)""16.(=1)"8(2B)" "> + C(B)O(I"/?) = —n!b?(2B)"~2 + C(B)0(I'/?)
Le terme principal dans (2) s’obtient pour I = (22,33,---,n — 1n — 1), il est égal
n(n — 1) + 0(T))V220(0) - - Vin_1,-16(0)(n — 2)! = n!(2B)"~262 + C(B)O(I'V/?) ,
tous les autres sont 0(I''/2). On obtient alors :

(I1.21) A, = C(B)O(T/2)\™ |

En faisant la somme on obtient d’apres (IL.18), (I.19), (I1.20) et (IL.21)

det V;;6 < — C/A""2B"2I(1 + 0(%) + C(B)O(I''/?) + C(B)§*/?)

M

n—3 n—1

n—K— n— n— 1
+ ) ARG BrTn kTl \n-l(ggyn-3 Z(ag + 0k e3)
k=0 (2) g

—

(3)

+ C(B)A"'T + C(B)A"TY/2 4 C(B)A"H!

(1) ) ©)

Comme I' < § et A = £, les termes (5) et (6) sont bornés par C(B)A\"6'/2%. Le terme
(3) est négatif.

En choisissant d’abord B assez grand puis § assez petit on a :

det V;;6()\) < —%C;A"—ZBH—ZP +C(B)A"6Y? < C(B)A"S'/? < C(B)A"§Y/? |

Ce qui termine la preuve du lemme (I1.2).
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III Estimation des dérivées secondes a ’intérieur :

Notons A l'opérateur de Laplace Beltrami associé a la métrique g, A = ¢gF¢Vy.
On considere

(I1.22) w = log Au+ Ah ,

ou A est une constante positive a choisir et h est donnée par (1.1). Soit p un point
ol w atteint son maximum. Si p € 912, d’apres le paragraphe précédent, on aura une
estimation uniforme dans {2 sur toutes les dérivées secondes. On supposera donc que
p € Q et on considerera dans un voisinage de p un systeme de coordonnées normales.
Rappelons que l’on a alors :

0gij ' .
9ij(p) = bij , E,%(p) =0, Ffj(p) =0,1<%5,k<n.

Donc en p, les dérivées covariantes seront les dérivées usuelles. On peut aussi supposer
que (V;ju)(p) est diagonale. Posons L = u"V;;. 1l est facile de voir qu’en p on a :

| i Au)?
(I1.23) AuLw = LAu — u—LAJ—Q’— +AAuLh
—~— u ——
1y ST~ (3)

(2)

Tout d’abord d’apres (I.1)

(I1.24) (3) = CorAu Y u®.

=1

Pour calculer le terme (1) on dérive deux fois I’équation log det V;;u = @ et on obtient
alors :

u”VMju = Vied — V((uij)vijku + ltlj(vkg,j]’u — \7,;]‘1\-(?/).
En multipliant par ¢*¢ et en sommant on obtient en p :
(II.QE)) LAu = A¢ —gkkvk(uij)vijk u + u“g“(vkmu - V“'kku) .
(a) (b) (c)

D’apres les formules de Ricei, Vgt — Vigr est une combinaison linéaire de Vp, et
Veu avec des coefficients qui ne dépendent que de g. On a donc

(I11.26) [(a) + (c)] SC(I—FAltZuii—I-Zu“).
=1 =1
Jalculons le terme (b). En pon a:

(b) = (kkuiiujj(v,'jku,)? ,
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car Vi(u) = —uu¥V gu = —u"u?V, jpu.

En utilisant ’inégalité

i, i 1
u"u!?(Vijru — Huik(Au)j)2 >0

et u¥*urr = 1 on obtient

(Au)j I (Au)?

b) > 2%k J'jv.
(6) 2 29" " V=7 Au

D’apres les formules de Ricci on a :
9" Viku = ¢"* Viju + R = (Au); + R

ou R est une combinaison linéaire des u, donc controlée. Il en résulte que

- (Au)? (A,
. >y Ji=7
(I1.27) (b) = u = 4 2Ru? =
(I1.25) a (I1.27) impliquent :
(Au)? (AW "o
(I1.28) LAu > ul (—Au;)i + 2Ru’? (—A—%)—f —Co— ChAu Y u”

=1
Or p est un point maximum pour w, on a donc en p

Au);
(II.29) ijzoz(—&—’JrAhj:o.

On obtient alors d’apres (11.23), (I1.24), (I1.28) et (I1.29) pour A > 1 :

AuLw > —-C — C')\zn:ujj - CAuzn:u” -4 Co)\Auzn:u“ )

=1 =1 =1

Or (u*) est strictement convexe donc :

AuLw > —C’i ul — C\ iuﬂ' + (Co — C’)Aui u'l

J=1 J=1 J=1

On choisit alors A assez grand tel que Cy A > 2C et on utilise le fait qu’en p, Lw < 0

pour conclure.

Comme on a montré des majorations uniformes pour la norme C? dans  des
solutions, il en résulte une minoration uniforme des valeurs propres, ce qui implique
que le linéarisé de ’équation (I.2) est uniformément elliptique. On applique alors les
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résultats d’Evans [E] et Krylov [K] pour obtenir les estimations C%® dans (2, ce qui
acheéve la preuve du théoréme I.1.
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