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Introduction

La motivation initiale des résultats exposés ici est un probleme d’évolution
de la régularité dans le systéme d’Euler relatif & la mécanique des fluides
bidimensionnels. Considérons une solution du systéme d’Euler dans R?

Ow+v-Vv = —-Vp
(F) dive = 0
Vt=0 = Yo-

Supposons que le champ de vecteurs v a l’instant initial ait un tourbil-
lon (c’est-a-dire le rotationnel) wg borné et un gradient de puissance pieme
intégrable. On sait que, dans ce cas, il existe une unique solution globale (en
temps) du systéme (E) dont, a chaque instant, le tourbillon est borné et le
gradient de puissance piéme intégrable. De plus, on a, trait caractéristique
des fluides bidimensionnels,

Ow+v-Vw=0. (1)

La question est alors la suivante. Supposons en outre que wgp appartienne a
un espace de Sobolev du type W/, pour s dans l'intervalle 10,1, qu’en est-il
alors de wy, le tourbillon & linstant ¢?

Il est bien connu (voir par exemple [10]) que, dans le cadre ol nous nous
sommes placés, le champ de vecteurs solution du systéme (E) n’est a priori
pas meilleur que logarithmiquement lipschitzien (en abrégé log-lipschitzien),
c’est-a-dire que l’on a, pour tout couple de points (z,2') du plan,

lv(t,z) — v(t,2")| < Clz — 2'|(1 — log |z — 2'|).

On sait depuis les travaux de Wolibner (voir [8]) qu’un tel champ de vecteurs
admet un flot en un sens légerement affaibli. Il existe en effet une unique
application v continue de R x R? dans R? (la dimension est quelconque
pour cette propriété) telle que

plt,z) =2+ [ ols, v(s,2)ds

et telle que, pour tout ¢, 9(¢) soit un homéomorphisme de R? dans lui-méme.
De plus, ’application 1 vérifie

o = 91 < M7 VO 5 Jp(t,2) - p(t,9)]
< |IL‘ _ ylexp——fotf/’(f)dTel—exp—fot v(f)dr.
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On a posé ici

% |o(t,2) — v(t, )|
V()= sup .
® o<lz—z|<1 & = 2'|(1 = log |z — 2'|)

On s’attend donc a ce que la régularité Sobolev du tourbillon décroisse
exponentiellement. Cependant, le lecteur se convaincra trés aisément que
cela ne se lit pas instantanément sur la définition (pour p < co) de W par

nie
s p |u(z) — u(e’)] :
ueW, &uell et / o — o dzdz’ < oo.
Cette question nous a amemé a étudier les propriétés des équations de
transport relatives 3 un champ de vecteurs de divergence nulle seulement
intégrable en temps & valeurs log-lipschitz, c’est-a-dire les équations du type

T) { O f + div} |]:3

Le texte est organisé de la facon suivante. Dans la premiére section, nous
énongons trois résultats relatifs aux équations de transport (7). Ensuite,
nous exhibons une solution & tourbillon borné de ’équation d’Euler (E) dont
le flot présente effectivement une régularité holderienne exponentiellement
décroissante.

Dans la deuxiéme section, nous étudions en détail cet exemple.

Dans la troisiéme section, nous donnons une idée des démonstrations de
ces théorémes. Le lecteur intressé est inviter & consulter [1].

Il

g
fo.

Remerciements Nous tenons a remercier J.-M. Bony pour les fructueuses
discussions que nous avons eu avec lui & propos de ce travail.

1 Enoncé des résultats

Nous allons tout d’abord introduire une notation. Dans tout la suite, nous
désignerons par LL ’espace des fonctions log-lipschitziennes, c’est-a-dire
’espace des fonctions bornées sur R? telles que

déf

lo(t, 2) — v(t,2')]|
|IU| LL = ||u|lLe + sup <
| ” ” 0<|z—2z'|<1 |$ - zll(l — log |£E - x,l)

Q.

Le premier des résultats présentés ici est relatif & ’évolution de la régularité.
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Théoréme 1.1 Soient v un champ de vecteurs de divergence nulle appar-
tenant ¢ L}, (R*;LL) et s un réel de Uintervalle ]0,1]. On considére une
fonction fo appartenant a W, et une fonction g appartenant a Ll (R*; wy).
1l existe alors une unique solution de

ouf +div(fo) = g
T
( ){ fimo = fo
telle que, pour tout s' <'s, on ait || f(t)|| ;o) € L2 (RY) en posant
p
t
o(st) = ¢ exp~/ V(r)dr et
0
- _ !
7)) = sup |v(t,z) — v(t,2')|

o<lz—z'<1 [T — '|(1 = log |z — 2’])

Remarque Ce théoréme est la conséquence du théoréeme 3.1 qui énonce un
résultat analogue, mais valable jusqu’a l'indice s’ = s. L’espace utilisé est
lespace F), ., (voir la définition 3.2).

Du théoréme ci-dessus, on déduit trivialement le corollaire suivant.

Corollaire 1.1 Soit v un champ de vecteurs solution de (E) telle que la
donnée initiale ait un tourbillon appartenant a L*° NW;. Alors, pour tout
s’ < s et pour tout temps t, le tourbillon & l’instant t appartient a ’espace
W,

Remarquons que ce corollaire est vide si s > 2/p. En effet, dans ce cas, le
champ de vecteurs v(0) est holderien d’indice 14 s—2/p grace aux injections
de Sobolev. D’apres le théoréme d’existence dans les classes de Holder (voir
par exemple [3]), le probléme posé est alors trivialement résolu et bien siir
sans perte de régularité.

Le théoreme suivant est une généralisation trés partielle d’un théoreme

sur les équations de transport démontré par R. Di-Perna et P.-L. Lions
dans [5].

Théoréme 1.2 Désignons par M Uensemble des mesures bornées de ’espa-
ce R? et considérons un champ de vecteurs de divergence nulle v appartenant
a L}, (R*; LL(R?)). Soient une distribution g appartenant a L} (R*; M)
et une mesure fo de M.

Il existe alors une unique solution de

(T) { 0 f + div(fv)

|
@

f|t=0 = fO
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dans Uespace L2 (RY; M).

Ce deuxiéme théoréme est sans lien apparent avec le premier. Cepen-
dant, I’'un et ’autre sont, en partie, des conséquences du théoréme d’unicité
(et d’existence) qui suit. Ce théoréme s’énongant dans le langage des es-
paces de Besov, nous allons rappeler leurs définitions. Leur définition utilise
le découpage dyadique de ’ensemble des fréquences. La construction d’un
tel découpage repose sur la proposition suivante :

Proposition 1.1 Il existe deuzr fonctions x et ¢ appartennant respective-
ment ¢ C(RY) et ¢ CP(RA\{0}) telles que :
X(€)+ Y p(27%) =1,
920
[p— ¢l 2 2= Supp ¢(27%:) N Supp (277) =0,
g > 1= Supp xNSupp ¢(277) =0,
1 -
3 SXO+ PRI < L
920

La démonstration est tout a fait classique, voir par exemple [2].

Nous allons maintenant fixer les notations qui nous serviront dans toute
la suite de ce texte. On choisit une fois pour toute deux fonctions x et ¢
satisfaisant la proposition 1.1.

Notations
h=F1lp et ho=F 'y,
A_ru = x(D)u = F (x(£)(£)),
siq>0, Aju=p(279D)u = 27%h(27.) % u,
sig< -2, Aqu=0,
Squ = Z Apu.
p<g
On peut maintenant rappeler la définition des espaces fonctionnels que nous
utiliserons.

Définition 1.1 Soient p et r deuz éléments de l'intervalle [1,+00]. On

considére un quelconque réel s.
L’espace B, . est l'espace des distributions tempérées u telles que la suite
1

1
déf rs r
lullzs, % (Z o(2+4) ||Aku||Lp> <

keZ
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Notations On désignera dans toute la suite I'espace B, ., par By. Enfin,
I’espace B2, étant ’espace de Holder usuel C*, nous utiliserons la notation
usuelle C°.

Théoréme 1.3 Etant donné un réel 3 de intervalle 10,1/2[, il existe une.
constante C vérifiant les propriétés suivantes. Soient s €] — 1 + 3,—p0,
T >0, A > C etV une fonction localement intégrable de Rt a valeurs dans
Rt tels que
déf T
o(s,\T) & s _ )\/0 V(t)dt > § - 1.

On considére alors des distributions fo € B3, f € LS (RT; B5)NC(RY;S),

loc

g € L} _(R*; B?), et v un champ de vecteurs appartenant @ L} (R*;LL) et
P

loc loc
vérifiant, pour tout réel positif t,
[VSqu(t)lzo
1 <V(1).
q 2+¢q <V
Si Uon a
O f +div(fv) = ¢
T
( ){ fi=o = fo,

alors, on a

A T
t o(s t < s t ols ¢ .
tcf;(l)%]”f( Npgeern < 5= C(Hfolhsp +/0 9@l oo )dt)

Remarquons qu’un théoréme avec un perte analogue (dans le cadre des
espaces de Sobolev) a été démontré par F. Colombini et N. Lerner dans [4].

Pour conclure cette section, et justifier ces résultats, nous allons exhiber
un exemple montrant que le phénomeéne de décroissance exponentielle de la
régularité du flot se produit effectivement.

Soit wp la fonction sur le plan R? nulle en dehors de [—1,1] x [-1,1],
impaire en les deux variables z; et z3 et valant 27 sur [0,1] x [0,1]. On
consideére le champ de vecteurs vo défini par

1 fz2—192

“on ) |z -y
vo(21,%2) = 1 le _.%/Il

wo(y)dy

o) o y|2wo(y)dy

La faible régularité du flot de la solution du systéme d’Euler associée est
décrite par le théoréme suivant :
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Théoréme 1.4 Soit v la solution de I’équation d’Euler associée ¢ la donnée
initiale vy définie ci-dessus. A Uinstant t, le flot ¢(t) du champ de vecteurs
v n'appartient ¢ C* pour aucun o > exp —t.

2 Etude de ’exemple

1

Nous allons dans un premier temps étudier quelque peu le champ de vecteurs
v9. Remarquons tout d’abord que vy est symétrique par rapport aux deux
axes de coordonnées. Il en résulte que ce champ de vecteurs est tangent a
ces deux axes et donc nul a ’origine. Nous allons démontrer la proposition
suivante.

Proposition 2.1 [l eziste une constante C telle que, pour tout xy tel que
0<z,<C, on ait
vé(ml,O) > -2z, log .

En effet, en posant @o(z1) = 2H(z1) — 1, il vient

1
w@0) = g [ sy

! ! 2y2
Ay / g,
./—1 N O(yl) o (-1“1 _y1)2+y% Y2

Par un calcul immédiat, on en déduit que

vp(21,0) = T3(z1,0) + Tg(21,0) avec
1 1
vo(21,0) = —/ log(zy — y1)%dy +/0 log(z1 + y1)%dy; et
_ 1+ (21— )2
1 —
To(21,0) = / log 1+(:B1-I-y)2d

Un calcul d’intégrale des plus élémentaires assure que, pour 0 < z1 < 1,
on a

va(21,0) = —daqlogzy + 2(1 + 1) log(1 + 1) — 2(1 — 21) log(1 — z1).
Donc, lorsque 0 < z; < 1, on a
vg(21,0) = —4z1 log 21 + f(z1),

ol f est une fonction impaire indéfiniment différentiable sur ] — 1,1[. Ceci
assure la conclusion de la proposition.
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Revenons maintenant a ’équation d’Euler et a sa solution v correspon-
dant & la donnée initiale vg. D’apreés les théorémes de Yudovitch (voir [10])
et Wolibner (voir [8]), le flot du champ de vecteurs v est une fonction con-
tinue de la variable (¢,z). De plus, on sait qu’a chaque instant, le champ de
vecteurs v est symétrique par rapport aux deux axes de coordonnées. Donc
ces deux axes sont globalement invariants par le flot. L’origine, qui est leur
point d’intersection, est donc stable par le flot ¢ du champ de vecteurs v,
On a ainsi, pour tout ¢,

¢(t,0) = O? ¢1(t,0,$2) =0 et "vbz(taxl,o) = 0. (2)

Soit T un réel strictement positif arbitraire. Le tourbillon est conservé le
long des lignes de flot (voir 1’égalité (1)). La relation (2) ci-dessus assure
donc P’existence d’un voisinage W de ’origine tel que ’on ait, pour tout

te[0,T],
w(t)w = woyw -

Le champ de vecteurs de divergence nulle 9(t) = v(t) — vo est symétrique
par rapport aux deux axes de coordonnées. Son tourbillon est identiquement

nulle sur W. Donc, il existe une constante A telle que 1’on ait, pour tout
t €[0,71],
[v(t,z) — vo(z)] < Alel.

De la proposition 2.1, il résulte I’existence d’une constante C’ telle que,
(t,2z1) € [0,T] x [0,C], on ait

v(t,21,0) > —z1logzy.
Soit maintenant z; € [0,1] tel que, pour tout ¢ € [0,7], on ait
P(t,21,0) € [0,C7].
Il résulte de l'inégalité ci-dessus que 'on a
PH(t,21,0) > 21(t) avec @1(t) = —z1(t)logz1(t).

Il en résulte alors que
Yt 21,0) 2 o7

D’otu la proposition vu que %(¢,0) = 0.
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3 Une idée des démonstrations

Commencons par donner une idée de la démonstrationd du théoréme 1.3.
Pour démontrer ce théoréme, on localise en fréquence dans des couronnes
de taille 27 au moyen des opérateurs A,.

La premiére des choses a faire est de caractériser I’espace des fonctions
log-lipschitziennes dans ce cadre. C’est I'objet de la proposition suivante,
démontrée dans [1].

Proposition 3.1 Il existe une constante C telle qu’étant donnée une fonc-
tion u de LL, on ait

IV Squl|ze
2+ ¢
|Aqullze < Cllullze(2 +¢)27%77.

CYullr < ||S-1ullze + sup < Cllullze-
q

Nous allons tout d’abord admettre que, si f est solution de (T'), alors
Ay f est solution de

(T) atfq+qu'qu = Aqg_Rq(v)f)
! fq|t=o = Agfo,

et que, pour tout o > B — 1, Ry(v, f) vérifie

|1 Rq(v, Hlie < C2+ )27 V()| f()llBg (3)
si ’on a pris soin de poser
_ o IVSgo(B)] L
V(t) = s1;p 51q

Une fois ceci admis, la démonstration du théoréme est facile. En effet,
comme A, f est solution de (T}), on a, en désignant par %, le flot du champ
de vecteurs Syv,

8o f(1,2) = Afo(¥ (1) + [ " Agg(ry (b7 (1 2))dr
- " Ry(o, )7, ol 07 (2, 2))) .
Posons

Jo(1,t) = sup |det Dotpg(r, 97 (2, 2))| 7"
wERd
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Il vient alors immédiatement de 1’équation sur le jacobien que
J(1,1) < 92(2+9) N V(r')dr'

On en déduit que
180 Bllr < 18 ollip2 ) o V2

[ 1Al e [V gy

+ C /0 t(2 4 QV (r)rO@ LV =a (A £ petenndr.
Multiplions I'inégalité ci-dessus par 22+99(sA)  Comme

(8, A1) = o (s, A, 7) — A / Vi,
il vient, pour tout A > 2,
2(2+q)o(s,A,t)”Aqf(t)||Lp < ”fOHB; + /Ot ”g(T)”Bg(s,A,T)dT
+C /0 t(z + gV (120N [V Fliggtenndr.

De plus, un calcul d’intégrale des plus immédiats montre que la seconde
intégrale de 1’inégalité ci-dessus est majorée par

C
t sA,t)
. 2t§f§§~]||f( Nggtero
Il en résulte que, pour tout g, et tout A > 2, on a

t
2@+ (A A F(1)||1e < Il foll B; +/0 ”g(T)“Bg(s,A,r)dT

+

C
N=2.5ap, 1/l ggeeno-

D’ou le théoréme en prenant A assez grand. Pour la démonstration de
I’inégalité (3), nous renvoyons le lecteur & [1]. Signalons simplement que
cette preuve utilise systématiquement la caractérisation des fonctions log-
lipschziennes & 1’aide de la théorie de Littlewood-Paley contenue dans la
proposition 3.1.
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Remarquons maintenant que, par régularisation du champ de vecteurs v,
on peut démontrer le théoréme 1.2. Pour cela, régularisons donnée initiale
et champ de vecteurs. Soit donc (v,),eN une suite de champs de vec-
teurs de divergence nulle indéfiniment différentiables, bornée dans 1’espace
L} (R*;LL) et telle que, pour tout € €]0, 1],

loc

lim v, =v dans L} (R*,CE).

n—00

On considére une suite (fo )N bornée dans L de fonctions telle que
lim fo,=fo dans M.
n—roo

Enfin, on se donne une suite (gn),eNn bornée dans L} (R*; L) telle que

lim g, =g dans L} (Rt;M).

n—oo

Désignons par f, la solution de

6tfn+vnvfn = Gn
fn|t=0 = fon.

Il est clair que (fn)pen est une suite bornée de L{ (R*;L'). On peut
donc en extraire une sous-suite faiblement convergente vers une fonction f
appartenant & L (RT; M). 1l est alors évident que f,v, tend faiblement
vers fv qui est donc solution de

0:f + div(fv) g
T
( ){ flt:ﬂ = fO'
Comme f appartient & I’espace L2 (R*; M) et que M C BY, I’application

loc
du théoréme d’unicité 1.3 conclut la démonstration du théoréme 1.2.

Malheureusement, les espaces de Besov précédemment introduits ne con-
viennent pas pour démontrer un théoréme impliquant le théoréme 1.1. 11
faut donc en introduire de nouveaux.

Définition 3.1 Soient p et r deuzx éléments de lintervalle [1,4+00]. On
considére un quelconque réel s. L’espace Fy,, est Uespace des distributions
tempérées u telles que la fonction

1
p/r P
d'f TS r
”u”F,f,r = (/Rd <22(2+k) |Aru(2)]| ) d:v) < 0.
&
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Il est bien connu, voir par exemple [7], que l’on a, pour tout € strictement
positif,
Bytc C Fy,. C By,
Ces espaces sont, au moins en apparence, tout autant inadaptés au probleme
que les espaces de Besov. Cependant, introduisons les espaces suivants :

Définition 3.2 Soient p € [1,00] et s €]0,1[. On appelle F; espace des
fonctions u appartenant a LP telles qu’il existe une fonction U appartenant
a L? telle que Uon ait, pour tout couple (z,2') de R? x RY,

[u(z) — w(@)] U(z) + U(z"). (4)

|z —2/|s  —
Remarquons tout d’abord que I’espace F}}, muni de la norme
llullrs = llullze + inf{[|U]|rs, U satisfaisant (4)},

est un espace de Banach. Dans toute la suite, une fonction u étant donnée,
nous désignerons génériquement par U une fonction vérifiant (4).
Nous allons démontrer le théoreme suivant.

Théoréme 3.1 Soit s €]0,1[ et v un champ de vecteurs de divergence nulle
appartenant ¢ L. (RY;LL). Posons

loc
% lv(t,z) — v(t,z')|
V(t)= sup
( ) 0<|z—z'|<1 I’L‘ - 1'"(1 - Iog |.’L‘ — :L"l)

t ~
et o(s,t)= sexp~/ V(r)dr.
0

On considére fo € F; et g telle que la fonction ||g(t)|| ot-) appartienne d
P
L}OC(R+)'
Alors, il existe une unique solution de

’ atf-l—’tJVf
(T){ f|t=0 = fO'

telle que ||f(t)||F;(s,,) appartienne a LSS (RY).

|
Q

loc

Pour des raisons tout-a-fait similaires aux précédentes, il suffit de démon-
trer des estimations convenables sur les solutions réguliéres d’une équations
de transport associée a un champ de vecteurs indéfiniment différentiable.

Il est immédiat d’observer qu’étant donné un homéomorphisme 6 tel que

16(z) — 6(z")| < Cyplz — 2'|* pour |z-2'|<1,
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on a, pour |z — 2’| <1,
u(6(2)) — u(@(=)] _ |ub(2)) - u(b(="))| |6(x) - 6(=")]°
|z — a’|>e — [6(z) - 0 |z — 2’|

Clo(U(0(2)) + U(6(z"))).

Si de plus, 6 conserve la mesure, on a clairement que

IN

o llFga < (14 C7g)llullr;-

En appliquant ’inégalité ci-dessus a chaque instant dans 1’équation

Ohf+v-Vf =y
(T){ f|t=0 = fO,

il vient, C(t) désignant une fonction localement bornée croissante,

t
1f Ol geeen < C@O)lfollrg + C(t)/0 l9()l pocery -

La fonction ||f(t)|| ze(s.) est donc une fonction localement bornée sur Rt.
P

La seule chose restant maintenant & éclaircir est la relation entre les espaces
F; et les espaces de Besov. La proposition suivante répond a cette question
et achéve ainsi la démonstration du théoréme 1.1

Proposition 3.2 Soient p € [1,00] et s €]0,1[. Sip > 1, alors F,; = F; ..
Sinon, on a seulement Bi; C F C Bi.

La démonstration étant assez technique, nous n’en présentons ici qu’un
- fragment, le lecteur intéressé étant renvoyé a [1]. Le cas intéressant est le
cas ol p > 1. Comme ¢ = h est identiquement nulle prés de origine, il
vient

Agu(a) =24 [ (@ (a = 9)(u(y) - u(@))dy.

D’ou il résulte, en posant hs(2) = |2|°|h(2)|, que

29| Au(z)] < 29 /Rd hs(2%(z — y))l—u%__—ﬁ@dy

Iallis @) + 2 [ o2z = 9)U )y

IA

Cette inégalité (5) peut s’écrire

29| A ()] < [|hllps U(e) + (27hy(27) % U)(a).

VII-12



La fonction h, est majorée par une fonction hs radiale, intégrable et décrois-
sante. Le théoreme 2 page 62 de [6] affirme que si K est une fonction radiale,
intégrable et décroissante (en temps que fonction de la distance & 1origine),
alors

(K w)(2)] < ||K||rw*(2), (5)
ol w*(z) désigne la fonction maximale de w définie par

SN 1
) = N Ve B o) "

On en déduit que, pour tout z de R?, on a
2| Agu(@)| < IRl (U () + U*(2))-

Comme on a supposé que p était strictement supérieur a 1, on a ||U*||rr <
Cd,zf|!U||pP- D’ou il résulte que !|“”F;,oo < CypllullFg- La réciproque mélange
’utilisation de la fonction maximale avec des découpages en fréquences sui-
vants la taille relative de |z — 2'| et 279.
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