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1. Introduction.

De nombreux problèmes non linéaires conduisent à l’étude du comportement asymp-
totique de familles de solutions. Une difficulté pour obtenir des équations limites, est
d’analyser le défaut de compacité locale qui peut être provoqué par deux phénomènes dis-
tincts : concentration et oscillations. Pour d’écrire ces dernires, une approche consiste
à introduire les mesures de Young associées à une famille de solutions ue, i.e. les lim-

ites vagues des mesures de probabilités (voir [Y], [Tl], [T2], [DP1], [Ev]...). Le
problème est alors de savoir s’il existe des équations de propagation qui déterminent les
mesures de Young. Bien entendu, on ne prétend pas apporter une réponse générale à ces
questions. Au contraire, on va se restreindre à un cas très particulier, celui des systèmes
hyperboliques semi-linéaires en dimension un d’espace. Notre analyse s’appuie sur notre
étude antérieure des solutions oscillantes à haute fréquence de tels systèmes ( [JMRI]) , dont
l’asymptotique est gouvernée par les équations de l’optique géométrique non linéaire. Dans
ce cadre, un mécanisme fondamental est celui de l’interaction résonante des oscillations
(voir [T2], [T3], [J], [MR],[K], [HMR], [McLPT], [JMR1 à 4], [S]...). L’objet de cet exposé
est de montrer que l’analyse des rénonances est aussi un élément crucial dans l’étude des
mesures de Young.

1) Nous donnons un exemple de système 3 x 3, pour lequel il existe deux familles de
solutions ayant des mesures de Young différentes, bien que leur données initiales admettent
la même mesure de Young. Cela est du à l’existence, dans l’un des deux cas, d’une
résonance, le mécanisme de la résonance dépendant des phases d’oscillation alors que les
mesures de Young n’en dépendent pas.

2) À l’inverse, pour les systèmes non résonants 3 x 3 ou à non linéarité quadratique,
nous établissons des équations de propagation qui déterminent les mesures de Young des
solutions à partir de celles des données initiales. En outre, convenablement interprétées,
ces équations sont équivalentes à celles de l’optique géométrique non linéaire.

L’idée essentielle dans cette étude, est que la non résonance implique que les os-
cillations qui se propagent dans des directions différentes sont indépendantes. Cette

indépendance est traduite par un théorème de compacité par compensation, qui est à la
base des résultats présentés ici. Les preuves complètes se trouvent dans [JMR5].

2. Résonances et non compacité par compensation.
Considérons sur un ouvert Q de n champs de vecteurs Xk deux à deux indépen-

dants. La question que l’on se pose est la suivante. Considérons des suites uk bornées dans
L°° (Q) telles que les suites soient bornées dans £00(0). Quand peut-on affirmer que
les convergences faibles uJ§ - impliquent la convergence faible des produits u’ ... u’ -
:li1 ...:lin ?

Les résonances sont un obstacle à une telle continuité faible.

DÉFINITION 2.1. Une résonance sur un ouvert w est un n-uple de fonctions C°° sur
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w , telles que

La résonance est triviale lorsque drpj (y) = 0 pour et tout y E c~.

PROPOSITION 2.2. Supposons que (’Pl, V,) soit une résonances non triviale sur w
pour les champs Xk . Alors il existe ak E Cü(w), tels que

1) les fonctions uk(y) := sont bornées dans ainsi que Xkuic.
2) Une au moins des suites uk converge f aiblement vers 0.
3) Le produit ne converge pas f aiblement vers 0.

Preuve. Il existe j tel que 0 sur c~’ C c~. Prendre les ak supportés dans w’.

3. Remarques sur la résonance.
Les résonances ne dépendent pas des champs Xk mais des feuilletages associés. La

donnée de n feuilletages est connue sous le nom de n-tissu (Cf [BB] [P]). Les résonances
correspondent aux relation abélienne des tissus. L’espace des résonances (modulo des
constantes) pour un n-tissu, est de dimension au plus (n-1) (n-2)/2 ((BB), [P], [JMR1]).

EXEMPLE 3.1. Si les X~ sont à coefhcients constants, l’espace des résonances est de
dimension maximale. Les phases résonantes sont des polynômes de degré inférieur à n - 2.

EXEMPLE 3.2. Un système de deux champs indépendants n’est jamais résonant.

EXEMPLE 3.3. Pour n = 3, l’espace des résonances est de dimension au plus 1. Les

champs constants sont résonants, les phases résonantes étant linéaires. Génériquement,
il n’y a pas de résonances non triviales. Un 3-tissu associé à trois champs deux à deux
indépendants, est engendré dans des coordonnées locales convenables, par

avec a ~ 0. Il existe une résonance non triviale si et seulement si a est le produit d’une
fonction de t et d’une fonction de x, ou encore

Pour les 3-tissus, un invariant géométrique, appelé courbure, caractérise par son an-
nulation, l’existence d’une résonance non triviale ([BB], Dans l’exemple (3.1),
cette courbure est égale, à une normalisation près, à (a).

On renvoie à la section 3 de [JMR1] pour une discussion plus détaillée des aspects
géométriques de la résonance, en relation avec les systèmes d’équations non linéaires.
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4. Non résonance et compacité par compensation
Revenons à la situation du paragraphe 2, avec n = 3. Notons W(Q, Xk) l’espace des

u e L2(0) tels que Xku E L2(0). On vérifie facilement que l’application (Ul, U2, U3) -
UlU2u3 est continue de x W(Q,X2) x W(0,X3) dans 

THÉORÈME 4.1. Supposons que Xl, X2, X3 sont trois champs, deux à deux indépen-
dants, tels que la courbure du 3-tissu associé ne s’annule pas en y. Alors il existe un

voisinage w de y tel que pour tout triplet uk de familles bornées dans W(w, Xk), telles que
Uk converge faiblement vers converge f aiblement vers YI Y2 Y3.

Compte tenu de la discussion esquissée à l’Exemple 3.3, la non annulation de la cour-
bure équivaut à la non existence d’une résonance non triviale. Cela montre que pour n = 3,
les résonances constituent effectivement le seul obstacle à la continuité faible du produit.

Ce théorème est différent des théorèmes antérieurs ([Ml], [M2], [Tl], [DP1], [CLMS]),
en ce sens qu’il ne repose pas sur une étude "à coefficients figés" . Au contraire, les

champs constants sont toujours résonants et la continuité faible est fausse (Proposition
2.2.). Il s’apparente plutôt à certains résultats de compacité par compensation bilinéaires
qui utilisent des idées de propagation de compacité microlocale ([T4], [Gl]).

5. L’estimation principale.
L’énoncé du Théorème 4.1 est local. Il suffit de montrer la convergence

lorsque les uk sont à support dans un petit voisinage de y où la courbure ne s’annule pas.
Soit une décomposition dyadique de l’unité et Do(Dy) U+

= u la décomposition de Littlewood-Paley associée. Décomposant chaque
fonction ul on se ramène à montrer la continuité faible de quantités de la forme

où 2, 1,31  2 et S(2-jr¡) = + A(2-"77).
La convergence faible des uk implique pour chaque j fixé, la convergence forte de

uk. Chaque terme de la série est donc continu pour la convergence faible. En
outre, on a des estimations du type

avec }2  1. Par conséquent, la convergence uniforme de la série (5.2), et donc
sa continuité faible, résultent de l’estimation suivante.
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TIIÉORÈME 5.1. Sous les hypothèses du théorème 4.1, on peut choisir des coordonnées
locales, un voisinage de y, et une suite 6j qui tend vers zéro, tels que pour tout triplet
Uk E W(W, Xk), à support compact dans c~,

6. Indications sur la preuve du théorème 5.1.
On procède par l’absurde en supposant pour simplifier que a = ,Q = 0. Si l’estimation

(5.4) est fausse, il existe 6 &#x3E; 0, une suite de réels h tendant vers 0, de la forme 2-j , et des
suites uh bornées dans W(w, Xk) et à support compact dans w, telles que

On utilise la notion de mesure semi-classique microlocale de défaut introduite par P.
Gérard ([G 2], voir aussi [G L]). Si uh est une suite bornée dans L 2 (R2) il existe une sous
suite et une mesure de Radon positive et bornée sur T* (II~,2 ), appelée mesure semiclassique
de défaut de la suite extraite, telle que pour toute fonction a E on ait

LEMME 6.1.((G 2]) Soit vh et wh deux suites bornées dans qui admettent des
mesures semiclassiques de défaut étrangères. Alors, pour toute fonction or E S(T* (IR 2»

La stratégie est de montrer que, après extraction de sous suites, vh := ub et wh :=
u2 admettent des mesures semiclassiques de défaut étrangères, (6.3) étant

alors en contradiction avec l’hypothèse (6.1).

Supposons que les champs Xk ont préalablement été mis sous la forme (3.1), locale-
ment autour de Yb et que leur définition a été étendue à :JR2.

LEMME 6.2. Les mesures semiclassiques de défaut, v, des suites extraites de vh := ~t3,
oùC est l’ensemble caractéristique C := (T + a (t, x) ~ = 0 }. Si

1fl [resp. 7r2 ] désigne la projectzon (t, x, T, ~) --~ (x, ~) [resp. (t, T)~, alors pour tout (x, ~)
et tout (t, T) rx, vérifient
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La première affirmation est un résultat d’ellipticité microlocale (cf [G 2]). De plus, v
vérifie une équation de transport = vi où est le champ hamiltonien associé à
X3 et Vl une mesure absolument continue par rapport à v. Dans des coordonnées (Yl, Y2)
où X3 est colinéaire à 8Yl’ on montre que

où v « v’ signifie que la mesure v est absolument continue par rapport à la mesure v’.
(6.5) implique qu’une courbe transverse aux lignes de champs de X3 est de v-mesure nulle.
La seconde partie du lemme en résulte.

LEMME 6.3. Les mesures semielassiques de w h : = (A (hD) ui ( A (hD) Uh) sont

supportées dans T*(c~), nulles autour deq = 0, et absolument continues par rapport à un

produits tensoriel de mesures de Radon positives bornées

Si Xjul = 0 et X2u2 = 0, alors uf et u2 sont respectivement de la forme 
et f 2 (t). Alors, J12 (dt dT) 0 /11 (dx dç) avec J1j une mesure semiclassique
dans T* (R) de Jjh. Lorsque les second membres Xk Uh k ne sont pas nuls, la preuve est
techniquement plus lourde et résulte de (6.5) pour les mesures semi-classiques de ul et u2.

Le résultat suivant, où intervient la condition de non résonance, termine l’analyse.

THÉORÈME 6.4. Soit w un rectangle et soit a(t, x) E telle que 8t8xLn (a) ~ 0
sur Fi. Soit une mesure de Radon sur nulle au voisinage de = 0} et vérifiant
(6.6). Soit v une mesure portée par C := tr = a (t, x) } et vérifiant (6.4). Alors,
,4 et v sont étrangères.

Supposons d’abord que les points (z, £) et (t, T) sont respectivement de J1l et J12
mesure nulle. Notons Cx,~ :_ {(t, T) ~ 1 (t,x,r,ç) E C}. Ce sont des courbes, et l’hypothèse
de non résonance implique que Cx ,ç et se coupent transversalement si (~,~) 7~ (x’, ç/).
Comme les points sont de mesure nulle et que pi est bornée et il en résulte que l’ensemble
des (x, ç) tels que J1l (Cx,ç) &#x3E; 0 est au plus dénombrable, donc de J12 mesure nulle. Le
théorème de Fubini implique alors que pi ® ~c2 (C) = 0.

Les points de mesures strictement positives, sont éliminés en utilisant l’hypothèse
(6.4). On renvoie à [JMR 5] pour une preuve complète.

7. Non résonance et indépendance des mesures de Young.
Venons en maintenant aux applications aux systèmes semi-linéaires strictement hy-

pcrboliques cn dimension un d’espace. Après diagonalisation, un tel système s’écrit :
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avec ci  ..  cn. Soit SÈ := 1 (t, x) I o ~ t ~ TO,¡n(t) ~ x ~ où ¡net) [resp. 
est la caractéristique de Xn [resp. Xi ] issue de l’ extrémité gauche [resp. droite] d’un
intervalle compact cj C R. Supposons que u’ soit une suite de solutions de (7.1) bornée
dans LOO(O), construite, par exemple, par résolution du problème de Cauchy.

Quitte à extraire une sous suite, on peut supposer qu’il existe une mesure de Young,
c’est-à-dire une famille mesurable de probabilités .., sur IR’, paramétrée par
y := ( t, x) E 0, telle que pour toute fonction f E et toute fonction cp E 

En particularisant f , on voit que chaque composante uk admet une mesure de Young, qui
est la probabilité marginale de li, pour la projection (~1, .., À~) 2013~ Ak. Pour f E 

De même, quitte à extraire une nouvelle sous suite, on peut supposer que les données
initiales uk(O,.) admettent des mesures de Young, qu’on notera IJk,x(dÀ),x E w.

La question est de savoir si la mesure iL est déterminée par la mesure initiale v. Pour
étudier la propagation des mesures lik, multiplions l’équation Xlui = Fi par V(y)f’(uE)
et intégrons par parties. On choisit les fonctions test cp nulles sur On obtient :

La limite lorsque E - 0, s’exprime à l’aide des mesures de Young. On obtient

En éliminant p et f et en notant III la mesure sur f2 x lll, cela devient

où m 1 est la mesure sur Ç2 x III définie par mi :== étant la mesure

marginale de On obtient des équations semblables pour
les autres mesures pk. Mais les m~ dépendent de M. Pour clore le système obtenu, il faut
donc pouvoir exprimer li à l’aide des mesures marginales Pk.

L’observation fondamentale, est que, lorsque n  3, la non résonance des champs
Xk implique l’indépendance des mesures lik, Le cas n = 1 est trivial. Le cas n = 2
relève du théorème classique de compacité par compensation bilinéaire.
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THÉORÈME 7.1. Supposons que n = 3 et que la courbure du 3-tissu engendré par les
champs Xk ne s’annule pas sur no Alors, pour presque tout y E Ç2 on a

Il suffit de montrer que pour fj e Co~(R), ~=1,2,3, on a

Cela revient à montrer que les fonctions vk := qui convergent faiblement vers
sont telles que le produit vl v2 v3 converge faiblement vers

Or les vk sont bornées dans l’espace Il suffit
alors d’appliquer le théorème 4.1.

8. Équations pour les mesures de Young. Lien avec l’optique géométrique non
linéaire.

Considérons un système (7.1) avec n = 3. La discussion s’applique aussi lorsque
n &#x3E; 3 et les Fk sont quadratiques en u ou plus généralement lorsque les Fk (t, x, u) vérifient

= 0 pour tous les quadruples d’entiers (l~, j, l, m) deux à deux différents.
On suppose que la courbure du 3-tissu engendré par les Xk ne s’annule pas sur f2. En

injectant (7.7) dans (7.6), on obtient le résultat suivant.

THÉORÈME 8.1. Sous les hypothèses précédentes, les mesures de Young vérifient:

et des f ormules analogues pour A2 et A3 .

Al dépend de M2 et M3. Les équations (8.1) sont donc couplées. Cependant, ce système
est clos en ce sens qu’il est un système intégrodifférentiel ne portant que sur les pk. Le
résultat suivant montre que les mesures pk sont déterminées par leurs données initiales vk.

THÉORÈME 8.2 Le Problème de Cauchy (8.1) a au plus une solutzon (Pl, 112, /13) telle

que les sont des f amilles mesurables de probabilités supportées dans un compact
[-A, A] C lll indépendant de y.
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Introduisons les fonctions de répartition des probabilités J1k,y :

Les équations (8.1) peuvent s’écrirent à l’aide des Mk. On peut aussi introduire les profils
Uk de répartition des Ils sont caractérisés par la condition suivante : pour () e]0,1[ [

J1k,y est l’image par la fonction croissante Uk (y, .) de la mesure dO sur ~0,1(, i.e.

On détermine de même les profils 0) des mesures initiales vk,x(dÀk).

TIIÉORÈME 8.3. Les profils Uk sont solutions des équations suivantes :

Les équations (8.6) sont celles de l’optique géométrique non linéaire non résonante
([JMR1], [MR], [HMR] ). Via la formule (8.5), elles déterminent, dans le cas n = 3 non
résonant, toutes les mesures de Young des familles de solutions bornées de (7.1).

Le théorème 8.3 admet une réciproque beaucoup plus facile. Si les mesures de Young
initiales sont données par des profils Vk, non nécessairement croissants, et si les Uk vérifient
(8.6), alors les mesures J1k données par (8.5) satisfont (8.1). Le théorème d’unicité 8.2

implique que ce sont les mesures de Young des solutions.

9. Un exemple de non détermination des mesures de Young en présence de
résonances.

En présence d’une résonance, les mesures de Young des solutions ne sont pas complète-
ment déterminées par celles des données initiales. Cela se vérifie sur l’exemple suivant :

Alors
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LEMME 9.1 i~ Si cp(x) = x, alors = ! t + 0(e),
ii) Si cp(x) = x + x2, alors u3 (t, x) -~ 0 uniformement pour Ixl l  1/2 et t borné.

Le comportement de ~c3 dépend de la création ou non d’une oscillation résonante entre
les phases cp(x + t) et C’est le cas lorsque cp(x) = x, la somme cp(x + t) + c~(x - t)
étant caractéristique pour le troisième champ Cela ne se produit pas dans le cas ii) et
en fait, pour tout choix de V qui n’est pas i).

Pour une famille de la forme u£(x) := avec U continue, 27r- périodique et
cp de classe C’ avec 0 presque partout, et pour f continue, on a la convergence faible

La mesure de Young de la suite uë. est donc p(dÀ) Q9 dx, où /~ est l’image de d()/27r par
l’application U. En particulier, cette mesure ne dépend pas de la phase p.

À l’oposé, lorsque uë. 2013~ 0 p.p., f (u~) - f (o) et la mesure de Young est 6À=o ® dx.
On voit donc que les familles uj admetent des mesures de Young différentes dans les

cas i) et 2i) du lemme.

PROPOSITION 9.2. Pour cp(l) (x) = x et cp(2) (x) = x+x2, les données de Cauchy (2.2)
ont les mêmes mesures de Young. Mais les mesures de Young de U3 sont différentes.
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