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1. Introduction.

De nombreux problémes non linéaires conduisent a 1’étude du comportement asymp-
totique de familles de solutions. Une difficulté pour obtenir des équations limites, est
d’analyser le défaut de compacité locale qui peut étre provoqué par deux phénomenes dis-
tincts : concentration et oscillations. Pour d’écrire ces dernires, une approche consiste
4 introduire les mesures de Young associées & une famille de solutions uf, i.e. les lim-
ites vagues des mesures de probabilités dx=ns(z) (voir [Y], [T1], [T2], [DP1], [Ev]...). Le
probleéme est alors de savoir §’il existe des équations de propagation qui déterminent les
mesures de Young. Bien entendu, on ne prétend pas apporter une réponse générale a ces
questions. Au contraire, on va se restreindre & un cas trés particulier, celui des systemes
hyperboliques semi-linéaires en dimension un d’espace. Notre analyse s’appuie sur notre
étude antérieure des solutions oscillantes & haute fréquence de tels systémes ([JMR1]), dont
Pasymptotique est gouvernée par les équations de 'optique géométrique non linéaire. Dans
ce cadre, un mécanisme fondamental est celui de l'interaction résonante des oscillations
(voir [T2], [T3], [J], [MR],[K], [HMR], [McLPT], [JMR1 & 4], [S]...). L’objet de cet exposé
est de montrer que ’analyse des rénonances est aussi un élément crucial dans I’étude des
mesures de Young.

1) Nous donnons un exemple de systéme 3 x 3, pour lequel il existe deux familles de
solutions ayant des mesures de Young différentes, bien que leur données initiales admettent
la méme mesure de Young. Cela est du a l'existence, dans I'un des deux cas, d’une
résonance, le mécanisme de la résonance dépendant des phases d’oscillation alors que les
mesures de Young n’en dépendent pas.

2) A l'inverse, pour les systémes non résonants 3 x 3 ou 3 non linéarité quadratique,
nous établissons des équations de propagation qui déterminent les mesures de Young des
solutions a partir de celles des données initiales. En outre, convenablement interprétées,
ces équations sont équivalentes a celles de 'optique géométrique non linéaire.

L’idée essentielle dans cette étude, est que la non résonance implique que les os-
cillations qui se propagent dans des directions différentes sont indépendantes. Cette
indépendance est traduite par un théoreme de compacité par compensation, qui est a la
base des résultats présentés ici. Les preuves completes se trouvent dans [JMR5].

2. Résonances et non compacité par compensation.

Considérons sur un ouvert  de IR?, n champs de vecteurs Xj deux 3 deux indépen-
dants. La question que I’on se pose est la suivante. Considérons des suites uf, bornées dans
L> () telles que les suites Xiu§ soient bornées dans L°°(2). Quand peut-on affirmer que
les convergences faibles uf — u, impliquent la convergence faible des produits u§...ut, —
Uy My 7

Les résonances sont un obstacle & une telle continuité faible.

DEFINITION 2.1. Une résonance sur un ouvert w est un n-uple de fonctions C™ sur
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w, (p1,..,pn) telles que

n

(2.1) Xrpr =0 pour1<k<n, et chpk = 0.
k=1

La résonance est triviale lorsque dp;(y) = 0 pour tout j et tout y € w.

PROPOSITION 2.2. Supposons que (¢1,..,9n) S0it une résonance non triviale sur w
pour les champs Xi. Alors il eziste ax € C§°(w), tels que
1) les fonctions ug(y) := ax(y)e***@/¢ sont bornées dans L™ (w), ainsi que Xyu.
2) Une au moins des suites uy converge faiblement vers 0.
3) Le produit u§...u%, ne converge pas faiblement vers 0.

Preuve. Il existe j tel que dy;(y) # 0 sur w’ C w. Prendre les ax supportés dans w’.

3. Remarques sur la résonance.

Les résonances ne dépendent pas des champs X mais des feuilletages associés. La
donnée de n feuilletages est connue sous le nom de n-tissu (Cf [BB] [P]). Les résonances
correspondent aux relation abélienne des tissus. L’espace des résonances (modulo des
constantes) pour un n-tissu, est de dimension au plus (n—1) (n—2)/2 ([BB], [P}, [JMR1]).

EXEMPLE 3.1. Siles X sont a coefficients constants, I’espace des résonances est de
dimension maximale. Les phases résonantes sont des polynémes de degré inférieur & n— 2.

EXEMPLE 3.2. Un systeme de deux champs indépendants n’est jamais résonant.

EXEMPLE 3.3. Pour n = 3, l’espace des résonances est de dimension au plus 1. Les
champs constants sont résonants, les phases résonantes étant linéaires. Génériquement,
il n’y a pas de résonances non triviales. Un 3-tissu associé & trois champs deux & deux
indépendants, est engendré dans des coordonndées locales convenables, par

(3.1) X1:=0 , X9:=0, , X3:=0; + a(t,z)0, ,

avec a # 0. Il existe une résonance non triviale si et seulement si a est le produit d’une
fonction de ¢ et d’une fonction de z, ou encore

(3.2) 0;0; Ln(a) = 0.
Pour les 3-tissus, un invariant géométrique, appelé courbure, caractérise par son an-
nulation, 'existence d’une résonance non triviale ([BB], [JMR1]). Dans ’exemple (3.1),

cctte courbure est égale, & une normalisation pres, & §,0;Ln (a).

On renvoie a la scction 3 de [JMR1] pour une discussion plus détaillée des aspects
géométriques de la résonance, en rclation avec les systémes d’équations non linéaires.

I1I-3



4. Non résonance et compacité par compensation

Revenons 3 la situation du paragraphe 2, avec n = 3. Notons W(Q?, Xj) 1’espace des
u € L?(Q) tels que Xpu € L?(Q). On vérifie facilement que 'application (uj,ug,us) —
ujugus est continue de W(Q2, X1) x W(Q, X2) x W(Q, X3) dans L} ().

THEOREME 4.1. Supposons que X1, Xo, X3 sont trois champs, deuz a deux indépen-
dants, tels que la courbure du 3-tissu associé ne s’annule pas en y. Alors il existe un
voisinage w de y tel que pour tout triplet uy de familles bornées dans W(w, X1), telles que
uf, converge faiblement vers uy, le produit uf u3u§ converge faiblement vers u, us ug.

Compte tenu de la discussion esquissée 4 ’Exemple 3.3, la non annulation de la cour-
bure équivaut a la non existence d’une résonance non triviale. Cela montre que pour n = 3,
les résonances constituent effectivement le seul obstacle a la continuité faible du produit.

Ce théoréme est différent des théorémes antérieurs ([M1], [M2], [T1], [DP1], [CLMS]),
en ce sens qu’il ne repose pas sur une étude ”a coefficients figés”. Au contraire, les
champs constants sont toujours résonants et la continuité faible est fausse (Proposition
2.2.). Il s’apparente plutét a certains résultats de compacité par compensation bilinéaires
qui utilisent des idées de propagation de compacité microlocale ([T4], [G1]).

5. L’estimation principale.
L’énoncé du Théoreme 4.1 est local. Il suffit de montrer la convergence

(5.1) / W) @) W) dy — / w1 () 42 (v) 15 (9) dy

lorsque les uf, sont & support dans un petit voisinage de y ol la courbure ne s’annule pas.
Soit Ao M+ 51 A(277n) = 1 une décomposition dyadique de I'unité et Ao(Dy) u+

Y- A(277Dy)u =u la décomposition de Littlewood-Paley associée. Décomposant chaque

fonction uf, on se rameéne & montrer la continuité faible de quantités de la forme

62 Y [AE7D)uw) ARTD,)ui) S@TD,)u3) dy

ol la] £2, 18| < 2 et S279n) = Ao(n) + Li<ke; A27%0).

La convergence faible des uf implique pour chaque j fixé, la convergence forte de
A(277D,) uf. Chaque terme de la série est donc continu pour la convergence faible. En
outre, on a des estimations du type

(5.3) I1AQTIDy) uf llwexey < C 6;(uk) Hug llwixe

avec 3 .{ 8;(ug) }2 < 1. Par conséquent, la convergence uniforme de la série (5.2), et donc
sa continuité faible, résultent de I’estimation suivante.
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THEOREME 5.1. Sous les hypothéses du théoréme 4.1, on peut choisir des coordonnées
locales, un voisinage de y, et une suite 8; qui tend vers zéro, tels que pour tout triplet
ur € W(w, Xk), a support compact dans w,

(5.4) | / A@D)uy AR 9**D)up S D)us dy | <

8; |lu1 llww,x1) w2 liwe,x2) 1123 llww,xa)-

6. Indications sur la preuve du théoréme 5.1.

On procede par 'absurde en supposant pour simplifier que @ = 8 = 0. Si l’estimation
(5.4) est fausse, il existe § > 0, une suite de réels h tendant vers 0, de la forme 277, et des
suites u}! bornées dans W(w, X) et & support compact dans w, telles que

(6.1) |/(A(hp)u’;)(A(hD)u’;)(S(hD)u’g dy )| > 6.

On utilise la notion de mesure semi-classique microlocale de défaut introduite par P.
Gérard ([G 2],voir aussi [G L)). Si u" est une suite bornée dans L2(IR?), il existe une sous
suite et une mesure de Radon positive et bornée sur T™* (IRQ), appelée mesure semiclassique
de défaut de la suite extraite, telle que pour toute fonction a € S(T™*(IR?), on ait

(6.2) / (a(y,hD,) u* @) ) T (@)dy — / a(y,n) u (dy dn).

LEMME 6.1.([G 2]) Soit v et w* deuz suites bornées dans L2(IR?) qui admettent des
mesures semiclassiques de défaut étrangéres. Alors, pour toute fonction o € S(T*(IR?))

6.3) / (@) (0 (hD) @) dy — 0.

La stratégie est de montrer que, aprés extraction de sous suites, vh := ub et wh =

A(hD)ul A(hD)u} admettent des mesures semiclassiques de défaut étrangeres, (6.3) étant
alors en contradiction avec I’hypothese (6.1).

Supposons que les champs X, ont préalablement été mis sous la forme (3.1), locale-
ment autour de y, et que leur définition a été étendue & R?.

LEMME 6.2. Les mesures semiclassiques de défaut, v, des suites extraites de v := ul,
sont portées par CNT*(w) ot C est ’ensemble caractéristique C .= {r + a(t,z)€ = 0}. Si
7y [resp. wa | désigne la projection (t,z,7,&) — (x,&) [resp. (t,7)], alors pour tout (z, &)
et tout (t,7) [y := 7r1_1(:c, HNCNT*w et TH = r{l(t, T)NC NT*w, vérifient

(6.4) v(Tre) =v(*) =0
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La premicre affirmation est un résultat d’ellipticité microlocale (cf [G 2]). De plus, v
vérifie une équation de transport Hx,v = v; ou Hy, est le champ hamiltonien associé a
X3 et v1 une mesure absolument continue par rapport & v. Dans des coordonnées (y1,y2)
ou X3 est colinéaire a dy,, on montre que

(6.5) v(dydn) < U (dysdn) ® dyi1 ® bp,—o,

ol v < V' signifie que la mesure v est absolument continue par rapport & la mesure /.
(6.5) implique qu’une courbe transverse aux lignes de champs de X3 est de v-mesure nulle.
La seconde partie du lemme en résulte.

LEMME 6.3. Les mesures semiclassiques de wh := (A(hD)u}) ( A(hD)u}) sont
supportées dans T*(w), nulles autour de n = 0, et absolument continues par rapport a un
produit tensoriel de mesures de Radon positives bornées

(6.6) p(dydn) < pa (dtdr) ® py (dz d§).

Si Xjuh = 0 et Xoul = 0, alors u? et u} sont respectivement de la forme fP(z)
et fR(t). Alors, p(dydf) = po(dtdr) ® py(dzdf) avec p; une mesure semiclassique
dans T*(IR) de f;‘. Lorsque les second membres X ku’,: ne sont pas nuls, la preuve est
techniquement plus lourde et résulte de (6.5) pour les mesures semi-classiques de u? et ub.

Le résultat suivant, ou intervient la condition de non résonance, termine ’analyse.
b b y

THEOREME 6.4. Soit w un rectangle et soit a(t,z) € C*° (@) telle que 8,0-Ln (a) # 0
sur w. Soit u une mesure de Radon sur T*w, nulle au voisinage de {n = 0} et vérifiant
(6.6). Soit v une mesure sur T*w, portée par C := {1 = a (t,x) &} et vérifiant (6.4). Alors,
u et v sont étrangéres.

Supposons d’abord que les points {z,£} et {t,7} sont respectivement de u; et uo
mesure nulle. Notons C; ¢ := {(¢,7) | (¢,z,7,§) € C}. Ce sont des courbes, et ’hypothese
de non résonance implique que C; ¢ et C;r ¢/ se coupent transversalement si (z,€) # (z/,¢’).
Comme les points sont de mesure nulle et que py est bornée et il en résulte que ’ensemble
des (z,€) tels que p1(Cz¢) > 0 est au plus dénombrable, donc de po mesure nulle. Le
théoreme de Fubini implique alors que pu1 ® p2(C) = 0.

Les points de mesures strictement positives, sont éliminés en utilisant I’hypotheése
(6.4). On renvoie a [JMR 5] pour une precuve complete.

7. Non résonance et indépendance des mesures de Young.
Venons en maintenant aux applications aux systémes semi-linéaires strictement hy-
perboliques en dimension un d’cspace. Apres diagonalisation, un tel systeme s’éerit :

(7.1) Xkur = Ouk — ck(t,z) Oyuk = Fr(t,z,uy,..,un) ,1<k<mn,
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avec ¢y < .. < Cn. Soit Q:= {(t,z) | 0 <t < To,a(t) <z < 71(t)}, olt yu(t) [resp. 7i(t)]
est la caractéristique de X,, [resp. X; ] issue de I’ extrémité gauche [resp. droite] d’un
intervalle compact w C IR. Supposons que u® soit une suite de solutions de (7.1) bornée
dans L>(2), construite, par exemple, par résolution du probleme de Cauchy.

Quitte 3 extraire une sous suite, on peut supposer qu’il existe une mesure de Young,
c’est-a-dire une famille mesurable de probabilités p,(dM1, .., dAn) sur R", paramétrée par
y := (t,z) € , telle que pour toute fonction f € C°(IR?) et toute fonction ¢ € CJ(),

(7.2) / o) FuE@) dy  — / 0@ F Oy An) iy (dr..dA) dy.

En particularisant f, on voit que chaque composante uj admet une mesure de Young, qui
est la probabilité marginale de y, pour la projection (A1, .., An) — Ak. Pour f € C°(R),

(7.3) / o) FaEW) dy — / o) FN) foy (dN) dy.

De méme, quitte & extraire une nouvelle sous suite, on peut supposer que les données
initiales uf (0,.) admettent des mesures de Young, qu'on notera vk -(dA), T € w.

La question est de savoir si la mesure p est déterminée par la mesure initiale v. Pour

étudier la propagation des mesures puy, multiplions '’équation X u§ = Fy par ¢(y) f'(us)
et intégrons par parties. On choisit les fonctions test ¢ nulles sur 9Q\w. On obtient :

(14 - / (X10) () f WS w) dy + / 0 (0,) £ (45 (0,z)) dz

4 / o) £ W) Fi(y,uw),.),us W) dy = 0

La limite lorsque € — 0, s’exprime a l'aide des mesures de Young. On obtient

15 = [0 QSO ma(r)dy + [ 0,)f0n) mx(dh) ds
+ [ SO QDR M, M) by (@A, D) dy = O,

En ¢liminant ¢ et f et en notant u; la mesure py 4 (dA1)dy sur Q x R, cela devient
(7.6) Xipr — 0 (m1) =0 ,  pip=o =11

ol mj est la mesure sur 2 x IR définie par my := my ,(dA1)dy, mi 4 (dA1) étant la mesure
marginale de Fi(y, A1, .., An) py(dA1,..,dAn). On obtient des équations semblables pour
les autres mesures pi. Mais les my dépendent de p. Pour clore le systéme obtenu, il faut
donc pouvoir exprimer p & I'aide des mesures marginales yug.

L’observation fondamentale, est que, lorsque n < 3, la non résonance des champs
Xk implique I’indépendance des mesures p. Le cas n = 1 est trivial. Le cas n = 2
releve du théoréme classique de compacité par compensation bilinéaire.
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THEOREME 7.1. Supposons que n = 3 et que la courbure du 3-tissu engendré par les
champs Xy ne s’annule pas sur §). Alors, pour presque tout y € Q on a

(7.7) fy (A1, dAz, dA2) = p1,y(dA1) ® p2,y(dA2) ® s,y (dAs)

11 suffit de montrer que pour f; € C§°(R), 7=1,2,3, 0n a

(7.8) / o)1), F2(00), Fa(ha) py(dhr, dg, dAs) dy =

/w(y)f()\l),f2()\2),f3()\3) P,y (dA1) pa,y(dA2) p3,y(dA3) dy.

Cela revient & montrer que les fonctions vi := fi(uy) qui convergent faiblement vers
() == [ fe(Ak) pk,y(dAk), sont telles que le produit vfv5v§ converge faiblement vers
V3 Yo 3. Or Xu§ = f/(uf) Xkug, et les v sont bornées dans espace W(2, Xi). 11 suffit
alors d’appliquer le théoreme 4.1.

8. Equations pour les mesures de Young. Lien avec ’optique géométrique non
linéaire.
Considérons un systéme (7.1) avec n = 3. La discussion s’applique aussi lorsque
n > 3 et les Fi sont quadratiques en u ou plus généralement lorsque les Fi(t, x,u) vérifient
83 Fy /0u;0w8u,, = 0 pour tous les quadruples d’entiers (k, 7,1, m) deux & deux différents.
On suppose que la courbure du 3-tissu engendré par les Xx ne s’annule pas sur 2. En
injectant (7.7) dans (7.6), on obtient le résultat suivant.

THEOREME 8.1. Sous les hypothéses précédentes, les mesures de Young uy vérifient :

(8.1) Xipe — One (Ak(y, Me)uk) = 0, Pkje=0 = Vk
avec
(82) Al(y7 A1) = /Fl (ya )‘1’ )‘21 >‘3) K2,y (d/\Q) U3,y (d>‘3)

et des formules analogues pour As et As.

A; dépend de g et p3. Les équations (8.1) sont donc couplées. Cependant, ce systeme
est clos en ce sens qu’il est un systéme intégrodifférentiel ne portant que sur les pg. Le
résultat suivant montre que les mesures px sont déterminées par leurs données initiales v.

THEOREME 8.2 Le Probléme de Cauchy (8.1) a au plus une solution (u1, pg, u3) telle
que les {1k,y }yeq sont des familles mesurables de probabilités supportées dans un compact

[-A, Al C R indépendant de y.
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Introduisons les fonctions de répartition des probabilités pk .y :
(8.9) Mic(y,3) = by (| = 00, AD.-

Les équations (8.1) peuvent s’écrirent & I’aide des My. On peut aussi introduire les profils
Uk de répartition des uk. Ils sont caractérisés par la condition suivante : pour 8 €]0, 1]

(8.4) Mi(y,A) >0 <<= A> Ug(y,0).

k,y est I'image par la fonction croissante Uk (y,.) de la mesure df sur |0, 1], i.e.

1
(8.5) / FO) k(@) = /0 F(U(y, 0)) do.

On détermine de méme les profils Vi(z, ) des mesures initiales vk o (dAk).

THEOREME 8.3. Les profils U sont solutions des équations suivantes :
(8.6) X;Uj(y,0;) = /Fj(y, Ui(y,61), Ua(y, 02), Us(y,63)) dox d6r , Ujp=o =V;

ot {j,k, 1} ={1,2,3}.

Les équations (8.6) sont celles de 'optique géométrique non linéaire non résonante
(JMR1], [MR], [HMR] ). Via la formule (8.5), elles déterminent, dans le cas n = 3 non
résonant, toutes les mesures de Young des familles de solutions bornées de (7.1).

Le théoreme 8.3 admet une réciproque beaucoup plus facile. Si les mesures de Young
initiales sont données par des profils Vi, non nécessairement croissants, et si les Uy vérifient
(8.6), alors les mesures px données par (8.5) satisfont (8.1). Le théoréme d’unicité 8.2
implique que ce sont les mesures de Young des solutions.

9. Un exemple de non détermination des mesures de Young en présence de
résonances.

En présence d’une résonance, les mesures de Young des solutions ne sont pas complete-
ment déterminées par celles des données initiales. Cela se vérifie sur ’exemple suivant :

(0 —0z)ui = 0 ui(0,2) = cos(p(z)/e)
9.1) (Ot +0z)us = 0 u5(0,z) = cos(p(z)/€)
Oiuy = ujuj u3(0,z) = 0
Alors
(9.2) uj (t,x) = cos (p(z +1)/e) , wuj(t,x)=cos(p(x—1)/e) ,

ITI- 9



(9.3) us(t,z) = /0 cos (p(z +t)/€) cos(p(x —t)/e) ds.

LEMME 9.1 i) Si p(z) = x, alors u§(t,z) = 3t cos(2z/e) + O(e),
i) Si p(x) = + x2, alors u§(t, ) — 0 uniformément pour |z| < 1/2 et t borné.

Le comportement de u§ dépend de la création ou non d’une oscillation résonante entre
les phases p(x +1) et p(z —t). Clest le cas lorsque ¢(z) = z, la somme p(z +1t) + p(z —t)
étant caractéristique pour le troisitme champ 8;. Cela ne se produit pas dans le cas ii) et
en fait, pour tout choix de ¢ qui n’est pas i).

Pour une famille de la forme u®(z) := U(p(z)/e) avec U continue, 27- périodique et
¢ de classe C! avec dyp # 0 presque partout, et pour f continue, on a la convergence faible

1 27

(9-4) ) =fU(p/e) — o A f(U(0))de.

La mesure de Young de la suite u® est donc u(dA) ® dz, ou u est I'image de df/2n par
Papplication U. En particulier, cette mesure ne dépend pas de la phase ¢.
A Poposé, lorsque u€ — 0 p.p., f(uf) — f(0) et la mesure de Young est 6x—o ® dz.
On voit donc que les familles u§ admetent des mesures de Young différentes dans les
cas i) et 43) du lemme.

PROPOSITION 9.2. Pour ¢ (z) =z et (¥ (z) = x4 22, les données de Cauchy (2.2)
ont les mémes mesures de Young. Mais les mesures de Young de u§ sont différentes.
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