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Estimations sur les correlations et principes du maximum.

0. Introduction.
Dans [SI], [HS] et inspirés par [SiWYY] nous avons développé une méthode basée

sur le principe du maximum, pour estimer le logarithme de la première fonction propre
d’un opérateur de Schrôdinger et pour majorer des corrélations pour certaines intégrales
du type de Laplace. Voir aussi (H1,2,3~ pour une introduction plus large à ce sujet, et pour
d’autres résultats obtenus avec le même type de méthode.

Dans cet exposé, basé sur (S2), nous décrivons quelques nouvelles estimations obtenues
par un emploi un peu plus systématique et conceptuel du principe de maximum.

1. La première fonction propre.
Soit B un espace de Banach réel de dimension finie m, et soit B* son dual. Soit

A : B - B une application linéaires, 6 &#x3E; 0. Disons que A vérifie (mpê) si on a:

Exemple a. Si B = B* _ z(1, .., m}), A symétrique &#x3E; à &#x3E; 0, alors A vérifie (mp6).
Exemple b. Soit B = .~p({1, .., m~) , p E p : ~1, .., m~ -~]0,oo[, avec la norme

= où = Soit A = D + W , où D est diagonale &#x3E; ro &#x3E; 0

et où ri. Alors A vérifie (mpb). En fait, B* _ .~i , où 1 = 1 + 1 et si

1 pour tout j. Donc (Dt,s~ &#x3E; pendant que

Soit avec

(1.1) V"(x) = D + W"(x), où D est diagonale &#x3E; ro &#x3E; ri &#x3E; 0,  ri,

où B = .~ P, p E p : { 1, .., m } 2013~j0,oo[. Remarquons que (1.1) entraine que V est
uniformement strictement convexe.

Théorème 1.1. Soit la remière fonction propre de - hZ +V x . Alors " x =Théorème 1.1. e" propre e 2 ( (  ==

Rappelons ici un résultat de Brascamp-Lieb [BL] qui dit que si l’on remplace (1.1) par
V " ( x ) &#x3E; ro , alors ~" (x ) &#x3E; vfTÕ. Ce résultat fut re-démontré par Singer-Wong-Yau-Yau
[SiWYY] à l’aide du principe du maximum. Dans [SI] nous avons obtenu le Théorème 1.1
dans le cas particulier D = l. Nous espérons que notre nouvelle variante donnera plus de
fléxibilité et permettra de traiter aussi des cas non-convexes.

Esquisse de la démonstration. est la plus petite valeur propre, nous avons l’équation
de Riccati:
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et comme dans [SiWYY] et [SI], on obtient

où bien avec 0" = B/D + 0":

Supposons maintenant que

Alors + vérifie avec 5 = y’TÕ - m/2. Soit Xo un point où le sup dans
(1.5) est atteint et soient t (E B, s E B* des vecteurs normalisés avec = m.

Notons que

Appliquons (1.4) à t et prenons le produit scalaire avec s. Comme les opérateurs ~~ ~ 8x
et -~ peuvent être sortis des produits scalaires, la contribution des deux premiers termes
à droite dans (1.4) est non-négative en xo et on obtient:

En combinant (1.5), (1.6) on obtient m  ro - Dans le cas général, il faut faire
des arguments de déformation et de régularisation (comme dans (S1~) pour se ramener au
cas où (1.5) s’applique. jj

En principe on peut aussi utiliser cette méthode pour estimer les dérivées supérieures.

2. Estimations sur les corrélations.
Il s’agit d’améliorer certains résultats de [HS] dans le cas ferro-magnétique, et en

particulier de pouvoir traiter un cas limite où un exposant cesse d’être uniformement
strictement convexe. On commence par quelques résultats simples et préliminaires sur
des matrices dans l’esprit du théorème de Perron-Frobenius. (Voir aussi l’appendice A
dans Guerra-Rosen-Simon [GRSim].) Soit A = Ar = une matrice réelle, où
l’ensemble r est finie.

Proposition 2.1. Les deux propriétés suivantes sont équivalente:
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La preuve est simple et naturelle. Remarquons aussi que si A vérifie (2.1) il en est de
même pour eI + A, e &#x3E; 0, et EI + A est bijectif: Rr -~ Rr.

Proposition 2.2. Soit A = Ar bijectif vérifiant (2. 1). Si v E Rr est &#x3E; 0 (en chaque
composante), il en est de même pour la solution u E Rr de Au = v.

Si A = Ar , B = Br sont des matrices réelles, écrivons A ’ B ou B &#x3E;’ A si a;, k  

pour tous j, k E r. Remarquons que si A vérifie (2.1 ) et 0, B &#x3E;’ A, alors B vérifie
(2.1).

Proposition 2.3. Supposons que A, B vérifient (2.1) (avec le même r~, que A ’ B et
que A soit bijectif. Alors B est bijectif et si 0  v E Rr et uA, UB E Rr sont les solutions
de AvA = v, Bu&#x26; = v, alors 0  ~cB  ~cA (en chaque composante).

Théorème 2.4. Soit A = Ar &#x3E; 0 une matrice symétrique réelle vérifiant (2.1) et soit
0 E COO(Rr; R) tel que âx~  0, j -¡. k, 0"(x) &#x3E;’ A, 180 /&#x3E;1  Cr, la 1 = 2. Alors,

1 10u nous avons pose

et où ek est le vecteur de base canonique dans Rr correspondant à k.

de ta démonstration. La première inégalité dans (2.3) est un cas particulier d’un
résultat de Cartier (C~. Comme dans [S3], [HS], nous considérons l’équation

et en supposant assez de régularité chez u, v:

Supposons maintenant que u E C2, 0, oo et que est borné sur Rr.
Soient
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où

On obtient,

Supposons pour un e &#x3E; 0 que l’on n’ait pas Vu  partout et soit xa E Rr, jo E r
tels que soit maximal &#x3E; 0. Alors de (2.7) on déduit:

ce qui est absurde. Donc Vu  partout et donc aussi Vu  U+. De même Vu &#x3E; -U_:

Avec v = zk on obtient modulo quelques arguments de regularisation et de déformation
(voir [HS]):

Il suiRt maintenant d’appliquer la formule de [HS]:

pour obtenir (2.3).

Comme exemple considérons

avec d &#x3E; 3 pour simplifier. On suppose

Alors à E et 1 - ~(0) ~~ 0 avec égalité en 0 = 0. (Ici v(9) _ E v(j)eie.j
désigne la transformée de Fourier de v.) On suppose
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Passant par les transformées de Fourier, on trouve alors une fonction Eo ( j ) &#x3E; 0, avec
Eo ( j ) = Fo ( j ) + o( { j ~ 2 -d ), [j[ I -~ 00, et (ôo - v ) * Eo = ho, où Fo désigne la solution
fondamentale de qui est positivement homogène de degré 2 - d.

Si r c Zd est fini et Ar désigne la restriction de A à r x r, alors on montre que Ar
est bijectif et que la matrice de l’inverse vérifie:

E COO(Rr; R) satisfait aux hypothèses du théorème 2.3 avec A = Ar pour un v fixé
indépendant de r qui vérifie (2.12)-(2.15), alors on obtient pour j, k E r, uniformement en

Pour d = l, 2, on obtient aussi des estimations dans lesquelles il faut préciser une dépenden-
ce de r.

L’exemple qui nous a motivé au départ (voir [HS]) provient d’un modèle de M.Kac
(d =1 ):

où on somme sur Z/mZ. Pour v  4 nous avons montré dans [HS] que les corrélations
decroissent exponentiellement Pour v = 4 on perd la stricte convexité. Une
généralisation naturelle au cas de la dimension d quelconque serait de prendre

Ici r est un sous-ensemble fini de Zd. Alors, si d &#x3E; 3, v = i, on peut appliquer (2.17) avec

Remarquous que

La bibliographie contient quelques travaux supplémentaires qui nous ont inspiré.
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