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Estimations sur les correlations et principes du maximum.

0. Introduction.

Dans [S1], [HS] et inspirés par [SIWYY] nous avons développé une méthode basée
sur le principe du maximum, pour estimer le logarithme de la premiére fonction propre
d’un opérateur de Schrodinger et pour majorer des corrélations pour certaines intégrales
du type de Laplace. Voir aussi [H1,2,3] pour une introduction plus large a ce sujet, et pour
d’autres résultats obtenus avec le méme type de méthode.

Dans cet exposé, basé sur [S2], nous décrivons quelques nouvelles estimations obtenues
par un emploi un peu plus systématique et conceptuel du principe de maximum.

1. La premiére fonction propre.
Soit B un espace de Banach réel de dimension finie m, et soit B* son dual. Soit
A : B — B une application linéaire, § > 0. Disons que A vérifie (mpé) si on a:

Site B, s€B*, (t,s) = [tlallslls-, alors (At,s) > 8lit] 5s] -

Ezemple a. Si B = B* = £*({1,..,m}), A symétrique > § > 0, alors A vérifie (mpé).
Ezemple b. Soit B = £5({1,..,m}) , p € [1,00], p : {1,..,m} —]0,00[, avec la norme
lzllez = llpz|ler, o1 (pz); = p(j)z;. Soit A= D + W, ot D est diagonale > ro 21 20
et ou ||W||£(¢;,¢:) < 7. Alors A vérifie (mpé). En fait, B* = Eg/p, oul = ;1; +% et si
(t,s) = ||t||B]|s|l B+, alors tjs; > 0 pour tout j. Donc (Dt,s) > ro||t||B||s||B+, pendant que
(W2, 3)| < rillt|| lls| -

Soit V € C*°(R™;R) avec

(1.1) V"(z) =D+ W"(z), ot D est diagonale >ro >r; >0, ||W"(z)||cB,B) < 715

ot B =4, pe€[lo0], p:{l,..,m} —]0,00. Remarquons que (1.1) entraine que V est
uniformement strictement convexe.

Théoréme 1.1. Soit e~ =)/} lg premiére fonction propre de —%2—A+V($). Alors ¢"'(z) =

VD +¢"(z), ot ||$"(z)llc(B,8) < Vo — Vo — 1.

Rappelons ici un résultat de Brascamp-Lieb [BL] qui dit que si ’on remplace (1.1) par
V'"(z) > ro, alors ¢"(z) > \/ro. Ce résultat fut re-démontré par Singer-Wong-Yau-Yau
[SIWYY] a l’aide du principe du maximum. Dans [S1] nous avons obtenu le Théoréme 1.1
dans le cas particulier D = I. Nous espérons que notre nouvelle variante donnera plus de
fléxibilité et permettra de traiter aussi des cas non-convexes.

Esquisse de la démonstration. Si p est la plus petite valeur propre, nous avons I’équation
de Riccati:

(12) V() - 1= 5(36) ~ 204
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et comme dans [SIWYY] et [S1], on obtient

(1.3) V'(z)=V¢-0,¢4" — gAd)" +¢" 0",

otl bien avec ¢" = /D + 9":

(1.4) W'(z) =Vé- 09" — -gAzﬁ" +(VD+ %«b”)zp” +9" (VD + %1/1").

Supposons maintenant que

(1.5) sup, ||[¥" ()|l c(B,B) =det m < /o, ¥"(z) = 0, |z| — 0.

Alors /D + %W’(w) vérifie (mpé) avec § = \/rg — m/2. Soit zo un point ou le sup dans
(1.5) est atteint et soient t € B, s € B* des vecteurs normalisés avec (¢"(zo)t,s) = m.
Notons que

(#"(20)t,8) = l¥"(0)tl| BlIslI B~ = [Itll Bll%" (20)s]| B~

Appliquons (1.4) a t et prenons le produit scalaire avec s. Comme les opérateurs V¢ - 0,
et —A peuvent étre sortis des produits scalaires, la contribution des deux premiers termes
a droite dans (1.4) est non-négative en z, et on obtient:

(1.6) r1 2 sup, |[|W"(z)||c(s,8) 2

(VD + 59" (@) (w0}t 5) + (VD + 58" (o) 8" (20)s) >
2V — 5 )m.

En combinant (1.5), (1.6) on obtient m < v/To —+/To — 1. Dans le cas général, il faut faire
des arguments de déformation et de régularisation (comme dans [S1]) pour se ramener au
cas ou (1.5) s’applique. 4

En principe on peut aussi utiliser cette méthode pour estimer les dérivées supérieures.

2. Estimations sur les corrélations.

Il s’agit d’améliorer certains résultats de [HS] dans le cas ferro-magnétique, et en
particulier de pouvoir traiter un cas limite ol un exposant cesse d’étre uniformement
strictement convexe. On commence par quelques résultats simples et préliminaires sur
des matrices dans I'esprit du théoréme de Perron-Frobenius. (Voir aussi 'appendice A
dans Guerra-Rosen-Simon [GRSim].) Soit A = Ar = (@, i)jker une matrice réelle, ou
I’ensemble T' est finie.

Proposition 2.1. Les deuz propriétés suivantes sont équivalentes:

(2.1) SiT 35— u(j) €R est mazimal =m >0 en j = jo, alors Au(jo) > 0.
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(2.2) a;;j >0, a;r <0, 7 #ket Zaj’k > 0 pour tout j € T.
k

La preuve est simple et naturelle. Remarquons aussi que si A vérifie (2.1) il en est de
méme pour €l + A, € > 0, et eI + A est bijectif: RT — R,

Proposition 2.2. Soit A = Ar bijectif vérifiant (2.1). Siv € RT est > 0 (en chagque
composante), il en est de méme pour la solution u € R de Au=v.

Si A = Ar, B = Br sont des matrices réelles, écrivons A <' Bou B >’ Asiaj, < bj
pour tous j, k € I'. Remarquons que si A vérifie (2.1) et b;j x <0, B >' A, alors B vérifie
(2.1).

Proposition 2.3. Supposons que A, B vérifient (2.1) (avec le méme '), que A <' B et

que A soit bijectif. Alors B est bijectif et 3:0 < v € RY et uy, ug € RY sont les solutions
de Aug = v, Bug = v, alors 0 <upg < uy (en chaque composante).

Théoréme 2.4. Soit A = Ar > 0 une matrice symétrique réelle vérifiant (2.1) et soit
¢ € C°(RT;R) tel que 3;,0,,6 <0, 7 #k, ¢"(z) >' A, |0°¢| < Cr, |a| = 2. Alors,

(23) 0 < ((zj = (z;)(zk — (r))) < h(A7"ex)(5), J, k€T,
0l nous avons posé

z)e—%@)/ k4,
(2.4) (f) = f'j'(ezd,(z)/hdw ’

et ot ex est le vecteur de base canonique dans RY correspondant d k.

Esquisse de la démonstration. La premiére inégalité dans (2.3) est un cas particulier d’un
résultat de Cartier [C]. Comme dans [S3], [HS], nous considérons ’équation

(2.5) v— (v) =V¢-0,u — hAu,
et en supposant assez de régularité chez u, v:
(2.6) Vv = ¢""(2)Vu — hRAVu + V¢ - 8, Vu.
Supposons maintenant que u € C?, Vu — 0, |z| — oo et que Vv(z) est borné sur RT.

Soient
Vi(j) = sup,max(0, £0,; v(z))

0<Ug = A—IV:]: = lime-—»OUﬂ:,ey
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ou
0<Use=A"Y (Vg +el), 1(j) =1,V;.

On obtient,

(2.7) ¢"(z)(Vu—Us ) — hA(Vu = Uy ) + V- 0, (Vu — Uy )
= —¢"(z)Us,c + Vv < Vo — AU4 < Vo — V4 <0.

Supposons pour un € > 0 que ’on n’ait pas Vu < Uy . partout et soit zo € R j, el
tels que 6xj°u(mo) — U4 e(Jo) soit maximal > 0. Alors de (2.7) on déduit:

(2.8) 0 < (¢"(w0)(Vu = Uy c))jo <O
ce qui est absurde. Donc Vu < U,  partout et donc aussi Vu < U;. De méme Vu > —U_:
(2.9) —U_ < Vu<Uy.

Avec v = z} on obtient modulo quelques arguments de regularisation et de déformation

(voir [HS)):

(2.10) 0<Vu< A e

I suffit maintenant d’appliquer la formule de [HS]:

(2.11) (25— (23))(ox — (24))) = h(Dz; u)

pour obtenir (2.3). }

Comme exemple considérons
A=6jx—v(j—k), j,keZ
avec d > 3 pour simplifier. On suppose

(2.12) v(j) 2 0, v est paire, ||v]la =1, v(0) <1,

(213) S G) ™ B4Dy(5) < oo,

Alors § € C™x(2,d=3)(T?) et 1 — () > 0 avec égalité en § = 0. (Ici 5(0) = 3 v(j)e'®?
désigne la transformée de Fourier de v.) On suppose

(2.14) 1 —9(6) > 0 pour 8 # 0 dans T,
(2.15) > a;k6;8: >0, 6] #0, ot 1 —3(6) =Y a;x8;6k + o(|6]*), 6 — 0.
5k
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Passant par les transformées de Fourier, on trouve alors une fonction Ey(j) > 0, avec
Eo(j) = Fo(j) + o((j)*™%), |j] — oo, et (6o — v) x Ey = &, o F désigne la solution
fondamentale de ) a;jkDy; Dy, qui est positivement homogene de degré 2 —d.

Si T' C Z9 est fini et Ar désigne la restriction de A & T’ x T, alors on montre que Ar
est bijectif et que la matrice de I'inverse vérifie:

(2.16) 0 < AF'(j, k) < Eo(j — k).

Si ¢ € C°(RT; R) satisfait aux hypothéses du théoréme 2.3 avec A = Ar pour un v fixé
indépendant de I' qui vérifie (2.12)-(2.15), alors on obtient pour j, k € I', uniformement en
7,k T

(217) 0 <{(z; — (z;))(zx = (z&))) < h(Fo(j — k) +o((j = k)*77)), j — k| — oo.

Pour d = 1,2, on obtient aussi des estimations dans lesquelles il faut préciser une dépenden-
ce deT.

L’exemple qui nous a motivé au départ (voir [HS]) provient d’'un modele de M.Kac
(d=1):

z2
(2.18) #@) =3 2 = " logch(vi(g; + 2541))

ol on somme sur Z/mZ. Pour v < § nous avons montré dans [HS] que les corrélations

decroissent exponentiellement en |j — k|. Pour v = } on perd la stricte convexité. Une

généralisation naturelle au cas de la dimension d quelconque serait de prendre
2 1
(2.19) $e) =) 5 =7 > log ch(v/v(zp + 24))

a€rl {a9ﬂ}cr1|a—ﬂ'll=l

Ici T est un sous-ensemble fini de Z?. Alors,sid >3, v = %, on peut appliquer (2.17) avec

1 1
’U=§50+?4—d Z 6a.

|0I1=1
Remarquous que
d
R 1 1+ cosb;
v(0) = 3 ];1 —

La bibliographie contient quelques travaux supplémentaires qui nous ont inspiré.
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