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1. — Introduction

On s’intéresse ici & un probleme modele de stabilisation pour ’équation des ondes.
Soit (M, g) une variété C'*° riemanienne compacte, connexe, a bord C*° M, A = A  le
laplacien sur M pour la métrique g, et a(z) € C*°(M,R,). Le probléme d’évolution

{(af—A—!—Qa(a:)@t)u:O ulR, xom =0

3
F: _ =ue L} (M)

@ ult=o = uo € Hy(M)

posséde une unique solution u(t,z) € C°(R,, H}) N C*(R, L?), obtenue en appliquant
par exemple le théoréme de Hille-Yosida a ’opérateur non borné sur ’espace de Hilbert
H=H}(M)® LY(M)

@) A, = (g _1;1a> D(A.) = (Hi n H?) & H}.
On vérifie aisément que pour A € C, ReX ¢ [-2||a||p~,0], (A — A,) est bijectif de
D(A,) sur H. L’injection D(A,) — H étant compacte, le spectre de A,, noté sp(A,) est
constitué d’une suite Aj de nombres complexes vérifiant Re Aj € [—2||a||oo, 0], |Aj| — o0;
la fonction a étant & valeurs réelles, le spectre sp(A,) est invariant par conjugaison
complexe. On notera E); le sous-espace caractéristique (de dimension finie) associé a la

valeur spectrale A;.

Pour u(t,z) solution de (1), I’énergie de u a 'instant ¢ est définie par

1
3) B(w,t) =5 [ [ +IVoul
“ JM
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et vérifie
(4) E(u,0) — E(u,t) = /Ot /M a(w)‘-g—:(s,m)lz.

Rappelons alors qu’on a les résultats suivants.

Théoréme 0.  On suppose a(z) non identiquement nulle.

i) SiOM # ¢,on aRe) <0 pour A € sp(A,); si OM = ¢, A = 0 est la seule valeur

spectrale a partie réelle nulle, associée aux solutions constantes de (1).

ii)  Pour toutes données (ug,u1) € Hy ®L?, la solution u de (1) vérifie li_irp E(u,t) =
—+4o00
0.

iii) On suppose de plus que les géodésiques de M n’ont pas de contact d’ordre infini
avec OM, et qu’il existe un temps Ty > 0 tel que toute géodésique généralisée de M de
longueur supérieure & Ty rencontre 'ouvert {z,a(z) > 0}. Alors il existe cp,c; > 0 tels
que

(5) V(ug,u1) € H, E(u,t) <coe *E(u,0) Vt>0.

(Les géodésiques généralisées sont les projections sur M des rayons C* de MELROSE-
SIGSTRAND, voir [M-S].)

Le point i) résulte du théoreme d’unicité de Calderén pour les opérateurs réels
elliptiques d’ordre deux. En effet, si A = iw € sp(A4,), w réel il existe f # 0 dans
Hj tel que —Af + 2aAf + A2f =0, doncw [a|f|> =0et [|Vf|> —w? [|f|? =0;si
w=0onadonc f = Cte;siw # 0,ona/af = 0dans L?(M), donc avec U = {a(z) > 0}
qui est ouvert et non vide, fly = 0et —Af+A2f =0 d’ou f =0, puisque M est supposé

connexe.
Le point ii) résulte de i) tres simplement car @E); est dense dans H, d’apres [G-K].

Le point iii) a été prouvé d’abord dans le cas M = ¢ par RAUCH & TAYLOR
[R-T], puis dans le cas général par BARDOS, LEBEAU, RAUCH [B-L-R], la démonstration
utilisant de fagon essentielle le théoréme de propagation de Melrose-Sjostrand. De plus,
il résulte de [B-L-R] que s'il existe une géodésique généralisée maximale de M qui ne
rencontre jamais le support de a, alors on n’a pas décroissance exponentielle de ’énergie,
i.e. (5) est faux.
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Les résultats que nous décrivons ici apportent des précisions quantitatives au Théo-

réme 0. Ils sont a paraitre dans [L].

Pour ce qui concerne la possibilité pour le spectre de s’accumuler sur I’axe imaginaire,
ona:

Théoréme 1.  On suppose a(z) non identiquement nulle.

i) Il existe C > 0 telle que

(6) VA esp(4a)\ {0}, ReA< —%e-cllmkl.
Plus précisément, pour A = -0+ iw,w €R, |w|>1et0 <o < %e“CM on a
(7) (A = Aa) 7! < Cel

(ici la norme de la résolvante est la norme d’opérateur borné sur H).

De plus, pour tout k > 0, il existe C > 0 tel que pour tout (ug,u;) € D(AF) on ait

log[3 + log(3 + t)]
> 12 < 028 :
(8) Vit = O’ E(u’t) <C (lOg[3 + t])k ”(U’O’ul)”D(A")
ii) Soit M la surface de révolution de R® M = = {(z,y,2),z = R(z)cosb,y =

R(z) sin, z € [-1 + 1]} ou la fonction [-1,1] 3 z — R(z) > 0 vérifie R(0) = 1,
R(0) = 0, R(0) < 0, R(z) # 0 pour z # 0; on munit M de la métrique induite par
R3 et on suppose que la fonction a € C*(M;R,) ne dépend que de z et vérifie pour
un a €)0,1[, a(z) = 0 pour |z| < @, a(z) > 0 pour |z| > a. Alors il existe une suite
Aj = —0j +w;j dans sp(A.) avec j € N assez grand telle que

wj

(9) lim — =1, lim

logo;

=-25

avec So = min(é(+a),6(—a)), ou ¢ est la distance d’Agmon définie par 6(0) =
sign(8'(2)) = sign(2), (¢')* = (1 + R*)(g - 1).

En particulier, le point ii) prouve que I'estimation (6) est optimale dans le cas général
(donc a fortiori (7)). De méme, ii) prouve que dans le cas général, pour des données
appartenant au domaine de AF, on ne peut espérer une décroissance de E(u,t)l/ 2
meilleure que [log(3 + t)]*.

XV-3



Le point i) est une conséquence de l'inégalité de Carleman comme dans le travail
de ROBBIANO [R]; le point ii) s’obtient en écrivant le probléme comme un probléme
spectral semi-classique ou le petit parametre h est 'inverse de la fréquence angulaire,
et en analysant l'effet tunnel entre la géodésique périodique (zr = R(0)cosf,y =
R(0)sinf, z = 0) et le bord du support de a, dans l’esprit des travaux de HELFFER-
SIOSTRAND (voir [H-S] en particulier).

Le deuxiéme résultat que nous obtenons étend le résultat de COX-ZUAZUA (voir [C-Z])
sur le calcul du meilleur taux de décroissance exponentielle en dimension 1. Pour R > 0

soit
(10) D(R) =sup { Re \j, A; € sp(A4a), |Aj| > R}.

C’est une fonction négative, décroissante de R > 0; on note D(oc0) = Rlim D(R) et
—00
D(0) = Rlim+ D(R). On suppose qu’il n’y a pas de contact d’ordre infini entre les
—0
géodésiques de M et le bord OM.

D’apreés les résultats de MELROSE-SIOSTRAND (voir [M-S]) pour tout po = (zo,uo) €
T'M, avec |ug| = 1 (et uo appartenant au demi-espace fermé défini par M si zo € OM)

il existe une unique géodésique généralisée s — z(s, po) de M issue de po, i.e. vérifiant

z(0, po) = o, sl_i'r(1)1+ z—(ﬁ%)-—zg = ug, parcourue a vitesse 1. Pour ¢ > 0, on pose

(11) C(t) = i’I;IOf %/o a(z(s, po))ds.

C’est une fonction positive de t, majorée par ||a||p~, qui vérifie tC(t) + sC(s) <
(t+8)C(t+ s). On note C() = tlim C(t) (qui existe, t C(t) étant sous-additive). On a
C(t) < C(o0) pour tout ¢.

Soit enfin a le meilleur taux de décroissance exponentielle défini par
(12) a = sup {ﬂ >0,3B,Vu € H,Vt> 0, E(u,t) < Be ! E(u,O)}.

(Ici 'espace H = H} @ L? des données de Cauchy est identifié aux solutions de (1)).
Alors on a le résultat suivant. (Dans le cas OM = ¢, le point i) a été prouvé par RAUCH
& TaYLOR [R-T].)

Théoréme 2.

i) a=2min{-D(0),C(0)}.



ii) C(00) < —D(c0).

iii)  Soit M la surface de révolution de R®*, M = {(z,y,2);z = R(2) cosb,y =
R(z)sin6, z € [-3x,3n]} avec R(z) = 2 — cosz. On suppose que la fonction a €
C°°(M; R4 ) ne dépend que de z et vérifie a(z) = 0 pour |z| < Z, a(z) > 0 pour |z| > Z.
Alors on a a = 0 et D(0) < 0.

Le point essentiel pour prouver i) et ii) est 'obtention d’une inégalité d’énergie a
haute fréquence (voir paragraphe 3). Pour cela, nous avons choisi d’obtenir cette inégalité
comme conséquence d’un théoréme de propagation au bord pour les mesures de défauts
(ou H-mesures) de P. GERARD ET L. TARTAR (voir paragraphe 2). L’exemple étudié
dans le point iii) montre que le spectre du générateur infinitésimal A peut ne pas controler
le taux de décroissance de ’énergie. Cet exemple utilise une trajectoire hyperbolique non
controlée (le cercle M N z = 0), dont les variétés stables et instables sont connectées a

des trajectoires hyperboliques controlées.

2. — Propagation au bord de la mesure de défaut

L’objet de ce paragraphe est de montrer comment on peut associer une mesure a une

suite u® de solutions de
(1) (82 — A+2a(z)8;)u® =0, IR, xom =05 (u%|t=0,0ru’[t=0) € H; @ L*

convergeant faiblement vers zéro, et de prouver ’énoncé de propagation naturel de cette

mesure.

On pourra consulter [G-L] pour une approche différente des mesures de défaut pour les
problémes aux limites de type Dirichlet. Nous renvoyons le lecteur aux articles originaux
[G], [T] de P. GERARD et L. TARTAR pour une exposition de la théorie des H—mesures,
ou mesures de défauts microlocales.

2.1. — Géométrie et construction de la mesure

Tout d’abord, pres de M, on choisit le systéme de coordonnées géodésique normal :
(¢',zn) € OM x [0,79] — z € M, 2, = dist(z,0M) = dist(z,z') ou ro > 0 est
assez petit. Dans ce systéme, le symbole principal de —A est €2 + R(zn,z',€'), et
Ry(a',€") = R|;, =0 est la forme métrique sur T*OM.

On note A ’espace des opérateurs ) de la forme Q) = Q; + Qs ou Q; est un opérateur

o o

pseudo-différentiel classique sur R;x M, a support compact dans R;x M (i.e. vérifiant

XV-5
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Q: = pQ;p pour un ¢ € C§°(R,x M )), et ou Q5 est un opérateur pseudo-différentiel
tangentiel & support compact prés de R, x M (i.e. Qo(f)(t,2',25) = Qa(n)(f)(;Tn),
ol Qs(z,) est une famille C* en z, d’opérateurs pseudo-différentiels sur R; x OM et
Qs = ¥ Qatp pour un Y(t,z,) € C(Rx] —ro, +70[)). On notera A(® les éléments de A
qui sont des opérateurs de degré s, c’est-a-dire tels que @Q; et Q5 soient de degré s.

Soit X = R; X T\J—, bTX le fibré de rang dimX dont les sections sont les champs
de vecteurs tangents & R; x M, *T*X son fibré dual (le fibré cotangent compressé de
Melrose) et j : T*X —® T*X D’application canonique. Prés de X, *TX est engendré
par les champs 0y, 0%, £, 0;, et j est définie par

(2) j(t,x', Tn; T, élaé‘n) = (t,x',xn; 7, glav = ann)'

On note P = 8? — A + 2a(z)8;, p = |¢|> — 72 son symbole principal, Car P = p~1(0) sa
variété caractéristique. On pose

(3) Z =3j(CarP), Z=ZUj(T*X|e,=0)-

On a Z|; =0 = {(t,2',0;7,&,v = 0); |¢'| < |7} et Z|zn=0 = {(t,z',0;7,¢",v = 0)} =
T*(R¢xOM) = Z|;,=0UE ou & est la région elliptique du bord. Comme pour z, € [0, ro],
onap=~£¢+ R(zp,2',€')— 72, R>0,0na

(4) (t,z',zn;7,8"v) € Z, T, € [0,7] = |v| £ z,]7].

Il en résulte que Z et Z sont fermés dans *T* X, coniques. On notera SZ, SZ les espaces
quotients sphériques

5) $Z=(Z\X)/R}, SZ=(Z\X)/R}

qui sont des espaces métriques localement compacts.

Pour @ € A°, soit ¢ = 0(Q) son symbole principal et

(6) { k(q) € C°(SZ) définie par : pour p€ Z\ X

k(q)(p) = a(7 7" (p))-

Alors «(q) est bien défini; en effet ¢(¢,z,7,€) est homogene de degré zéro en (7,§), et
pour dist (z,0M) < e, pour un ¢ > 0 petit, est indépendante de {,, donc pour = pres de
oM

(7) Ii(q)(t,:t',:l,‘n,T, 6”0) = q(t’m”xm T, ‘f,a i) = Q(tax',wn; T, 6,)
X

n



de sorte que k(q) est indépendant de v pour z pres de M. D’aprés (4) on a
(8) {r(q), ¢ =0(A), A€ A%} est localement dense dans Cc%(S2)

ot C°(SZ) est munit de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

Soit I un intervalle ouvert borné de R et u(t,z) € H'(I x M) solution de Pu = 0;
pres du bord, on a localement u € C¥(z, > 0; Ht’,z_,k) pour tout entier k. Si Q € A9 (i.e.
vérifie @ = p(t) Qp(t) pour un ¢ € C§(I)), Q est borné sur L2(I x M), sur H(I x M)

et les commutateurs [V, Q], [0, Q] appartiennent & .A%. On pose
(9) $(Q,u) = (Qulu)g = (Vo Qu, Vyu) 2 + (0, Qu, Opu)r2 + (Qulu)r2.

On a par intégration par parties

(10)  ¢(Q,u) = /R " Qunu + 2(0; Qu, Oyu) 2 — 2(Qu, a(x)Ou) 2 + (Qulu) 2.

¢ X0

Soit & présent u* une suite bornée dans H'(I x M) de solutions de Pu* = 0,

convergeant faiblement vers zéro. Alors u*|, _o (resp. 8nuk|z"___0) est borné dans

HI/Z(I X OM) (resp. H_I/Z(I x OM)) de limite faible nulle. En particulier il résulte

loc loc

de (10) qu’on a

(11) Qe A = Jlim $(Q,uf)=0.

Soit x(zn) € Cg°(Jzn] <€),0< x <1, x =1présde z, = 0et E = E; un o.p.d.
intérieur de degré zéro, 0 < o(E) < 1 a support pres de Car P, égal a 'identité au
voisinage de Car P N support (1 — x). D’apres la théorie elliptique intérieure on a pour
tout (t) € C§°(1)

(12) (1-x)Id=E)pu* — 0 H' fort.
Si Q@ = Qi+ Qs € A}, en choisissant ¢ assez petit on aura xQ; = 0 et on écrira
RQ=xQ+(1-x)Q@=xQs+(1-x)QE+ (1 - x)Q(Id — E); alors xQs est un o.p.d.

tangentiel, (1 —x)QFE un o.p.d. intérieur et (1 —x)Q(Id— E)puy — 0 dans H?! fort pour
tout ¢ € C§°(I). En utilisant cette remarque on obtient pour M > 0

(13) Ve A}, o(Q)>-M = lim inf #(Q,u*) > —M limsup ||u*¥| % .
¥ o0 k—oo

XvV-7
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En effet, 0(Q) > —M implique o(xQs) = o(xQ) > —M et o((1 — x)QE) =
(1-=x)o(E)o(Q) > —M, et il suffit donc de traiter indépendamment les cas Q = @i,
Q = Q5. Par exemple dans le cas @ = @, il existe ¢ € C§°(I) telle que a; =
(V2 Qau*|V,uF) 2 = (QaViepur|Vaepur)rz + Bk, Br = ([Va, Qalur, VuF)2 — 0.
Pour tout € > 0, il existe By de degré 0, Cs de degré —1, o.p.d. tangentiels tels que
Qs + (M +¢)Id = B} Bs + Cs; comme CyV, pur — 0 dans L? fort, car pux est borné
prés du bord dans C'(z, > 0, Ht_,x],/z), on a liminfay > —(M +¢)limsup ||V, puk||i:;le
terme (8; Qau*, 8, u*) se traite de méme, car limsup||9; pur||2, < limsup|juk||?:, d’out

(13).

On a aussi
(14) Qe A?, a(Q)|carpr =0 et 0(Q)|z,<c =0(e > 0) = lilrcn ¢(Q,uk) =0.

En effet si Q@ = Q; + Qs, avec x(z,) € C§°(lz,| < €) on aura o(xQ) = 0 et (14)
est conséquence de (12) puisque o((1 — x) QE)|car p = 0 entraine qu’il existe un o.p.d.
intérieur B de degré —2, C' de degré —1 tels que (1 — x)QE = BP + C.

Soit 0(A%) = {q = 0(Q),Q € A°); c’est un sous-espace vectoriel de '’espace des
fonctions C° homogénes de degré zéro sur T*X \ X, munit de la norme L, et o(A°)
posséde une partie dense dénombrable. D’apres (13), quitte & extraire une sous-suite de

la suite u*, il existe une forme linéaire ¢ sur o(.A°) telle que
(15) YQe A7,  limg(Q,uf)=(o(Q)

et par (13), on a |¢(q)| < |g|Lelim sup||uf||%, et é(q) = 0 si ¢ = 0(Q) ot Q vérifie (14),
donc ¢(q) = 0 si k(q) = 0. D’aprés (8) et le théoréme de représentation de Riesz, il existe

une mesure de Radon p sur SZ telle que
(16) vQedl, lmé@uh)= [o(@)ds

et p est positive d’apres (13). De méme il existe une mesure positive g, sur S Z, quitte

a réextraire une sous-suite, telle que
(17) vQ e AY, lillcn(at Qu,du)2 = / k(0(Q))dpcin
et une mesure py sur S(T*0X) telle que

(18) voed, lim [ Quha.w = [a(Q)l-oduo.

axX



Ces mesures sont bien définies sur la restriction des espaces précédents a t € I, et on a
d’apres (10)

(19) u=ps+ 2Hcin

ol g est considérée comme mesure sur SZ via l'injection S(T*8X) — SZ.

Si la suite uF vérifie de plus la condition de Dirichlet u* lax = 0 alors pup = 0
trivialement, et si @ = Qs € A} est & support pres de z, = 0, (¢,2',7,¢') € €, on
a Qu* borné dans C>(X) donc lim ¢(Q, u¥) = 0, de sorte que les mesures y et picin sont
portées par SZ.

Remarque. La construction précédente dépend a priori du choix que nous avons fait
d’une variable normale prés du bord, qui permet de définir les opérateurs tangentiels. Une
approche plus générale consiste a travailler avec les opérateurs totalement caractéristiques
de Melrose. Nous n’aurons toutefois pas a utiliser le caractére intrinséque des mesures
précédentes.

2.2. — Le théoreme de propagation au bord

On suppose qu’il n’y a pas de contact d’ordre infini entre les géodésiques de M et le

bord M.

L’espace SZ a deux composantes connexes, définies par &7 > 0. Sans restreindre la
généralité, on travaillera ici sur SZ N (7 > 0) qu’on identifie & (Z \ X) N ('r = —-%),
qu’on note (SZ)*. On note G(s) le flot bicaractéristique généralisé de Melrose-Sjostrand
restreint a (Z \ X)N (T = —%) associé & P de symbole principal [£|> — 72, de sorte que
si p € (SZ)%, t{G(s)(p)] = s + t(p) pour tout s. On note (t,z,&) les points de (SZ)*; si
¢ OM,ona (z,§) € T*M, || = ] et siz € OM, (z,€) € T*OM et |€] < 1. On notera

alors par abus

(20) G(s)(t, 2, 8) = (t+5,G(s)(2,€))

ce qui permet de considérer G(s) comme le flot géodésique généralisé sur T*M N |¢]| = 3,
parcouru a vitesse 1.
On peut considérer la fonction d’amortissement a(z) comme fonction sur SZ via la

projection ® : SZ — R; x M. On travaille ici avec a € C*®(M,R), c’est-a-dire sans

condition de signe sur a.
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Soit alors u*@®, z) une suite de solutions de

(21) (82 — A + 2a(x)0,)u* =0, “k‘IR,xaM =0
(uk|t=o,3tuk|t=0) borné dans Hy @ L*

de limite faible nulle, g = 2ucn les mesures associées sur (SZ), pt = 2uk, leurs
restrictions & (S2)*.

Théoréme. Pour tout s € R on a

(22) 6o (%) = e~ [ 2a(GloNp)dou*.

En d’autres termes, pour tout borélien B de (SZ)*, on a u*(G(s)(B)) = [ H(s,p)du
avec H(s,p) = exp — [ 2a(G(o)p)do.

3. — Preuve des points i) et ii) du théoreme 2

Commengons d’abord par vérifier @ < 2min{—D(0),C(c0)}. Pour tout A; €
Sp(Aa) \ {0}, il existe u = (uo,u1) € Ej,; tel que Aqu = Aju et u(t,z) = €™ uo(z)
vérifie ’équation du paragraphe 1 (1), et E(u,t) = e* ®¢% E(u,0). Comme E(u,0) =
2 Jar Xl luo(2)|? + |Vzuo|? est non nul, on a @ < —2Re)j, donc a < —2D(0). Sup-
posons qu’on ait a = 2C(00) + 4n pour un n > 0; il existe alors B > 0 tel que pour tout
u € H et tout t > 0 on ait

(1) E(u,t) < Be~ (="t E(u,0).

Fixons t tel que Be™(*™Mt < e¢=(@=20t. on a C(t) < C(c0) = 5 — 2n et il existe donc
un py € TM tel que %fot a(z(s,po))ds < § —n. Quitte a perturber un peu po, on peut
supposer que la géodésique généralisée v isssue de pp n’a que des points d’intersection
transverses ave OM sur lintervalle de temps [—2t,+2t]. Par une construction d’optique
géométrique standard preés de «, on peut alors construire u solution du paragraphe 1 (1)

telle que E(u,0) =1 et E(u,t) > e~ (®=2M% ce qui contredit (1), donc on a a < 2C(c0).

Pour vérifier & > 2min{—D(0),C(c0)}, on commence par prouver le :

Lemme 1.  Pour tout T > 0 et tout € > 0, il existe C(¢,T') tel que pour toute solution
de I’équation d’évolution du paragraphe 1 (1) on ait

(2) E(u,T) < (1+¢)e "D E(u,0) + C(e, T)lluo, w120 p-1 -
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PREUVE. C’est une conséquence du théoréme sur la propagation de la mesure de

défaut au bord. En effet, si (2) est faux, pour tout k > 1, il existe u* vérifiant
3) E@*,T)>(1+¢e)e "D EWF,0) + kljug, uf|jegu-1 et E(u*,0)=1.

Alors u* est bornée dans H'(I x M), I = [-2T,+2T), et converge faiblement vers zéro
car |[uf,ut||2. -1 < +E@*,T) < +E(u*,0) = {. Soit x la mesure positive sur SZ
associée & une suite extraite de la suite u*. Soit 5 €]0,T[. Comme 1’énergie est une

fonction décroissante du temps, pour tout ¢ € C5°(]0,7[), on a par (3)

T n

(4) / (T — t)E(uf t)dt > (1 +¢)e 27D / o(t) E(u*, t)dt
T—q 0

d’ot

(5) p((SZ2)Nt €T =, T[) 2 (1 +)e 7D u((52) Nt €]0,7).

Or d’apres le théoreme de propagation de la mesure de défaut on a
(6) p((S2)Nt €]T —n, T[) < e 2T=W TN 4 ((SZ) Nt €]0,7]).

Or u((SZ)Nt €)0,7[) > 0 (sinon u* — 0 dans H'(]0,n[x M) donc u* — 0 dans H!(Jx M)
pour tout J ce qui contredit E(u*,0) = 1). Comme C(t), définie au paragraphe 1 (10)
comme infimum sur un compact d’une fonction continue est continue en t > 0, (6)

contredit (5) pour 5 petit, d’ou le lemme.

Y

0 Id
A +2a

du spectre de 4,. On note E}\’, le sous-espace caractéristique de A} associé a la valeur
spectrale )\_] Soit H = H} @ L? et pour N > 1

Soit A} l'adjoint de A,; on a —A} = < > et le spectre de A} est le conjugué

(7) HN:{xEH,(x|y)H:O, vye P E;j}.
X ISN

Alors Hy est invariant par e4e (si @ € Hy, {y¢} une base de I’espace vectoriel de
P P

dimension finie I GIB E; C D(A%) on a 4(e'zlye) = (e!z|AXye) = 3 con(etz|yr)
AN
donc (e*Az|y,) = 0). Soit H' = L? @ H~! et § la norme de 'injection de Hy dans H'.

On a,Nlir_? Oy =0. (Sinon il existe une suite uny € Hy, |lun||lg =1 et ||un||lg = 6 > 0.
-1 OO
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On peut supposer que uy converge faiblement vers u dans H, et fortement vers u dans
H'; On a ||u]lgr 2 0 > 0 et (uly)y =0, Vy € E3,, Vj. Or ceci contredit le fait que
la famille des Ef{j est totale dans H, puisque —A* est une perturbation compacte de

I'opérateur anti-adjoint Ay (voir [G-K])).

On peut supposer 2min{—D(0),C(c0)} > 0, sinon il n’y a rien a démontrer. Soit
n > 0 petit et § défini par f + n = 2min{—D(0),C(c0)}. Choisissons T tel que
4|C(o0) — C(T)| < n, 2log3 < 5T puis N tel que C(1,T)63 < e 2TC(T), D’apres
le lemme 1, on a, en identifiant u € H & la solution du paragraphe 1 (1) de données u a
t=0
(8) Vue Hy,  Eu,T)<3e 2T E(u,0)
donc Hpy étant stable par ’évolution
©)  VYueHy, Yk E(ukT) < e *T20D-52] gy 0) < e=*78 E(u,0)

donc puisque ’énergie décroit

(10) Vue Hy, Vt>0, E(ut)<Be P E(u,0), B=eT.

Soit v un contour entourant {);; |A;| < N} dans le sens direct et IT = 5= f7 Aiiil.. le
projecteur spectral sur @ E), = Wy; alors II* est le projecteur spectral de A7 sur

|A; 1SN
IEIB Ej{j donc pour tout u € H, on a
AjI<N
(11) u=v+w, v=INIueWy, w=(1-I)ue Hy.

Comme W)y est de dimension finie, et § < —2D(0), on a

(12) 3C, Vue Wy, Vt>0, E(u,t)<Ce P E(u,0).

Enfin la décomposition (11) étant continue, il existe Cy tel que E(v,0) + E(w,0) <
Co E(u,0) et par suite (10), (11) et (12) impliquent a > S, ce qui acheve de prouver le
point i). Le point ii) résulte de Ex; C Hy dés que [Aj| > N (puisque le projecteur II
précédent s’annule alors sur Ey; ), d’ott d’apres (10), si C(co) > 0 et 8 < 2C(o0), pour
N grand
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(13) |Aj| > N = 2Re); < -5

donc D(o0) < —C(00) d’oui le point ii) (puisque D(o0) < 0 traite le cas C(o0) = 0).
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