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1 Introduction et résultats

Cet exposé traite d’un travail en commun avec A. Bloch, J.-C. Guillot et
T. Kappeler, [BBGK1], [BBGK2].

On considére ’équation de K dV, périodique et de période 1, i.e.

qt = 699z — Qzzz,q(z + 1,1) = q(z,1) .

Il est bien connu que ’équation de KdV périodique est un systéme hamiltonien de
dimension infinie complétement intégrable. Le spectre de I'opérateur de Schrodinger
— a‘% + q(z,t), agissant sur L%[0,2], nommé le spectre 2-périodique, est invariant par
le flot défini par I’équation de KdV et fournit un infinité d’intégrales premiéres pour
ce flot hamiltonien dont les tores invariants sont les ensembles isospectraux Iso(q)
de potentiels réels p tels que —j—; +pet -—j‘% + ¢ ont le méme spectre 2-périodique.
Ces ensembles sont compacts, connexes et génériquement des tores de dimension
infinie. De plus, d’apreés les travaux de Dubrovin, Its Krichever, Matveev, Mc Kean,
Novikov, Trubowitz et Van Moerbecke chaque ensemble I'so(q) est isomorphe a une
partie réelle d’une jacobienne d’une surface de Riemann hyperélliptique, de genre
finie ou infinie, le flot de KdV est linéarisé sur cette jacobienne et les solutions sont
données explicitement a ’aide de ’application d’Abel-Jacobi inverse en fonction de
§-fonctions (voir [MT2]). L’espace des potentiels est muni du crochet de Poisson de

Gardner - 5
F sd 0G
(161 = [ 505 (o)

11 est dégéneré, c’est ainsi qu’on considére I’espace des phases de KdV ’espace noté
L2 et défini par

1
Ii={a € TR0.1/ | a(e)ds =0}
0
Sur L2 le crochet de Gardner est non dégénéré et induit la forme symplectique
1 0 -1 D2n q2n
=) —«< , >
wo(p, q) nz>:l nmw <+1 0 ) (era—l) (q2n—1

ot g(z) =235 g2n €08 2TNL + g2n—1 sin 27nz et de méme pour p(z). On considére
enfin ’espace E?/z(RZ) des suites £ = (2n,Yn)n>1 telles que ||€][7,, = 3,5, n(a? +
y2) < 0o, muni de la forme symplectique canonique

, 1 0 -1 n w‘,n
wo(f,f):;§< (-}-1 0 ) <;n>’(yﬁ> .

le. wy = EnZI dz, A dy,.

Le résultat principal exposé ici est le suivant :
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Théoréme 1.— Il existe un symplectomorphisme ) de (L3, wg) dans (¢4 (R?),w,)
2
avec Q(q) = (zn(q),yn(q))n>1 ayant les propriétés suivantes : 1.) Q est bijectif

2.) Q et Q7! sont deux applications réelles analytiques

_ _ : 1,2 .
. n
3.) Posant x, = rpCOSQnp,Yn = Tpsinoay,, alors (2rn,an)n21 sont les variables
action-angles pour KdV'.

Ainsi I’espace des phases de I’équation de KdV périodique est symplectomorphe
a celui d’une infinité d’oscillateurs harmoniques, i.e. (€2 /Z(Rz),wo). Ce théoreme
donne une image globale de la géométrie symplectique de KdV, ce qui n’est pas
le cas dans les travaux cités plus haut. On en déduit les conséquences immédiates
suivantes :

Théoréme 2.— L’image {(Jn(q))n>1lq € L%}, ott Jn(q) sont les actions de KdV,
est L1(R7T).

Théoréme 3.— Si p,q € L2[0,1], alors ¢ € Iso(p) si et seulement si J,(p) =
Jn(q) Vn > 1, i.e. les variables actions sont des modulis pour le spectre 2-périodique.

La démonstration du théoréme 1 comporte deux parties . La premiere, topolo-
gique, est une version du théoreme 1 qui ne prend pas en compte la structure symplec-
tique et la seconde, analytique, corrige la premiere pour tenir compte de la structure
symplectique.

2 La partie topologique : les variables actions

Cette premiere partie de la preuve du théoréme 1 est basée sur les articles de
[K], [MT1] et [FM]. Rappelons d’abord I'isomorphisme & : L2 — ¢2(R?) bianalytique
construit dans [K]. Soit A\g < A7 < A2 < ... < Agp—1 < A9, < ... le spectre
2-périodique de —j—; + ¢ et notons par v, = A2p — Agp—1,n > 1 les longueurs
des intervalles d’instabilité. Soit E, = E,(q) l'espace propre généralisé des valeurs
propres Agp—1, Az2n, i.e. En(q) est 'image du projecteur spectral

1 d?
P.(q): L? n — - —A)71adx
@13 Eula), a5 [ gz ra-nTy

ou I', est un contour autour de \gp,—1, Ao,. E, dépend réel analytiquement de g et
est de dimension 2. Il existe une base Gy,_1,Go, orthonormée de E,, qui est réelle
analytique et on considere

®:L? — 2(R?),q — (< Gany (L = 72)G2n >, < Gon, (L — T0)G2n—1 >)n>1
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avec L = —j% +qget = %trLPn(q) = -;—(/\2,,_1 + A2n).

Si E, a une base de fonctions propres fan—1, fon de A2n—1, A2, (ce qui est le cas
si par exemple A2p—1 # Az, ou ¢ réel) alors on a

®,.(q) = (cos 20n,sin20,)

ou 3, est égale a’angle entre fy,, et G3,, dans E,,. B, €]—n, [ paramétrize ’ensemble
isopectral I'so(q) de ¢, qui est un tore de Liouville T' de I’équation de KdV avecq € T

On introduit ensuite les variables actions (Jn(q))n>1 associées au flot de KdV
périodique, obtenues par Flaschka et Mc Laughlin [FM]

A k)
Tnle) = / H Ry —

ou A(p) = A(p, q) est le discriminant de 1’équation de Schrédinger associée au po-
tentiel ¢. On démontre le

Lemme 1.— Pourtoutn >1lonaJ, = % (1 + O(—L)) avec 1 + O(—g—) #0

pour tout n. L’erreur 0(1%51—") est uniforme sur des ensembles bornés de L%. De plus
Jn(q)/~2 est une fonction réelle analytique.

On peut ainsi définir A = (Ap)n>1 comme application de L dans £2 /2(R2) avec

2Ja(q
Anlg) = 20/ 228 g g)
74(9)
Proposition 1.— A est une application bijective telle que A et A™! soient réelles

analytiques.

A est reelle analytique car chaque composante A, est réelle analytique et, comme
In = (1 + 0(1——5—)) ®,.(¢) = (g2n,92n-1) + 0(—5—) localement uniforme (voir

nw 8
[K]), A est localement bornée. Ensuite on démontre que la dérivée de Fréchet d,A de
A est pour chaque ¢ € L un opérateur de Fredholm d’indice zéro et 3 ’aide des mé-
thodes de [MT1] et [PT] que d A est injective. Ainsi A est un isomorphisme local et

on déduit avec [GT] la proposition 1 en montrant que A est propre et A~1(0) = {0}.
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3 La partie analytique : les variables angles

Apres avoir introduit les actions, il est nécessaire d’ajuster les angles. Pour ce
faire on introduit une seconde application © de ¢} ,,(R?) dans lui-méme de sorte que,
lorsque 'on exprime dans les nouvelles variables, la forme symplectique wg soit la
forme wy.

Introduisant les coordonnées complexes (zn = Tp + iYn)n>1 €t (Wp = Tp —
“Yn )n>1, 'application © est alors de la forme

9((Zn7wn)n21) = (eif" Zn,y e—ifn wn)nZl .

Pour tout n f, est & valeurs réelles, réelle analytique sur L2. La suite d’angles ( fr)n>1
est telle que 'application Q = (Q,),>1 de L} dans Kf/z (R?) définie par

Qn(q) = V2Jn(g)(cos(28n(q) + fr(q)),sin(28n(q) + fr(q)))

soit le symplectomorphisme du théoréme 1. Pour construire la suite (fr)n>1 il faut
remarquer que wg = dng. Alors w = dn ou les 1-formes w et n sont les images directes
de wg et ng par Papplication A. Soit 1y la 1-forme canonique i Y ks (wrdzg —
zrdwy). La suite (fn)n>1 des angles doit étre telle que la 1-forme O,mo — 71 soit
exacte. ©,no est 'image réciproque de ny par ©. Posant

1 1
= — dzx — zxd - Ard Bd
n= 4 ;(wk zk — zpdwy) 2;( kdzk + Brdwyg)

avec Ay = By, et remarquant que O, est, formellement, de la forme

1 1
Ouno = R Z(deZK — zpdwg) — 3 E('wkfkdzk
k>1 k>1

1
+ 2z frdwy) + §d(; zkWk fr)

On obtient alors les équations suivantes
|4
wifr = Ak + 5,2k fe = B + 57— (1),(2)
2k w

ou V est une application définie sur (2 /2(R2) a valeurs réelles. Chacune des deux

équations précédentes détermine les angles (fr)n>1 & partir de la connaissance de V.

En dépit du fait que les coordonnées polaires ne sont pas bien définies a l’origine,
on peut introduire, avec un abus de notation, les champs de vecteurs suivants définis
en tout point :

0 .0 . 0
=12 — W ——

—5,—3_; Ozk owy,
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En multipliant (1), par izx et (2) par —iw; et en additions les deux équations on

obtient pour tout k> 1
ov

—— = —1z; A + 1w By . 3

35, (3)
Apres avoir été normalisée, I’application V est déterminée & partir du systéme d’une
infinité d’équations (3) comme somme d’une série téléscoping dont le terme général
est solution d’une version moyennée de (3).

D’abord on vérifie les conditions d’intégrabilité de (3) :

Lemme 2.— Pour tout j,k on a
. 0 . . 0 . .
Z) B—B;(—ZZkAk + Zkak) = —878—’;(—-223'14]' + ijBj)
i) / (zkAx — wpBr)dBr =0 .
|2k |=Tk

On démontre ce lemme en prouvant que ces deux conditions d’intégrabilité sont
équivalentes aux conditions suivantes :

1) les tores T = {(z,y) € ff/z(Rz)/:t?C +y2 = r? pour tout k > 1} sont isotropes,

2) le feuilletage des tores de Liouville est “trivial” et le cycle 2% + y2 = r2 |

yx = 0 pour tout k # n dans T est homotope & I';,, ou I', est le cycle sur le tore de
Liouville dans L3 tel que J, = 5= an ng (voir [AN] ou [FM]).

T =

La condition 1) est satisfaite grace a la proposition 1, 2) grace a ’aide de [MT1]
et [K].

Introduisons maintenant pour une fonction f : £2 /2(R2) — C réelle analytique
la moyenne

dat; - da, L
[fln(z,w) :/ . azz—Mﬂf((Zkem’“,wke k<N, (Zk, WE)k>N) -
(s1)

Il n’est pas difficile & montrer que [f]n est réelle analytique, [floo := Umy—oo[f]N
est bien définie et réelle analytique. On est maintenant en position de résoudre les
équations (3). Evidemment les solutions de (3) ne sont pas uniques. C’est ainsi qu’on
étudie le probleme au bord

OBk
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On cherche une solution analytique de (4) dans un voisinage U C £2 /Z(CZ) de
(2°,w°) € éf/2(R2) sous la forme d’une série V = ENZI Vn avec Vy = [V]n-1—[V]n
pour N > 1let [V]p=V.

Moyennant (4) et en utilisant le lemme 2 on obtient les équations suivantes pour

VN :

.0V,
¢ 6ﬂN = [eNAN —wNBN|N-1
27 do . ) (5)
0 =/ —2——VN((zk,wk)k;eN,(zNem,wNe_"’))
0o 2w
On a
Proposition 2.— Soit (2°,w°) € £ ,(R?). Alors il existe un voisinage U de

(2%, w°%) dans 63/2(02) telle que pour tout N > 1

i) 2NAN — wN BN est bien défini et analytique sur U

ii) (5) a une unique solution Vy analytique sur U et réelle sur U N &3 ,(R?)
iii) |V (z,w)| < 2|[[eNAN — wnBN]N-1llr2(sy)

iv) V:= 3 N>, Vn converge absolument et uniformément sur U

De plus V est analytique sur U et est la solution unique de (4).

Rappelons d’abord que A = Lwj — 27)(%) = Lwy — 2,76,((qu)—1(£;)).

Ainsi pour définir Ay sur un voisinage complexe il est nécessaire de prolonger

dg4A sur un tel voisinage. Ceci se fait & ’aide de I’étude précise de ’asymptotique de
dsA.

On obtient la

Proposition 3.— Soit qo € L2. Alors il existe un voisinage U de 0 dans L(C) ot
A(go + U) est bien défini tel que pour tout ¢ € g + U et n > 1 on a

1) qun(GZm'kz) — O(n—1/2)0(k—1)
2) dAn(e2™7) = O(n1/2)O(k~2) .

uniformément pour k € Z — {£n,0}.

De plus il est possible d’obtenir les estimations suivantes sur U = A(fj)
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Lemme 3.— Pour tout 0 < € < 1/2 on a sur un voisinage U complexe de (2°,w°) €
€3 H(R?), les estimations suivantes

AN Ly = ONTI79), |IBw ]l Lo vy = O(NT179)

Ce lemme traduit en quelque sorte que d A est proche de I'identité. Pour prouver
la proposition 2 il suffit maintenant de résoudre (5) a l’aide de la transformation de
Fourier inverse par rapport & la variable z,, ensuite de remarquer que sur U N¢? /2(R2)
on a Ay = By, ce qui implique que Vy devient réel sur U N 2 /Z(RZ). Ensuite iv)

est prouvé a l’aide de iii) (qui est une conséquence du lemme de Poincaré) et des
estimations du Lemme 3. Finalement on démontre que )y, Vi est solution de (4)
en substituant cette somme dans I’équation (4) et en utilisant les conditions d’inté-
grabilité du Lemme 2.

Les angles (fi)r>1 sont calculés a partir de I’équation (1). Comme : aagf =

ZnAn, — wpBy, on a
.oV 1% ov

Z%lum:O = _anlwn=0 + wn%lwnzﬂ = ZnAnlwn=0 - wan'wn=0

Ainsi zn(A + 52 2V )|, _, = 0 pour tout z,w € U et on conclut en utilisant I’analyticité

que A, + 2 Iwn _, = 0. Nous avons alors

Proposition 4.— So1t U le voisinage complexe de (2°,w°) € 61/2(R2) de la propo-
sition 2. Alors f, = (A + aV) est bien défini et analytique sur U.

Remarquons aussi qu’il n’est pas difficile a montrer que f, est réel sur U N

2 ,(R?).

Jusqu’ici nous avons déterminé les angles cherchés (f,)n>1. Pour définir © il
reste a justifier le calcul formel de la forme ©,n en début du chapitre 3. Pour cela
il suffit de montrer que ), zrwr fr et D zrwrdfr sont bien définies.

Ceci se déduit du

Lemme 4.— Soit U le voisinage complexe de (2°,w°) € 82/2(R2) de la proposition
2. Alors on a pour chaque 0 < ¢ < 1/2 dans U fy = O(k™°) uniformément.

Pour prouver ce lemme observons qu’on a, en utilisant la proposition 4

*v
z,w)| < su —|+ sup |7/
|fr(z,w)| (zw)peUl wkl (z,w)eUlazkawk

pour (z,w) € U. D’apres la proposition 2 et ’équation (5), il est possible de montrer
que % ﬂ peut étre estimée par les A, et B, et ainsi on peut estimer les dérivées
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L ires 2Ar 9Ax 2B aB
secondes de V par les dérivées premieres B2 0 Bwy azk et 5ok, Mais Ay = wk —

206 ((dgA)7Y( a? )), alors une estimation de —7&, par exemple d01t utiliser la derwee

seconde dZA de l’application A. Pour ’éviter on utilise le fait que A est analytique sur
U ainsi que dgA est un opérateur bilinéaire borné et on déduit I’estimation a priori

T = Ok ) (©

a l'aide du Lemme 3. Mais

o =2 (e ) el ()0 ()

Ainsi en réutilisant ’asymptotique précise de dyA il est possible d’obtenir que %‘%’L —
J

o4; = O(k=17¢). A partir de ceci et de (6) il n’est pas difficile d’obtenir le contenu

azk
du Lemme 4 sans utiliser dzA explicitement.

Nous pouvons maintenant définir application © : (€2 /2(R2),w) (&2 /2(R2)

wo), (zj,wj)j>1 = (efizj, e Fiwj)j>1. Onala

Proposition 5.— L’application © est
1) réelle analytique

ii) pour chaque (z,w) € £2 /2(R2) d(:,w) O est bijective
iii) © est injective, surjective et ainsi @1 est réelle analytique

1v) Ouw = wy.

D’apres la construction des angles (fx)r>1, fn est réel analytique et ainsi chaque
composante ©,. De plus O est localement borné en vertu du Lemme 4. Ainsi
I'application O est réelle analytique. Pour prouver ii) soit d’abord X € ker (d, ,)©),
alors

UJ(X, Y) = WO(d(z,w)G(X)’ (d(z,w)G(Y)) =0

pour tout Y € T\, w)el/z( 2). Mais w est non-dégénéré, ce qui implique que X = 0.
La surjectivité de d, ,,)© est une conséquence du fait qu’on a d(, . © = A(1 + B)
avec A un opérateur diagonal inversible de £2 /2(R2) dans ¢2 ,(R?) et B un opérateur
compact. La dérivée d(, ,,)© est alors un operateur de Fre holm On conclut que la
dérivée d( ,,)© est bijective. Ensuite par construction de I’application © on constate
que ©71(0) = {0} et que O est propre. On déduit a l’aide de ii) comme dans [GT]
que © est bijective. Finalement la propriété iv) est la conséquence de la construction
du chapitre 3, i.e. que les angles (fi)r>1 vérifient les équations (1) et (2).

La preuve du théoreme 1 est achevée en posant {2 = © o A et en utilisant la
proposition 1 et la proposition 5.
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4 Appendice

a) Remarquons qu’on peut calculer la dérivée d,§2 en ¢ = 0. En effet on a

d,Qn[p) = engqg=0.

1
h\/——;;(pZnapZn—l)

b) Les coordonnées (z;,y;)j>1 dans £2 /2(R2) satisfaisant les conditions i), ii), iii) du
théoréme 1 sont uniques modulo de transformations engendrées par

D) (zj,y)>1 — (:c,,(j),ya(j))jZS ot ¢ : N — N est une permutation de copies
de R?.

2) (z5,y;)521 — ((cos g;)z; — (sing;)y;, (sing;)a; +(cos gj)y;)j>1 o g; sont des
fonctions réelles analytiques de Ji = 2(zf + yi)(k > 1) avec (%1;— = %ﬂ?—
U,k =1).
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