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1 Introduction

Dans cet éxposé, je vais présenter des résultats obtenus en collaboration avec P. Stefanov
([SV1],[SV2]). Nous nous intéressons & la distribution des résonances pour le systeme de
Iélasticité a ’extérieur d’un obstacle strictement convex avec des conditions de Neumann
sur le bord. Soit O un obstacle strictment convex dans R3 & bord T' de classe C*° et soit
Q = R?®\ O son complémentaire. Je vais noter par A* Vopérateur de ’élasticité qui est un

opérateur de deuxienme degré a valeurs matriciclles de la forme suivante
A'v = jpAv + (Ao + 10)V(V - v),

v = *(v1,v2,0v3), OUl Ao, o sont des constantes applées les constantes de Lamé qui verifient

les conditions suivantes
o > 0, 3/\() + 2/L() > 0. (1)

Les conditions de Neumann pour A* sont de la forme

3
(Bv)i =) oij(v)vilr = 0, i=1,2,3, (2)

J=1



\ ) AV ; N . ,
ol 0;;(v) = AoV - 065 + iy (Qh + 5—’-’1) , v est la normal & I". Il est bien conu que 'opérateur

ax; ar;

—A* opérant sur les fonctions v € C2

/comp(Q; C?) verifiantes (2) admet une réalization au-

toadjointe dans L2(€; C3?) que je vais noter par L. L’opérateur L est positive et n’a pas de
spectre ponctuel. Donc, la résolvent tronquée R,(A) = x (L — Ay, x € C° vaut 1 au
voisinage de ', admet un prologement méromorphe de SA < 0 dans le plan complex C avec
des poles possibles dans A > 0 (|Va], [Vo]). Les poles de R, (\) sont applés résonances
(conus aussi comme poles de la matrice de diffusion).

Pour 'opérateur de Laplace dans §2 avec des conditions de Dirichlet ou Neumann sur le
bord la distribution des résonances est relativement bien conue. Si O est noncaptive a bord

C*, on sait que VC; > 0,3C, = Cy(C)) telle que dans la région
A= {3X < Cilog || = Cy}

il n’y a pas de résonances. Ceci se deduit des résultats des Melrose et Sjostrand [MS1], [MS2]
sur la propagation des singularités soit par la méthode des Lax et Phillips [LP2] soit par la
méthode de Vainberg ([Va]). Si O est noncaptive a bord analythique il etait démontré par

Bardos, Lebeau et Rauch [BLR] que la région libre des résonances est de la forme
IA < CAYB = O,

Ceci reste vrai (avec d’autres constantes) si 'obstacle est strictement convex a bord C'* (voir
[HL], [SZ]). Par contre, si O est captive Lax et Phillips [LP1] ont fait la conjecture qu’il existe
des résonances qui convergent vers I'axe réel. Mais en général ceci est faux comme le montre
I’exemple de deux corps strictement convex. Dans ce cas il y a un seul rayon captive et il
etait démontré par Ikawa [I1] qu’il existe une bande pres de 1’axe réel libre des résonances.
D’autre part, au-dessus de cette hande dans A il existe une infinité des résonances dont une
étude tres precise est faite dans [G].

Dans le cas du systeme de I'¢lasticite les singularités se propagent dans §2 le long de deux
rayons aux vitesses ¢; = y/f, 2 == /Ao + 240 (voir [T2], [Y]). En particulier, les obstacles
strictement convex sont noncaptives pour le probleme de Dirichlet et donc au niveau de

distribution des résonances la situation est pareille comme dans le cas de l'opérateur de
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Laplace. Dans le cas des conditions de Neumann sur le bord il etait montré par Taylor [T2]
qu’il existe en plus une troisieme onde sur le hord qui porte des singularités et qui se propage
a une vitesse cg < ¢; applée la vitesse de Rayleigh. Done, tout obstacle est captive pour le
systéme de ’élasticité avec des conditions de Neumann sur le bord. Par conséquent, il etait
démontré par Kawashita [KX] (voir aussi [IN]) que Iénergie locale n’admet pas de décroissance
uniforme. Au niveau des résonances ce n'est pas raisonnable d’avoir un comportement pareil
au celui dans le cas du probleme de Dirichlet. En particulier, si 'obstacle est strictement
convex on ne peut pas avoir un tel domaine libre des résonances. Quand méme, car la vitesse
des ondes de Rayleigh est strictement inférieur aux autres deux vitesses, nous montrons qu’il
existe un domaine assez grand libre des résonances. De plus, nous preuvons que ’existence
des ondes de Rayleigh entraine l'existence d’une suite infinie des résonances convergantes

vers ’axe réel. Notre résultat principal cst le théoréme suivant [SV2].

Théoréme 1.1
(a) Pour tout Cy > 0 il existe C'y > 0 telle que pour tout N > 0 il n’y ait pas de résonances

dans le domaine
CN|/\|“N < QA< Ciin|A, IRA| > Cs.

(b) 1l existe deut suites infinics {\;}, {=X;} de résonances distinctes de L telle qu’on ait
0< QN <CyNI™Y YN >0.

Dans le cas olt O est une boule nous avons démontré [SV1] que la suite A; tend vers
I’axe réel exponentiallement rapide et que le domaine libre des résonances est de la forme
Ce™ M < X < CiAY3, RN > C,. Done, on peut faire la conjecture qu’un tel domaine

libre des résonances toujour existe sous I'hypothése que le bord soit analythique.

2 Idée de preuve

On va profiter du résultat de Mclrose [N] qui dit que les résonances du probléme de Dirichlet

sont les poles de I'opératcur de Newmann N(A), alors que les résonances du probléme de
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Neumann sont les poles de 'inverse N(A)~! Je rappele que Nopérateur de Neumann N () :

L3(T; C3) — L2(I; C?) pour le systéme de 'élasticité est defini par
N(\)g = Bu

ol v = Rp(N)g est la solution de I'équation

(A* + X = 0 dans Q,
vo= g sur I, (3)
v — sortante.

Comme 'obstacle est strictement convex, 'opérateur de Neumann N (A) est holomorphe
dans A. De plus, c’est un opérateur pscudodifferentiel & grand parametre A dont la varieté
caractéristique est

Yo {(x. &) eTl: ||, =it}
Comme cr < ¢1, & est contenu dans la zone elliptique de probléme (3). Soit A € A résonance

du probléme de Neumann. Il est [acile de voir qu'il existe une fonction f, || f|| = 1, telle que
N(A)f =0. On a le lemme suivant.

Lemme 2.1 WFfC %,

Cela veut dire que Vn(z,€) € C°(T*),n = 1 au voisinage de 2, n = 0 en dehors d'un

autre voisinage telle qu’on ait
J = (Opan)f = O(AI™).

Posons u = Rp(A)f. 1l est claire que w verifie 'équation

(A*+X)u = 0 dans Q,
Bu = 0 sur I, (4)
u  — sortante.

Soit x € C°(R?), x = 1 au voisinage de I'. On a

(A* - A)yu = |=A*.x|u dans Q,
B(xu) = 0 sur [, (5)
u  — sortante,
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(‘\5/\2 X“’“Z = (\X([‘—A*, X]us X’u’)v

ce qui entraine
=4 x]ull

Ixul
D’autre part, par le théoreme de trace ¢'est facile de voir que

X <

Ixul = CINZZ LS = CIA

Donc,
ISA < CIARI[=A" XIRp(W) ]

Comme 'obstacle est stricterment convex. on peut construire une paramétrixe de probleme
de Dirichlet (3) dans un voisinage assez petit de ', que je vais noter par Rp(A). Vu de

Lemme 2.1 on obtient
ISA?| < CIAPN[=A%, x]Bp(N) (Opan) £l + O(IA=>).

L’avantage de cette majoration est qu’elle ne consiste que de la paramétrixe dans la zone
elliptique. Donc, Rp(A)(Op,y) se représente comme une somme finie d’opérateurs de Fourier

a phase complexe qui verifie

S(r) ~ copdist(z, ). ¢ >0,
pour dist(z, ") assez petite. Ceci entraine

ISA%] < CIAPe P4+ O(IA1),

ce qui démontre la premier partic du théoreme.
Afin de démontrer la deuxi¢me partie nous déduisons de existence de la paramétrixe

pour l'opérateur de Neumann l'estimation suivante.
Lemme 2.2 [l cziste a,b > 0 lels que, sur les courbes I¥ = {£3\ = alog |\| — b}, on ait

C
N € ——.
INOYI S ©)
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Pour démontrer I’existance des résonances proches de I'axe réel on va raisoner par ’absurde.
Supposons que N (A\)~! soit analytique dans A, (la région encadrée par les courbes (%). Par

conséquent, en utilisant les résultats dans [Vol, on obtient
INO)TY < e dans Agy. (7)

Par le principe de Fragmén-TLindelof on deduit des (6) et (7)

- C
|V (A) l”Sm, A>C>0
o

sur S\ = 0. Ceci entraine
INOI = CilogA, A>C V] =1 (8)

D’autre part, si on prend A = A; (les valeurs propres de ¢cpy/—=Ar) on peut démontrer qu'il
existe fj, || fill = 1, telles que

INAD ST < Co
avec une constante C, indépendente de Aj, ce qui est contradictoire a (8) (voir aussi [K]).

Donc, N(X)~! ne peut pas étre analyticque dans A4, ce qui démontre la deuxiéme partie du

théoréme.
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