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1. Introduction

Soient hy(z). ha(xr) deux fonctions analytiques réelles définies pres de z € R? vé-
rifiants hy(xg) = ho(ag) = 0. dhy(ag) et dha(ap) linéairement indépendants. Soient
A1, A\q les demi-hypersurfaces ouvertes
(1) Ay ={r;he(x) =0, hy(a) > 0}

ANy ={x,hi(x) =0, ho(x) > 0}

et L 'aréte
(2) L ={z;hi(x) = hao(a) = 0}

Soit Q2 (resp. Q¢) ouvert intérieur (resp. extérieur)

(3)

Q' = {x;hi(x) > 0 et ha(x) > 0}
Q° = {z;h1(x) < 0 ou he(z) < 0}

On a 0 = 90 = A, ot A est le diedre
(4) A - Al U Az U L

On s’intéresse a décrire les singularités, et leur propagation, pour les solutions de
I’équation des ondes dans X' = Ry x 2.Q = Q' ou Q°, d’énergie finie, et vérifiants la
condition de Dirichlet

OFu — Ejafj u=0 dans X
(3)

upxy =0 et ue H (X)

Lorsque les équations h, des faces du diedre sont linéaires, le calcul de la fonction de
Green du probleme (5) a été effectué par Garnir [G]. Le cas plus général d’ouverts
2 a singularités coniques a été traité dans la catégorie C'*> par Cheeger-Taylor [CT],
et dans la catégorie analytique par Rouleux [R]. Dans le cas des diedres a faces liné-
aires, le probleme (5) avec des conditions aux limites plus générales a été étudié par
Eskin [E]. Dans le cas des diedres a faces “courbes”, et pour le probleme extérieur
Q = Q¢, Uchida [U] a obtenu des estimations a-priori sur les singularités analytiques,
et Gérard-Lebeau [G-L], dans le cas d = 2, ont traité le probleme de ’asymptotique
sur le cone diffracté de la solution de (5) associée a une onde conormale entrante.
Les résultats décrits ici sont obtenus en généralisant la méthode de [GL].
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2. Géométrie

On choisit d’abord un systéme de coordonnées x = (2',2"),2' = (z1,22),2" =
(z3, - ,2n) (n =d+1, de sorte que x" contient la variable temporelle) qui redresse
le diedre, de sorte que hy = 1, ha = 23. On appelle 2’ les variables normales et z"
les variables tangentielles.

L’équation des ondes devient alors un opérateur
(6) P(z,D) = Py(z,D")+ L(z,D',D") + Q(x,D")

de symbole principal p = p; + ¢ + ¢ a coefficients analytique, et vérifiant

1) {p réel ;p(z,6)=0 et {#0=0p#0

(2, &) > ol€? co >0

et on a donc Car pNTA C {{ = 0}, avec Ty = Tx UTX UT;. On note M= {z; >0
et zo > 0} l'ouvert intérieur, M€ = {z; < 0 ou x5 < 0} 'ouvert extérieur.

On note 7 la projection canonique de T*H\TX sur Tb*]\f = T*MUT*A,UT* AU
T* L, qu’on munit de la topologie quotient, *T*R™ le fibré cotangent de Melrose (dual

du fibré des champs de vecteurs tangents a z;z5 = 0) et 7 ’application canonique

de T*M\TK dans ®T*}M définie en coordonnées par
(8) (¢, 2", €, 6") (22", 8" v = 216, vp = @aéa)

On a donc le diagramme

T*M\T% =, Im(7) C "T*M

o | AT

TrM
la fleche d’identification ¢ étant bijective continue (ce n’est pas un homéomorphisme ;

7 n’est ni ouverte, ni fermé et Tb M n’est pas métrisable, alors que bT*R™ ~ R2" est
une variété différentiable). On note aussi

(10) ¥y =7 (Car p), Z = 7(Car p)

Alors z : ¥ — Z est un homéomorphisme, ce qui nous permettra d’identifier ; et
Z ; By est la variété caractéristique du probleme aux limites dans le diedre.
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Définition 1.— La région elliptique £ de Tb*J\I est
(11) E=TM\Sy = {p: n Y (p)NnCarp = ¢}.

On notera Zj, (resp. Za) les points de Z au-dessus de 'aréte L (resp. au-dessus du
diédre A), et on stratifie Z par

(12) Z=S8'uUS'US?; S'=2\2A,5' = 2Za\2.,5* = Z;

Définition 2.— On définit la région glissante ¢ de Z par

(13) g=1{p: {7 (p) N Car(p)} = 1}

et la région transverse T de Z par

(19) T =2\g

On notera que ¢ N S° = S°. g N S! est la région glancing usuelle sur les faces du

os 9 . s . N7 -~
diédre, et g S* correspond aux bicaracteristiques de p tangentes a 'aréte L ; g n’est
pas fermé.

Dans le syvsteme de coordonnées choisi on a
(15) pla,&) =" =) (¢ —v) = R(x,£")

ol A, est une matrice 2 x 2 symétrique définie positive, r = v(x, ") est linéaire en

§". Avec Ry = R|pi—g on a
(16) S?={R,>0},5*Ng={Ry=0}.,5*NT ={Ry >0}
On posera S; =S'Ng.S =5SNT.

DéﬁllitiOll 3.— SOlt < Zip , ON déﬁnit IGS vecteurs entrants (resp sortants V
P 1 P
(resp VP )7 comine ]e sous-ens emble de :FZ,Z

(17) VI ={d#(Hy(q)) : 7(q) =p, q € Car(p). TH,(q) € TM}.

Pourpe€g,onalV, = V]j" = {dn(Hpy(q))} ot ¢ = 771 (p) N Car(p), et on notera
H, = drx(Hp(q)). Pour p € S', ona H, € T,,S;, et donc les strates S; de ¢ sont
feuilletées par les courbes intégrales du champs (hamiltonien) H,.

Pour p € S{, ona VI NT,5" = o.
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Définition 4.— Un rayon est une application continue v de I (intervalle de R)
dans ¥y ~ Z C R?" vérifiant

(18) Siy(ty) € g. ~ est dérivable en ty et Y(to) = H.(y,)-

(19) Siy(ty) € S| il existe = > 0 tel que ¥(t) € S* pour 0 < |t —to| < e.

Les rayons sont (localement uniformément sur M) Lipschitz, dérivables a gauche

et a droite en tout point et 7,4 4(%) € V;F(t). L’ensemble des rayons est fermé pour

la topologie de la convergence uniforme, et par chaque point, il passe au moins un
rayon maximal.

3. Front d’onde

On va définir SSy(w) comme sous-ensemble de Ty M. En coordonnées polaires
z,= pcosf,xzy = psinb soit E = {f(a1,22); f,0,f, %aef € C°%IL; L2)} ou I =]0,7/2]
(cas intérieur) ou I =] — 23X 0[ (cas extérieur). Soit aussi F le sous espace de D'(R")
formé des u(z',2") qui vérifient

V6 € CS°(R?), VI compact de R"723C, m

(20) Vv, € CSO(K)HGO(Q")/u(m',:c”)@l(:v” )dz"||g < C' sup |0Y61]co

|a]<m

c’est a dire F' = D'(R2; Eioc)

En suivant I’étude faite par Kondrat’ev [KK] sur les problémes elliptiques dans les
coins, on obtient

(21) Pu=0.uv€eHy=—u€eF

On définit alors SS,(u) par régularité tangentielle comnme suit : Soit Tj la transfor-
mation de FBI tangentielle

(22) Tou(w,2' . \) = /e_i(w_x”)“u(:t',.1’”)0';1’"

et o la fonction poids ¢g(w) = %(Imw)z. D’apreés (21),si Pu=0 u € H} 61(z") €
Cs° on a To(;u) € Heo(Eioc). espace de Sjostrand a valeurs dans Ejoc.

Définition 5.— Soit u € H}, Pu=0,p € TF M. On définit SSy(u) par p & SSy(u)

SS1

1) si p € T*L, définition usuelle

IX-4



2)sip= (24, €) e T*L . wy = vl — i€l il existe 6;(a") € C§°,6; = 1 pres
de 2y, 6o(2') € C§*, 6, = 1 prés de 0, W voisinage de wo et 9 > 0 tels que pour
weW,A>1

1 R
(23) ||90T091 U“E < F_é)\[vo(w)—m] .
c0

On a alors la proposition suivante

Proposition 1.— SSy(u) est fermé, localement compact dans Tb*M (on prendra
garde au fait que ce résultat est faux sans la condition aux limites ujs = 0).

Il n’est pas évident que la définition précédente de SSp(u) soit indépendante
du systeme de coordonnées choisi, ou de ’espace E de régularité normale choisie ;
toutefois, cela est vrai, en effet on a

Théoréeme 1.—

SSp(u) = 7(SS(w\TX)

ol u est le prolongement canonique de u par zéro a R™\ M.

4. Résultats

Dans ce paragraphe, u désigne une solution du probléme aux limites :

uw € H}, Pu=0.
Théoréeme 2.— (régularité elliptique)
(24) SSp(u) C Xy .

Pour pog € S} soit I';, I'ensemble des rayons entrants en po
(25)

I, = {rayons :]— a, 0[5 (T* MUT* A1 UT* Aa) N Epiv(s) = po (s — 07)}

Théoréme 3.— (Réflection hyperbolique sur l'aréte)

On suppose qu’il existe un voisinage W de py dans 3 tel que pour tout p € W
tel qu’il existe v € ') avec y(—a) = p. on a p &€ SSy(u). Alors

(26) po € SSp(u) .

Les théoremes 2 et 3 s’obtiennent comme dans [G.L] en écrivant les projecteurs
de Calderon déduits de l'équation Pu = ¢161 + ¢202(61 = dppy=0,02 = by ,=0), qui
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fournissent un systéme 2 x 2 d’équations sur les traces ¢g; des dérivées normales
(pour P) de u sur les faces du diedre. Le point clé est d’obtenir des estimations
2-microlocales a priori pour g¢1, g2, u sur les involutives {z; =0} , {22 =0}, {z; =
xo = 0}, qui permettent d’écrire le systeme de Calderon comme une équation pseudo
différentielle tangentielle a valeurs opérateurs sur les fibres des involutives z; = 0
ou 3 = 0, l'inversion du symbole principal correspondant comme dans [G.L] a 1’é-
tude d’un probléme de transmission a coefficents constants dans un diedre linéaire
en dimension 2.

Pour traiter la propagation sur les rayons tangents a ’aréte, on utilise la stratégie

microhyperbolique, en remarquant qu’on a, avec les notations précédentes

Lemme.— Soit py € S;, et vo € Tp(T*L) tel que dRo(po)(vo) # 0. II existe
€0,50 > 0 tels que pour a = p +1is vo + 2 € T*LC, p réel, |p — po| < €0, z complexe
|z] < €05, |Rez'| < go,|Im 2| < g9s, 0 < s < s9, I'équation p(a',ayn, &' aen) =0
n’a pas de solutions £’ € R?.

On obtient alors, comme dans Sjostrand [S]

Théoréme 4.— (Estimation prés de S} )

Soit K un compact de 53 ; il existe Ay (grand) 9,6 (petits) tels que pour tout
Po € I{, = 6]07 5.0]

(27)  Boule (po, Aoe?) N SSh(u) = ¢ = exp sH,(po) € SSp(u)pour |s| < éoe .

Des résultats précédents, on déduit

Théoréme 5.— (propagation des singularités)

Pour u solution H} de Pu = 0. SSy(u) est un fermé de Ty et si pg € SSy(w) il
existe un rayon maximal issu de py dans SSy(u).
5. Problemes ouverts

A. Quels sont les rayons qui peuvent porter des singularités C'*° 7

B. Un rayon en incidence transverse sur l'aréte en po diffracte en général sur
tout le cone I ;)"0. Toutefois les singularités secondaires, différentes de la propagation
directe ou des “reflections” sur les faces (avec une définition précise dans le cas inté-
rieur), portent des singularités plus faibles.

Quels sont les rayons qui portent les singularités modulo H3/2 ?

C. Soit Q2 le complémentaire dans R? de la réunion des deux boules de centre
(0,4+1/2,0) et de rayon 1, G(t.2,y) la fonction de Green

(28) Ot,:G = dt=00r=y, support (G) Ct >0 ,G|,ea0 =0
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avec x,y € ). (La discussion précédente s’applique a des primitives en temps de
G). Quelle est la régularité Gevrey de G pres de yo = (—2,0,0),z0 = (+2,0,0),tp =
disto(yo, zo) ?
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