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Sections Efficaces dans le Problème à N-Corps
Xue Ping WANG

Université de Nantes

1 Définition dans le cas de deux corps.

Dans cet exposé, on s’intéresse à la finitude et à Fasymptotique à haute énergie des sections
efficaces dans le problème à N-corps. Pour evpliquer le point de départ de notre travail, je
commence par rappeler deux définitions des sections efficaces dans le problème de diffusion à
deux corps.

Soit (Po, P) un couple d’opérateurs de Schrodinger autoadjoints dans L2(Rd) avec Po =
-0 et P = -0 + I~’~x), V(.) étant un potentiel de deux corps à courte portée. On sait alors
que les opérateurs d’onde

existent et sont complets. On note: = l’opérateur de diffusion et

la matrice de diffllSio11. On note le noyau au sens des distributions de l’opérateur
T(A) = S(A) - 1. est appelé l’amplitude de diffusion. Les sections efficaces pour le
couple d’opérateurs (Po, P) sont souvent définies de la manière suivante.

Définition 1. La section efficace, à l’énergie A avec la direction incidente w, est
définie par

P

Ici cd(a) est une constante de normalisation qui ne dépend que de À et (2~r~21a, si

d = 3. Voir [1].

Physiquement, s’intehprète comme le quotient (voir [9] ):

Dans cette définition, la. finitude des sections efficaces est équivalente à l’intégrabilité de
It(À,w’,w)12 paI’ rapport à la, direction sortante Da.ns le problème à on a pour
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le moment très peu déformations sur les amplitudes de diffusion (voir [6, 15]). Il est donc

prématuré d’utiliser cette définition pour étudier les sections efficaces. En 1980, Enss-Simon
([4]) ont introduit une autre définition des sections efficaces qui fait intervenir seulement

l’opérateur de diffusion.

Définition 2. Pour g e etc E Sd-l, on définit

Alors la section effica,ce, avec la direction incidente w, est définie comme une distri-
bution par rapport à l’énergie par la relation

On remarque que dans ~4~, Enss-Simon ont choisi comme 9,,

Ici on a modifié le choix de g, pOlll’ que l’on puisse montrer l’équivalence des deux définitions
des sections efficaces présentées ici. On peut aussi vérifier que si on note

-1 - ~w B

on a alors = 119 Il. Ici Il - Il désigne la, norme dans L2(R).
Dans cette définition, la, finitude de w) est équivalente au fait que (S-1 )gW E L2(R d-1 )

pour tout g E C~ (R+ ). L’ si d &#x3E; 1, il est nécessaire de préciser la signification
de (S - 1 )g~, en utilisant des troncatures en va,rial3les y = x - (x - w)w. Soit X E S avec
x(0) = 1. On peut, par exemple, prenclre ,(y) = e-312 pour faciliter certains calculs. On pose

On définit alors (s -1 )g~, par

si la limite existe.

Rappelons que représente la probabilité totale de retrouver les particules dif-
fusées pour l’éta,t entrant ~f . étant une fonction propre généralisée de Po avec énergie ~,
gw(~) peut être interprétée comme fonction d’onde libre d’un faisceau de particules provenant
de la direction w. Dans le cas idéal où c~ est la fonction caractéristique d’un intervalle [a, b],
l’égalité (1.3) nous dlt que l’intégra,tion sur par rapport à l’énergie de la section efficace

w) est éga,le à, la l)robabilité tota,le de retrouver les pa,rticules diffusées pour le faisceau
de pa,rticules enti"a,ntes représenté par ce qui est naturel, vu l’interprétation (1.2) pour des
sections efficaces.
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Remarque. On peut vérifier au moins formellement qlle les définitions 1 et 2 sont

équivalentes. Ici on se contente de donner un argument de [13]. Voir [4] pour d’autres
arguments. Soit T(A) l’opérateur défini par

où F(A) est la représentation spectrale pour Po = -A. Pour montrer l’équivalence des
définitions 1 et 2, on calcule formellement la décomposition de y, dans la représentation
spectrale de -0:

Ici Ci (A), C2 (A) sont des constantes que l’on peut calculer. Ecrivant T(A ) sous forme intégrale,
on obtient, encore à un niveau formel,

.,

Cela signifie que formellement, on a. o,(A, w) = au sens des distributions. Les argu-
ments formels ci-dessus peuvent être justifiés rigoureusement si on suppose, par exemple, que
l’amplitude de diffusion est continue sur x 0

2 Hamiltoniens à N-corps.
Pour introduire les sections efficaces dans le problème à N-corps, on note X = Rd l’espace de
configuration totale ( dans le repère OLl le centre de masse est fixé à l’origine) pour un système
à N particules notées {1,2,’-’,A~} et ,~l l’ensemble des partitions en clusters du système
{1,2,’’*, Pour chaque partition cc E ,A, on note Xa l’espace de configuration intra-
cluster et xa les coordonnées Î11tra-cluster. En utilisant la structure euclidienne sur X = Rd,
on peut décomposer X comme somme directe et orthogonale: X = Xa ® Xa, Va E ,~4. On
écrit souvent pour x E X: x = xn + ,ta, L’opérateur de Schrôdinger à N-corps que l’on va
étudier dans cet exposé est de la forme:

où A est le Laplacien sur X et pour siiiil)lifier l’exposé, on supposera par la suite que les va
sont réguliers et vérifient

. --.- ~ . 1. - --~ , 1 ~ 1-.l 1 ..._ . ,
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pour p &#x3E; 1 à préciser. Dans la théorie de la diflusion, il est souvent commode d’écrire, pour
chaque a E A,

où A. est le Laplacien en variables xa et Ia(x) est l’interactioll iIlter-cluster:

Pour chaque canal de diffitsion , 

on peut définir un couple cl’opérateurs d’onde

Etant donnés deux canaux de diffusion a = (a, Ea, /3 = (b, ~~), on définit l’opérateur
spa pour la diffusion a - ,~:

Définition La, section efficace, pour la diffusion cx --~ j, avec la direction
incidente w E Sa, est définie comme une distribution en énergie par

Ici il - Ilb est la norme dans

Dans le cas où ~~~~(a,w) est bien définie pour tout canal de sortie (3, on peut alors étudier
la section totale de diffusion avec le cana,1 d’entrée a, W), qui est définie par

Le plan généra.l de ce travail est le suivant: On montre d’abord que les sections efficaces,
sont bien définies au sens des distributions en a. Ensuite, on cherche la représention

de (ou de 7~(A,~)) et l’ident.ifie à, une fonction continue et finalement, on étudie leur
asymptotique à haute énergie. Ici, on se contente cl’énoncer les résultats et de faire quelques
comentaires. On renvoie à, [19] pour les détails de la démonstration.
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3 Résultats.

Pour deux canaux a, f3 quelconques, on ne pourrait pas en général espérer la finitude des
sections efficaces, même si les potentiels d’interaction décroissent assez vite. Par cette raison,
on va seulement étudier les sections efficaces clans le ca,s où l’un des deux canaux est un canal
à deux clusters avec l’énergie iotra-cluster hors des seuils. Pour fixer l’idée, on note désormais
(3 = (b, E/3, 0,C) UI} canal de diffusion quelconque et a = (a, EQ, un canal de diffusion à
deux clusters avec l’énergie 1101’S des seuils:

Ceci implique que ~a( ~) décroit rapidement en variables x’ ( (3~ ).
Considérons d’abord la diffusion a - ~3. Dans ce cas, la finitude des sections efficaces a

été étudiée dans [2] après une intégration et dans [4] après une intégration sur ~1. En

particulier, il est clémontré dans [4] que pour tout e et pour tout Eo  a  b,

.la

On peut donc étudier la section totale a,vec le ca.nal ci’entrée c~: 

Très récemment, dans un travail en commun avec D. Robert ([13]), nous avons démontré que
w) est finie et, en fait éga,le à, une fonction continue pour E (Ia , T ) x Sa, où Sa
est la sphère d’unité dans Xa, la =]Eo’ et T = U,E,40’pp(Pc). Plus précisément, on a

où R~a ~ iO) sont les valeurs aux bords de la résolvante ~P - z) -1 et ea est donné par

avec na(À) = (A - E~)ll ~. Dans ce cas, on a le résultat suivant sur l’asymptotique à haute
énergie pour ~~, ~ a, w ) .

Theorem 3.1 Soit a = (a, E,,, un canal de diffusion à deux clusters avec l’énergie hors
des seuils. Sous (2.1) avec p &#x3E; + 1 )l ?, 1)osons:

pour e &#x3E; 0 ai-bitraireineni petit. On a alors:
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Dans le cas où le canal d’entrée, ;3, est quelconque, la situation est plus compliquée et à
notre connaissance, la fmitude n’a pas été abordée jusqu’à maintenant. Dans ce cas, on ne
peut plus espérer la finitude des sections totales avec le canal d’entrée (3. On se contente donc
de discuter les sections efficaces, pour la diffusion /3 - a, où a est un canal à deux
clusters avec l’énergie intra.-cluster hors des seuils.

On note 
’

et

Pour w E Sb, on définit:

Si #b = 2, on a Eb == Sb et pour tout W e Sb. Etant donné un canal d’entrée

¡3 = (b, Eg, ~,~~ et une direction incidente w E Sb, on construit une microlocalisation de la
manière suivante. Posons TI

petit de sorte que
prenons 6 &#x3E; 0 assez

Choisissons xb E telle que

où 61 &#x3E; 0 est assez petit, et

On peut alors vérifier que le support de est inclus dans

pour tout À E I1 - (( 1 - 8)Àl’ (1 + avec Ai = Ao + E,. Ici E’ &#x3E; 0 si &#x3E; 0 sont

suffisamment petits. Cela, signifie que l’on peut appliquer les estimations micolocales de la
résolvante établies clans [18] et obtenir pour tout s &#x3E; 1/2,

pour tout Ai &#x3E; 
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Theorem 3.2 Soit la 8ection c.Olcace de la di.tttsioii, ~ --~ ~ avec la direction inci-
dente w E Eb. &#x3E; r,3,,, CO’1lst’ruirc Il com’rne ci-dessus. Alors sous la condition

(2.1) avec p &#x3E; est bien dé,fini comme une distribution
sur Il et pour tout 9 E o n, (i

Ici Fa(À) est la repi-éseiitatz«oli spectrtale de E,,,

et Qb est donné par

En particulier, définie au sens de la distribution est égale à une fonction continue
(~~w~ pour (À, ’-V) E E R x Sb; 0 E &#x3E; Tp,~}:

On remarque que AI &#x3E; -rf3,, est a.rbitraire. Par conséquent, on peut utiliser (3.11) pour
étudier l’asymptotique à haute énergie de pour chaque w E Sb fixé.

Theorem 3.3 Sou.s la co’ndition du Théorè1ne ,9.2, on a:

quand ~ --~ E Eb.
1 n~ 1 7

Ici qb est défini comnîe ~y~ dans le 3.1 en a par b.

4 Quelques commentaires.
Pour les détails de la, démonstration des théorèmes 3.1-3.3, on renvoie à, (19~. Ici on se contente
de faire quelques commentaires.

(a). Dans le ca,s de deux corps, il y a. une formule bien connue, dite formule de Born, pour
les sections efficaces à haute énergie ( (9~ ). Celle-ci se déduit par une méthode de perturbation
de la formule optique pour les sections efficaces:
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En fait, sous l’hypothèse (2.1) ax,ec p &#x3E; (d+ 1 ) /2 (rappelons que maintenant V est un potentiel
de deux corps), on a pour tout  s  p - 1/2

et

lorsque B -+ 00. Ici e(.1, w} - et est la résolvante libre. Pour donner

l’asymptotique à haute énergie, il suffit dévaluer  Ro(A + iO)v’e(À,w), Ve(À,w) &#x3E; dans
la limite ~1-~ oo. Voir [16, 20] pour des résultats rigoureux dans un cadre plus général. Mais
cet argument de perturbation ne s’applique plus au problème à l1j-corps, puisque dans ce cas,
l’interaction intercluster ne décroit plus sur l’espace de configuration total. Pour surmonter
cette difficulté, nous avons utilisé dans la démonstration du Théorème 3.1 une approxima-
tion eikonale pour obtenir le terme principal et les estimations lnicrolocales de la résolvante
établies dans [18] pour estimer le reste.

(b). Concernant l, fmitude des sections efficaces, on pourrait démontrer que sous les condi-
tions du théorème 3.2, ~T~-~,~3( ~~1, W ~ est finie et s’identifie à une fonction continue sur Eb.
Ceci est vrai pour tout opérateur de Schrôdinger ayant une stzwture spectrale d’un problème
de trois corps (voir [19] pour les détails). On remarque aussi que pour montrer la finitude de

il est nécessaire d’iii-iposei- la condition w E Eb. En fait, pour w E Sb, Eb, 
peut être infinie même si les potentiels décroissent assez vite (cf. Reniai"k 3.1 dans [19]).

(c). De nombreux problèn1es concernant les sections efficaces dans le problème à N-corps
restent ouverts. Ici on en mentionne seuleii-lent un. Selon le résultat de Enss-Simon ([4]),
la section effica,ce cl’ul canal (rentrée a à. deux clusters à un canal de sortie 0
quelconque est bien définie comme une distribution positive en À sur Ceci implique
que est une mesure et pour chaque w fixé et pour tous Ea  a  b, on a:

D’autre part, on a. démontré dans (1~3~ que a~+(,1, ce ) = ~~ O"¡3Q(À,w) est une fonction continue
de A sur Quelle est la. forme de singularité de pour À 

(d). Après l’exposé oral de ce travail, l’nuteur a. reçu un prepl’111t de Miroshi Ito [7] dans
lequel il a étudié l’a.syiiipt-ot,iqtie d. haute énergie des sections effica,ces dans le cas de 3-corps.
Il a démontré, entre autres, le théorème 3.1 pour le problème à, 3-corps sous l’hypothèse
supplémentaire que 0 n’est valeur d’aucun des sOUS-Ha.111iltonie11s à deux corps.
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