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1. Introduction

Les questions que nous allons considér er trouvent leur origine dans le problème
de Plateau classique : étant donné F un arc de Jordan da,ns R3 il s’agit de trouver
les surfaces paramétrées par le disque et d’aire minima,le s’appu3ra,nt sur F. Une
telle surface a nécessair ement une courbe moyenne nulle, et si u : : D~ _ ~ (a~, y ) E

+ y2  1} en est une paralllétrisation COIlfor111e, u vérifie le système

est une paramétrisation continue et monotone de r

Réciproquement, u solution de ce système paramètrise une surfa,ce de courbure
moyenne nulle s’appuyant sur F, stationnaire (et non nécessairement minimale) quant
à l’aire. Une généralisation naturelle de ce type de problème est de s’intéresser aux
surfaces de courbure moyenne constante H : la question devient alors de trouver u
solution du système .

u j a D2 est une paramétrisation continue et monotone de F

Afin de doter le problème d’une structure variationnelle, on préfère considérer les
problèmes de Dirichlet correspondants, c’est à dire chercher u solution de

où q est une paramétrisation continue et monotone de T. On peut ensuite se servir de
la liberté que nous avons cla.ns le choix de q comme paramétrisation de r pour sélec-
tionner parmi ces solutions l’une d’entre elles qui satisfera la, condition supplémentaire
de conformalité. Les solutions du problème de Dirichlet peuvent être obtenues comme
les points critiques de la fonctionnelle

sur

La généralisation suivante consiste à, seulement prescrire la, courbure moyenne, sa,ns
lui imposer d’être constante - ce qui nous amène à. considérer les problèmes suivants
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où H : R3 -~ R3 est une fonction fixée. Le problème admet encore une structure
variationnelle, avec la fonctionnelle

où Q : R 3 --» R3 est définie par

Dans ce qui suit, nous allons nous préoccuper de l’existence et de la multiplicité des
solutions au problème (II) - des résultats similaires valant ou pouvant être conjecturés
pour le problème de Plateau -voir [2].

Dans la section suivante, nous rappelons le résultat d’existence dû à Hildebrandt,
obtenu par minimisation de J sur un sous-ensemble convenable de H’ [7] - (d’autres
résultats d’existence sont exposés dans [6] [22] [20] [13]).

D’après l’observation de certains cas particuliers, Rellich conjectura que les solu-
tions du problème devaient exister par paires. Et en effet, sous les mêmes hypothèses
que Hildebrandt, et dans le cas où H est une constante, Brézis et Coron prouvèrent
l’existence d’une seconde solution [3] - (pour d’autres énoncés concernant l’existence
d’une seconde solution avec H - constante, voir [22] [14] [15] [16]). Ce résultat est
rappelé dans la Section 3. Malheureusement, la preuve ne s’étend pas sans difficultés
au cas où H est variable. L’obsta,cle principal consiste à a,na,lyser précisément le
comportement des dites suites de Palais-Smale, le problème variationnel étant non
compact. Pour surmonter cette difficulté, Struwe introduisit, à la suite de Sacks et
Uhlenbeck [11], une fonctionnelle perturbée qui, elle, vérifie la condition de Palais-
Smale. Cette stratégie lui permit de prouver dans [18] un résultat partiel de mul-
tiplicité - légèrement amélioré par Wang [19] - dans le cas où H est proche d’une
constante Ha dans la norme

Dans [2], nous proposons une approche directe du problème, reposant à la fois sur une
analyse détaillée des suites de Palais-Smale pour la fonctionnelle J et des estimations
a priori sur les solutions. La Section 4 est ainsi consacrée à. l’exposition des arguments
principaux de cette approche, qui nous permet de prouver l’existence d’une seconde
solution au problème (II) sous des hypothèses sensiblement allégées - c’est à dire
H proche d’une constante Ho en norme Pour terminer, nous donnons dans la
Section 5 une application géométrique des méthodes utilisées.
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2 La "petite" solution

Améliorant des résultats antér ieurs de B’Terller [23] et Heinz [6], Hildebrandt a
prouvé dans [7] le résultat suivant :

Alors admet ulie solution u, qui satisib,it

Remarques :

1 - Des résultats similaires ont été obtenus pa,r ’Vente [20] [21] et Steffen [13]
dans le cas H = constante, par Steffen [14] dans le ca,s H variable. Le résultat peut
être retrouvé en utilisa,nt l’équation de la chaleur associée au problème - voir [10].

2 - En utilisant une procédure de minimisation sur l’énergie des solutions de (II)
par rapport à la para,métrisation -y de F (trois points étant préalablement fixés pour
éviter le problème dû à l’inva,riance par transformation conforme), on obtient une
solution du problème de Plateau [7].

Nous esquissons la démonstration dans le cas h 1,
 1, et H régulier - le cas général s’en déduisant par homogénéité

et approximation.

Soit donc h’ tel que h,  h’  1, et fI : R3 R une fonction régulière telle que
. 1

N N ’r

Notons J et f les fonctionnelles correspondant à. H. On a

si bien que

- - 

2013/-

pour tout u E H’. Dans ces conditions, un résultat clé Morrey assure que le minimum
de J sur Hl est atteint par une fonction u qui est solution de (II), avec fi à la place
de H. Comme on a également

u est sous-harmonique sur D2 , et le principe du maximum assure que

fI étant égal sur est solution de (II).

Notons, avant de clore cette section, que dans le cas == constantes, Brézis
et Coron montrent dans [3] la coercivité de 



V-4

Lemme 1.

Supposons que H est une colistaiite qui 1. Alors il

existe b &#x3E; 0 tel que

pour tout p E H~ ( D’, R3 ).

Remarque.: Quand H - constante, ii est en fait la, solution d’énergie minimale de
(I).

Soit en effet 2L une autre solution de (1). On a,

Par conséquent

et

3 La "grande" solution pour H _ constante

Afin de prouver l’existellce d’une seconde solution à (II), une idée naturelle est
de profiter de la Cal aCtPrlSatlC)Il de la, premières solution en tant que minimum pour
appliquer le lelnme du col. Ce programme a été réa,lisé par Brézis et Coron dans [3]
et par Struwe dans (1G], pour H =- constante. Plus précisément, il est l)rOllVé dans
[3] :

Théorème 2. Soit

constante sur 

.Alors, (1) a,cllnet an ii-ioiiis (Ieux soltitiolis.
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Remarque:

1 - Si -Y 0 constate, un résultat de Wente [22] montre que ti =- -j est la seule

solution.

2 - Le cas où ~, est la paramétrisation a vitesse constante d’un cercle suggère que
la condition I ~ I . I l’~~ I ( ~ ~1 ( ~~~D’ ,Rs ~  1 est optimal.

3.1. Le comportement des suites de Palais-Smale

La principale difficulté que nous avons à surmonter est le manque de compa,cité
de la fonctionnelle ~I, c’est-à-clire la mise en défaut de la condition de Palais-Smale.
Une suite de Pala,is-Snia,le pour J est une suite telle que

La condition de Pa,lais-Smale signifierait que toute suite de ce type est relativement
compacte - ce qui n’est pas le cas.

Remarquons d’a,l)orclla propr iété suiva,nte :

Lemme 2. Toute suite c~e Pa.la.is-Smale est bornée cla.ns ~1

En soustrayant à cette égalité Inéquation Au = multipliant par pn =

u, et en intégrant sur D2, on obtient

Une intégration par parties nous donne alors (voir [3, ApiJendix] )

Par ailleurs, un développement de .7 fourni

Il s’ensuit que

et le Lemme 1 montre alors que (y 11) est borné dans 1
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Du Lemme 2 on déduit donc que toute suite de Palais-Slnale est faiblement
relativement compacte. Il est facile de voir que toute limite faible d’une telle suite
est solution de (I). En effet, on peut écrire :

Par conséquent, pour tout (

et cette dernière expression est continue pour la topologie faible de H1.

Néanmoins, les suites de Palais-Sniale ne sont pas nécessairement fortement r ela-
tivement compactes dans Brézis et Coron ont précisément analysé dans [4] ce
défaut de convergence, démontrant :

Théorème 3.

Soit (n) une suite de Pa.1a,is-Sma.le pour il existe

(i) Uo E H1, solution de (I)

(ii) un nombre fini de solutions w1 ~ ~ ~ ~ , wP de .6w = I1 wy sur R2

des suites (an ), ... ~ (~~n ) de D2

(iv~ des suites (~n), ~ ~ ~ , (~~,) de R+ tendant vers 0

tels que, à une sous-suite près, on ait

et

Ce théorème nlet en relief le rôle des solutions de Inéquation sur l’esha,ce tout
entier. Ces solutions sont entièrement classifiées, comme le précise le lelnme suivant
~4~ :
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Lenime 3.-

Alors LV s’écri t

où II : C - S’ est la projection sterérographque, P et Q sont des polynômes et C
est une constante. De plus

et

3.2. Le lemme du col

Nous rappelons ici le lemme du col classique :

Lemme.

Soit F une fonctioi-ilielle C’1 sur un espace de Banacll V’. qui sa.tisfa,it les condi-
tions suiva.ntes ;

On applique ce lemme à la fonctionnelle J(. + Ji) - Le Lemme 1 assure

que (ii) est satisfaite. (iii) est également trivialement satisfaite. et le lemme suivant
nous fournit une borne supérieure pour c : --
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Lemme 4.- Il existe t,o satisfaisâllt (iii) tel que

La preuve de ce lemme repose Stll’ un ca,lcul précis effectue le long d’un chemin
explicite. Supposons qu’il existe y E HÛ ( D~, R3 ~ tel que

Evidemment, ,

L’existence est établie dans [3]. ( L’inéga,lité isopérimétrique donne :

C’est en concentrant (p au voisinage Cl’L1I1 point où 0 que l’on peut montrer que
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3.3 Construction de la grande solution.

Le lemme du col nous fournit donc une suite de Pa,lais-Smale (-un) pour J. A
une sous-suite prés, u. n converge faiblement vers une solution de (I). De plus, le
Théorème 3 nous apprend clue soit

soit

Ceci implique, d’a-près le Lemme 4, que soit &#x3E; J(,ii.). soit  Dans

tous les cas u, et le Théorème 2 s’eiisuit.

En fait, la, remarque qui suit le Lemme 1 assure que nous sommes dans le premier
cas, c’est à dire

4. La seconde solution pour H variable

Dans cette section, on ne suppose plus que H est une constante. Dans ce COll-
texte, on peut raisonnablement conjecturer que le Théorème ? est encore valable pour
H variable "proche’’, clans un sens à préciser, cl’une constante Ho # 0 qui vérifie

L’application de méthodes perturbatr ices se heurte cependant à de sérieux obstacles,
Par exemple, l’argument que nous avons utilisé pour montrer que la, limite faible

d’une suite de Palais-Smale est solution de Inéquation n’est plus valable dès lors clue
H n’est pas exactern,en,t une constante. Le terme non linéaire Il’est plus faiblement
continu. En fait .f n’est pas même différentiable Sllr [Il n’est pas clair que
soit déjà, bien définie sur H1 tout entier. Dans le cas H - constante, l’illtégrale
t J D2 u’2l x correspondrait dans le cas de la 1)a.rall1ptrisat.i(&#x3E;11 el’tlile surface fermée
régulière ( u E H~ ~ D? ) ) à un volume, et l’on a. les inégalités
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où A et V désignent respectivement Faire et le volume, et

Dans le cas H variable, l’intégrale fD2 uy est bien définie également sur
H’ tout entier, elle correspond à un volume calculé sur une certaine variété.]

Pour surmonter ces difficultés, Struwe a. suivi la stratégie inaugurée par Sa,cks
et Uhlenbeck a propos des a,iJiJlications harmonique. Il introduit une fonctionnelle

perturbée pour laquelle la condition de Palais-Slllale est vérifiée. Mais les passages à
la limite ultérieurs obligent à des hypothèses fortes sur H. Afin de mener la déviation
de H par rapport à, une constante, il considère l’espace affine des fonctions H telles
que

Il prouve alors [18] :

Théorème 4.

Supposons que Ho E R* sati,sfait ( **) consta,nte. Il existe a &#x3E; 0 tel que
pour un sous ensemble dense de fonctions H dans le a-voi,sinag.e de Ho, (II) admet
au moins deux solutions.

Ce théorème a été amélioré par Wang [19], qui a montré que le résultat était
valable pour un voisinage entier de Ho dans la même norme.

Dans [2], nous montrons que !)ar une approchée directe du problème on peut
considérablement affaiblir les hypothèses sur H. On montre en effet :

Théorème 5. Supposons que Ho E R* satisfait (**). constante. Il
existe a &#x3E; 0 tel que pour toute fonction H sa,tisibisant

(II) admet au moins deux solutions.

Nous suivrons pas à, pas la, stratégie cléveloppée dans la, section précédente. Le
premier problème qui se pose est que la. dérivée de .I, définie formellement par



V-11

n’a pas de sens pour quelconque dans HJ. En revanche, Fexpression est bien définie
pour toute fonction test y e Hl n On pose alors

S’il existe un domaine t’ de H’ sur est borné inférieurement par une

constante a &#x3E; 0, il est alors possible, suivant la, procédure de construction d’un
pseudo-gra,dient, d’ohtenir un champ de vecteurs localement lipschitzien sur un
voisinage V de L’ tel que

Grâce à ce champ de Yectellrs, on peut établir un lemme de déformation coml1le dans
le cas classique, et le lemme du col est encore valable - quitte à, donner à, .J’(u) le

sens défini plus haut. De surcroît, on a, :

Lemme 2’. Toute suite cIe Palais-S111ale est bornée dans H’, pourvu que

soit suffisamnielit petit.

La preuve de ce lemme est identiques à celle du Lemme 2, la petitesse de j3
1)erll1ettant de se ramener dans les calcllls au cas H = Ho

Nous avons ensuite besoin du résultat suii;a,nt,, établi dans ~1~, sur la limite faible
d’une suite de Palais-Slale :

Théorème 6.

Supposons R:3 -+ R sa.tisfa.it

Soit (un) une stllfe bornée dans ~1 ( D~, R~ ) telle que

Toute limite faible d’une sous-suite de ( u,~ ) 

Une fois due ce résultat cle convergence est établi, on est en mesure de prouver
un équivalent du Théorème 3. caractérisa,llt le défaut de coiJniJacit,é pour les suites de
Palais-Slnale :
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Théorème 3’.

Supposons que H : R3 ---t R satisi;ilt

Soit (un) une suite de Pa1ais-S111ale lJour J. Alors il existe

(i) Ua E solutio11 de (II)

un nombre fini de solittions w1.... , wIJ de Acu = Wy sur R2

des suites ( 1) ( cr,~1 ) de D~

(iv) des suites (6~ )~’ ’ ’ ? (‘~,’ ) de R+ tendant veiBs 0

tels que, à une sous suite près. on ait

et

Désignons par JH, .JHo respectiven-lent. les fonctionnelles correspondant à H et
Ho, et par u, -uo les "petites" solutions associées, Clc)I111ee5 par le Théorème 1.

On applique donc le lemme Cll1 col ~, la fonctionnelle J H( . + 1!o) - comme

nous y ont autorisé nos a.rgtl111elltS précédents. En compa,rant .J H et J Ho, on voit
facilement que les conditions (i) (ii) (iii) sont encore sa.tisfaites, l)OtlrVll que $ soit
assez petit.

D’où l’existence d’une suite CUn) de Hl, telle que

Si les hypothèses du Lemme 2’ et du Théorème 3’ soit vérifiées, on sait que zcn 
converge faiblelnent dans H! 1 vers une limite et que soit
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soit

Par un calcul perturbatif, il est facile de montrer Inexistence de iî &#x3E; 0 tel que

et

toujours en Slll)l)osa,llt CIlle /-1 est assez petit.

Par ailleurs, il s’ensuit de la, cléterll1illatioll de 1!-Broir la. preuve du Théorème 1 -
et du Lemme 1, que u converge vers 110 dans Hl quand H tend vers Ho dans L°° , et
que JH(u) - en résulte que sait

soit

dès lors que ¡3 est assez petit.

Remarque : En reprenant le calcul de la fin de la section 2, on voit en fa.it que si u
est solution de (II), on doit avoir

ce qui prouve que l)our /3 assez petit, nous somme dans le pre111ier ca,s : la convergence
de u n vers il est forte, et &#x3E; .l H(Jl).

Notons maintenant que le Lemme 2’ nous donne une borne pour la, ll01111e H1
de tîl - voir la preuve du Lemme 2 - indépendantes de H proche de Ho avec ~ assez
petit. Ainsi, le dernier ingrédient dont nous avons besoin 1)OlII’ achever la, preuve du
Théorème 5 est une lJorne a priori sur l~, norme des solutions en fonction de la

norme Hl :

Théorème 7..

Supposons que H : R3 -7 R est une fonction régulière et bornée. Soit II une

solution régulière de (II).
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Il existe C’ &#x3E; 0, dépendant setileinclit de la, 1101111e de H. tel que

La preuve de ce théorème, fondée sur une idée de Grüter [5], est donnée dans
(2) .

Nous sommes maintenant en mesure de conclure. Soit /30 &#x3E; 0 fixe, tel que pour
~ proche de H~ avec

il existe une seconde SOllltioll fi de (II), qui vérifie

R indépendant de H. Le théorème 7 implique

Il existe a &#x3E; 0 tel que pour tout H E qui satisfait

on peut trouver H E CI ( R 3 , R) vériSant

et

ainsi que (* * *)- (on prend ~(t/) = Ho pour lui ] grand).
Les deux solutions ii, il correspondant à, fi étant telles que

elles sont aussi solutions de (II) pour la fonction de courbure initiale de H.

Re111arque :

0152 dépend de et HO- Il est cependant fa,cile de vérifier, en reprenant les
preuves, que a peut être choisi indépendamment lorsque ~ 0.

En faisant tendre i/ vers 0 dans L’, on obtient des surfaces à courbure moyenne
prescrite paralllétrisées par S2 (et des solutions non constantes de = 

sur R 2).
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5. Application géométrique

Soit N~ une variété riemannienne difféomorphe à S~ . D’après Sacks et Uhlenbeck
[11], on sait qu’il existe un difféoll10r1)11isllle harmonique conforme de S2 dans M. Un
tel u vérifie alors l’équation

En utilisant comme précédemment les techniques développées par Grüter [5] (voir
aussi Hoffmann et Spruck (8~ ), on établit

Théorème 8. 
_

où H désigne Ia courbure moyenne, le diamètre de AI, son aire, et C
une constante universelle.

On peut conjecturer que la meilleure constante possible est atteinte dans le cas
de la sphère, soit C = 27r

En élargissant au cas de variétés non nécessairement difféomorphes à la sphère,
comme dans [12], on peut conjecturer l’inégalité sui,Ta,nte :
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