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1. Introduction

Les questions que nous allons considérer trouvent leur origine dans le probleme
de Plateau classique : étant donné I' un arc de Jordan dans R? il s’agit de trouver
les surfaces paramétrées par le disque et d’aire minimale s’appuyant sur I'. Une
telle surface a nécessairement une courbe moyenne nulle, et si u : D? = {(a,y) €
R?/z? + y? < 1} en est une paramétrisation conforme, u vérifie le systéme

Au=20
[ug]? — Juy|® = upuy =0

ujpp2 est une paramétrisation continue et monotone de T’

Réciproquement, u solution de ce systéeme parameétrise une surface de courbure
moyenne nulle s’appuyant sur I', stationnaire (et non nécessairement minimale) quant
a laire. Une généralisation naturelle de ce type de probleme est de s’intéresser aux
surfaces de courbure moyenne constante H : la question devient alors de trouver u
solution du systeme

Au=2Hu; Nuy
fual® = g2 = wpeuy = 0

u|gp2 est une paramétrisation continue et monotone de T’

Afin de doter le probleme d’une structure variationnelle, on préfére considérer les
problemes de Dirichlet correspondants, c’est a dire chercher u solution de

Au=2Huz ANuy sur D?

D u=-~ sur OD?

ou v est une paramétrisation continue et monotone de I'. On peut ensuite se servir de
la liberté que nous avons dans le choix de v comme paramétrisation de I' pour sélec-
tionner parmi ces solutions I'une d’entre elles qui satisfera la condition supplémentaire
de conformalité. Les solutions du probléme de Dirichlet peuvent étre obtenues comme
les points critiques de la fonctionnelle

1 2H
J(u) = —/ |Vul|® + / UUg N Uy
2 D2 3 D2

H}r ={ue 1'1T1(D2;R3);U|6D2 =7}

sur

La généralisation suivante consiste a seulement prescrire la courbure moyenne, sans
lui imposer d’étre constante - ce qui nous amene a considérer les problémes suivants

Au=2H(u)uz ANuy sur D?

II
(1) u=+v sur OD?
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ou H : R® — R? est une fonction fixée. Le probléme admet encore une structure
variationnelle, avec la fonctionnelle

J(u):%/D2 ]Vu|2+§/m Q(u).up Auy

ou @ : R® — R? est définie par

u1 u2 usg
Q(u) = (/ H(t,uz,us)dt ,/ H(ul,t,u;;)dt,/ H(uq,uz,t)dt)
0 0 0

Dans ce qui suit, nous allons nous préoccuper de ’existence et de la multiplicité des
solutions au probléme (II) - des résultats similaires valant ou pouvant étre conjecturés
pour le probléme de Plateau -voir [2].

Dans la section suivante, nous rappelons le résultat d’existence di a Hildebrandt,
obtenu par minimisation de J sur un sous-ensemble convenable de H. [7] - (d’autres
résultats d’existence sont exposés dans [6] [22] [20] [13]).

D’apres 'observation de certains cas particuliers, Rellich conjectura que les solu-
tions du probléme devaient exister par paires. Et en effet, sous les mémes hypothéses
que Hildebrandt, et dans le cas ou H est une constante, Brézis et Coron prouverent
Pexistence d’une seconde solution [3] - (pour d’autres énoncés concernant ’existence
d’une seconde solution avec H = constante, voir [22] [14] [15] [16]). Ce résultat est
rappelé dans la Section 3. Malheureusement, la preuve ne s’étend pas sans difficultés
au cas ou H est variable. L’obstacle principal consiste a analyser précisément le
comportement des dites suites de Palais-Smale, le probleme variationnel étant non
compact. Pour surmonter cette difficulté, Struwe introduisit, a la suite de Sacks et
Uhlenbeck [11], une fonctionnelle perturbée qui, elle, vérifie la condition de Palais-
Smale. Cette stratégie lui permit de prouver dans [18] un résultat partiel de mul-
tiplicité - légérement amélioré par Wang [19] - dans le cas ou H est proche d’une
constante Hy dans la norme

[H — Ho| = ess 5211133[(1 + [u])(1H(u) — Ho| + [VH(w)| + |Q(w) — Houl

+|dQ(u) — Hoid]]

Dans [2], nous proposons une approche directe du probléme, reposant a la fois sur une
analyse détaillée des suites de Palais-Smale pour la fonctionnelle J et des estimations
a priori sur les solutions. La Section 4 est ainsi consacrée a ’exposition des arguments
principaux de cette approche, qui nous permet de prouver ’existence d’une seconde
solution au probléme (II) sous des hypothéses sensiblement allégées - c’est a dire
H proche d’une constante Hy en norme L™. Pour terminer, nous donnons dans la
Section 5 une application géométrique des méthodes utilisées.
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2 La “petite” solution

Améliorant des résultats antérieurs de Werner [23] et Heinz [6], Hildebrandt a
prouvé dans [7] le résultat suivant :

Théoréme 1.— Soit v € H'/?2(0D* R3)n C°(OD?,R?) , H € C*(R3,R), avec
17|z ap2 r3)- [ H || Lo (D3, R) S 1
Alors (II) admet une solution u, qui satisfait

lulleo(p2.r2) < 1VllL>(aD2.R)
Remarques :

1 - Des résultats similaires ont été obtenus par Wente [20] [21] et Steffen [13]
dans le cas H = constante, par Steffen [14] dans le cas H variable. Le résultat peut
étre retrouvé en utilisant 1’équation de la chaleur associée au probléme - voir [10].

2 - En utilisant une procédure de minimisation sur I’énergie des solutions de (II)
par rapport a la paramétrisation v de I" (trois points étant préalablement fixés pour
éviter le probléme di a l'invariance par transformation conforme), on obtient une
solution du probléme de Plateau [7].

Nous esquissons la démonstration dans le cas h = ||H|fe<(psrs) < 1,
I¥llze(ap2,r3) < 1, et H régulier - le cas général s’en déduisant par homogénéité
et approximation.

Soit donc I’ tel que h < h! < 1, et H: R® — R une fonction réguliere telle que

. . 1
H=H sur D H(Ju|)=0 pour |u|> — ;|[|H|lL=~mrars <h

'
Notons J et Q les fonctionnelles correspondant H.Ona
sup |Q(u)] <1
vER3

st bien que

3 2
pour tout u € H 3, Dans ces conditions, un résultat de Morrey assure que le minimum

1E(u) < J(u) < gE(u) (E(u) = l/ |Vul?)
D2

de J sur H % est atteint par une fonction u qui est solution de (II), avec H A la place
de H. Comme on a également

~Alul? = -2(|Vul® + w.Au) < —2|Vu|*(1 - |u||H(w)]) <0
u est sous-harmonique sur D?, et le principe du maximum assure que
lul <1 sur D?

H étant égal & H sur D3, u est solution de (II).

Notons, avant de clore cette section, que dans le cas ou H = constante, Brézis
et Coron montrent dans [3] la coercivité de .J"(u) :
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Lemme 1.—

Supposons que H est une constante qui vérifie |H|.||y||=ap2 rs) < 1. Alors il
existe 6 > 0 tel que

T (u)(e.p) = / Vol + 4Hups Aoy 2 5/ Vel?
D2 D2
pour tout ¢ € Hj(D?*,R3).

Remarque: Quand H = constante, u est en fait la solution d’énergie minimale de
(D).

Soit en effet u une autre solution de (I). On a

J(w) = Tt ¢) = T(w) + 57" (w)(w.0) + 2HV ()

J(w) = Ju = ¢) = T(0) + 37" (u)(w,0) = 2HV ()
avec p =u—u et V(o) =3 [ 0.0: Apy.
On a donc J"(u)(¢,9) = =J"(u)(®, ).
Or J"(u)(¢,¢) — J"(u)p,9) = 12HV(p).
Par conséquent
2HV(9) = ~3 7" (1))

et
1
J(u) = J(u)+ gJ"(ﬁ)(sﬂ-cp)

3 La “grande” solution pour H = constante

Afin de prouver I'existence d’une seconde solution a (II), une idée naturelle est
de profiter de la caractérisation de la premiére solution en tant que minimum pour
appliquer le lemme du col. Ce programme a été réalisé par Brézis et Coron dans [3]
et par Struwe dans [16], pour H = constante. Plus précisément, il est prouvé dans

3] :
Théoréeme 2.— Soit
~v € HY/2(0D* R*)N L>=(0D*.R?),y # constante sur dD?

et H 74— 0 tels que
|H|-””I||LN((9D2.R3) <1

Alors, (I) admet au moins deux solutions.
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Remarque:

1 - Si 4 # constante, un résultat de Wente [22] montre que v = v est la seule
solution.

2 - Le cas ou 7 est la paramétrisation a vitesse constante d’un cercle suggere que
la condition |H|.||¥||L~(ap2.r#) < 1 est optimale.
3.1. Le comportement des suites de Palais-Smale

La principale difficulté que nous avons a surmonter est le manque de compacité
de la fonctionnelle J, ¢’est-a-dire la mise en défaut de la condition de Palais-Smale.
Une suite de Palais-Smale pour J est une suite (u,) telle que

J(u,) est borné :;J'(u,) tend vers 0 dans H™!

La condition de Palais-Smale signifierait que toute suite de ce type est relativement
compacte - ce qui n’est pas le cas.

Remarquons d’abord la propriété suivante :
Lemme 2.— Toute suite de Palais-Smale est bornée dans H*

Preuve : J'(u,) — 0 dans H™! s’écrit

Aup = 2Hun, Nun, + fos fn—0 dans H™!
En soustrayant a cette égalité I’équation Au = 2Hu, A u,, en multipliant par ¢, =
un — u, et en intégrant sur D2, on obtient

_/ [Vn|? = QH/ (Uny AN Un, — Uy AUy )on + O(leané)
D? D?

Une intégration par parties nous donne alors (voir {3, Appendix])
_/ IVon|? = 4H UPn, N pn, +2H PnPn, NPn, + o(|<,9n|H3)
D2 D2 D?
Par ailleurs, un développement de .J en u fournit

1 2H
J(un) - J(.@) + 3 / lvﬂonl? + 2H U.@n, A ‘F’ny + ? / Yn-¥Pn, A ‘Pny
D2 D? A D?

<

Il s’ensuit que

! Qrw-&gnx/\pnyl SC‘"‘}‘O(‘(Panl)
D? 0

et le Lemme 1 montre alors que (¢,) est borné dans H_}.
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Du Lemme 2 on déduit donc que toute suite de Palais-Smale est faiblement
relativement compacte. Il est facile de voir que toute limite faible d’une telle suite
est solution de (I). En effet, on peut écrire :

|

(

3]
Uy N Uy = (u/\uy)-{—g—(ux/\u))
Y

SV

QD

X

Par conséquent, pour tout ¢ € C°(D? R?), on a :

1
/ Uy NUy.p = — ¢ / UN Uy @y + Uy N Uy
D2 2 D2 ’

et cette derniere expression est continue pour la topologie faible de H?.

Néanmoins, les suites de Palais-Smale ne sont pas nécessairement fortement rela-
tivement compactes dans H!. Brézis et Coron ont précisément analysé dans [4] ce
défaut de convergence, démontrant :

Théoréme 3.—
Soit (uy) une suite de Palais-Smale pour J. Alors, il existe
(i) uwo € H*, solution de (I)
(ii) un nombre fini de solutions w', -+ ,w? de Aw = 2Hw, A wy sur R?
(iii) des suites (a}), -+, (a?) de D?
(iv) des suites (e1), -+, (¢?) de R% tendant vers 0
tels que, a une sous-suite preés, on ait

p i

i T Gn L
||uu—u.o—lz=;w(—€% )| & n_—+>°00
et
p .
Vu,,zz/ |Vuo|* + / Vw'|? 4 o(1)
J vl = [ 1wt 32 [ v
p .
T(un) = J(uo) + »_ J(w') +o(1)
=1

Ce théoréeme met en relief le role des solutions de I’équation sur I’espace tout
entier. Ces solutions sont entierement classifiées, comme le précise le lemme suivant

[4] :
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Lemme 3.— Soit w € L} (R*.R3?) tel que

loc
Aw =2Hw, Aw, sur Rz,/ IVw|?* < 400 (H #0)
R2

Alors w s’écrit
w(z):%ﬂ(%)_{.cx s=(r.y)=x+1iy

ou Il : C — S? est la projection stérérographique, P et () sont des polynémes et C
est une constante. De plus

/ IVw|? = 27; max(deg P ,deg Q)

o

et
47

3H?

J(w) = max(deg P .deg @)

3.2. Le lemme du col

Nous rappelons ici le lemme du col classique :

Lemme.—

Soit F une fonctionnelle C'' sur un espace de Banach V. qui satisfait les condi-
tions suivantes :

(i) F(0) =10
(ii) 3Ir >0, p > 0 tels que F(v) > p, Yo e 1 ||v]| =7
(iii) Fvg € V,||vo|| > 7. tel que F(vy) < 0.

Alors, si ¢ = inf,epmaxgp.1) F(p(t)) avec P = {p € c°([0,1],V), p(0) =
0,p(1) = vo}, il existe une suite (v,) de V" telle que

F(vp,)—c. F'(vy) =0 dans V'
On applique ce lemme a la fonctionnelle J(. + u) — J(u). Le Lemme 1 assure
que (ii) est satisfaite. (iii) est également trivialement satisfaite. et le lemme suivant

nous fournit une borne supérieure pour ¢ :
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Lemme 4.— Il existe vy satisfaisant (111) tel que

La preuve de ce lemme repose sur un calcul précis effectué le long d’un chemin
explicite. Supposons qu’il existe o € H}(D? R?) tel que

(x) 3V(p)= / Y.orpy = —1 et / Vol + 4Hu.o, A Py < (32m)1/3
D2 D2

Evidemment, J(u + tp) — —oo quand t — 400 et

sup (J(u + tp) — J(u)

teR+
2 . 2H
= sup ;(/ IVol* + 4Hu.pr A py) — 77?3
teR+ = JD2
= 1 ( Y |2+4Hu Awy)?
24H2 . ¥ U@y NPy
< 4
3H?

L’existence de ¢ réalisant (*) est établie dans [3]. (L’inégalité isopérimétrique donne :

inf / |Vo|? = (327)/3
w€H; JD2
8|V (0)l=1

C’est en concentrant ¢ au voisinage d’un point ot Vu # 0 que 'on peut montrer que

inf / Vol + 4Hu.pp A @, < (32m)1/3)
\,:*GH(} D?
3V (o) =1
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3.3 Construction de la grande solution.

Le lemme du col nous fournit donc une suite de Palais-Smale (u,) pour J. A
une sous-suite pres. u, converge faiblement vers une solution wy de (I). De plus, le
Théoréme 3 nous apprend que soit

U, — ug dans H'. et J(ug)=J(u)+c
soit

J(uo) < J(u)+c—inf{J(w), Aw = 2Hw, Aw, sur R2,/ |Vw|? < 400,w # constante}
R2

4

< J(u)+e—

Ceci implique, d’apres le Lemme 4, que soit J(ugy) > J(u). soit J(uwp) < J(u). Dans
tous les cas ug # u, et le Théoréeme 2 s’ensuit. ‘

En fait, la remarque qui suit le Lemume 1 assure que nous sommes dans le premier
cas, c’est a dire

up, — uy dans HY', et J(up)=J(u)+c.

4. La seconde solution pour H variable

Dans cette section, on ne suppose plus que H est une constante. Dans ce con-
texte, on peut raisonnablement conjecturer que le Théoréme 2 est encore valable pour
H variable “proche”, dans un sens a préciser, d'une constante Hy # 0 qui vérifie

(+%) [ Holll7]l L (ap2,r3) <1

L’application de méthodes perturbatrices se heurte cependant a de sérieux obtacles.
Par exemple, 'argument que nous avons utilisé pour montrer que la limite faible
d’une suite de Palais-Smale est solution de ’équation n’est plus valable des lors que
H n’est pas ezactement une constante. Le terme non linéaire n’est plus faiblement
continu. En fait J n’est pas méme différentiable sur H!. [Il n’est pas clair que J
soit déja bien définie sur H! tout entier. Dans le cas H = constante, 'intégrale
% / p2 W-Ug Ay correspondrait dans le cas de la paramétrisation d’une surface fermée
réguliére (u € Hy(D?)) & un volume, et l'on a les inégalités

. 1
2/3
Vit s (367.')1/3A
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ou A et V désignent respectivement 'aire et le volume, et

. 1
] . 12/3 2
| b2 1L.ll1;/\(Ly|/ S W/DQ IV'U.I

Dans le cas H variable, l'intégrale [ p2 Q(u).uz A uy est bien définie également sur
H! tout entier, elle correspond & un volume calculé sur une certaine variété.]

Pour surmonter ces difficultés, Struwe a suivi la stratégie inaugurée par Sacks
et Uhlenbeck a propos des applications harmoniques. Il introduit une fonctionnelle
perturbée pour laquelle la condition de Palais-Smale est vérifiée. Mais les passages a
la limite ultérieurs obligent a des hypotheses fortes sur H. Afin de mener la déviation
de H par rapport a une constante, il considere l’espace affine des fonctions H telles
que

[H — Hy] = ess sup [(1+ [ul)(|H(u) — Ho| + [VH(w)))
u€R3

+|Q(u) — Hou| + |dQ(w) — Hpid|] < 400

Il prouve alors (18] :

Théoréme 4.—

Supposons que Hy € R* satisfait (¥*) avec v # constante. Il existe a > 0 tel que
pour un sous ensemble dense de fonctions H dans le a-voisinage de Hy, (II) admet
au moins deux solutions.

Ce théoréme a été amélioré par Wang [19], qui a montré que le résultat était
valable pour un voisinage entier de Hy dans la méme norme.

Dans [2], nous montrons que par une approche directe du probléme on peut
considérablement affaiblir les hypotheéses sur H. On montre en effet :

Théoreme 5.— Supposons que Hy € R* satisfait (*x). avec v # constante. Il
existe a > 0 tel que pour toute fonction H satisfaisant

|H — Hollz~(rs.r) < @
(II) admet au moins deux solutions.

Nous suivrons pas a pas la stratégie développée dans la section précédente. Le
premier probleme qui se pose est que la dérivée de J, définie formellement par

J'(u,).gp:/D2 VuNp+2 2H(u.)'ul./\u‘,,.gp
D
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n’a pas de sens pour p quelconque dans H}. En revanche, 'expression est bien définie
pour toute fonction test » € H! N L>=. On pose alors
!
7' ()l = sup | (u).p|

@EH,NL™
el 1 =1
H}

S’il existe un domaine U de H. sur lequel ||.J'(u)|| est borné inférieurement par une
constante a > 0, il est alors possible, suivant la procédure de construction d'un
pseudo-gradient, d’obtenir un champ de vecteurs w(u) localement lipschitzien sur un
voisinage V de U tel que

w(u) € Hy N L™

lo(u)]] <1

[T (w).w(w)| > a/2
Grace a ce champ de vecteurs, on peut établir un lemme de déformation comme dans
le cas classique, et le lemme du col est encore valable - quitte a donner a J'(u) le
sens défini plus haut. De surcroit, on a :

Lemme 2’.— Toute suite de Palais-Smale est bornée dans H!, pourvu que
3 = sup [(1+ [ul)[H(u) — Ho| + |Q(u) — Houl
wERS3

soit suffisamment petit.

La preuve de ce lemme est identique a celle du Lemme 2, la petitesse de
permettant de se ramener dans les calculs au cas H = Hy

Nous avons ensuite besoin du résultat suivant, établi dans [1], sur la limite faible
d’une suite de Palais-Smale :

Théoréme 6.—

Supposons que H : R? — R satisfait

sup |[VH(u)| < 4o
uERS3

Soit (u,) une suite bornée dans H_I,(DQ, R?) telle que
Ay =2H(uy)tin, Ny, + fo  sur D?

avec

fo—0 dans H™!
Toute limite faible d’une sous-suite de (u, ) vérifie
Au =2H(u)u, Nu, sur D?
Une fois que ce résultat de convergence est établi, on est en mesure de prouver
un équivalent du Théoreme 3. caractérisant le défaut de compacité pour les suites de

Palais-Smale :
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Théoréme 3’°.—

Supposons que H : R?® — R satisfait

(% * *) sup (1 + |u])|[VH(u)| < 400
u€R?

Soit (uyn) une suite de Palais-Smale pour J. Alors il existe
(i) uo € H?, solution de (II)
(i) un nombre fini de solutions w!. - ,w? de Aw = 2H(w)w, Aw, sur R?
(iii) des suites (al), -, (a®) de D?
iv) des suites (¢l ), --,(c?) de R% tendant vers 0
n n -+

tels que, a une sous suite prés. on ait

[t = wo — Z T

et

/ IVu.,,|2=/ |Vu0|2+Z/ |Vwi|? + o(1
D2
J(un) = J(uO)—i—ZJ(w )+ o(1)
=1

Désignons par Jy, Jy, respectivement les fonctionnelles correspondant a H et
Hy, et par u,ug les “petites” solutions associées, données par le Théoreme 1.

On applique donc le lemme du col & la fonctionnelle Jy (- +uy) — Ju(uy), comme
nous y ont autorisé nos arguments précédents. En comparant Jg et Jy,, on voit
facilement que les conditions (i) (ii) (iii) sont encore satisfaites, pourvu que f soit
assez petit.

D’ou l’existence d’une suite (u,) de H .ll telle que

Ja(up +uy) — Ja(u,) — cg = mf m{g\\](]H(P( ) —uy) — Ja(y))
t€[0.1

”']}{(U‘n +.l£0)” -0

Si les hypotheéses du Lemme 2’ et du Théoréme 3’ soit vérifiées, on sait que u, + u,
converge faiblement dans H. vers une limite u, et que soit

Ju(t) = Ju(uy) + cn
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soit

Ju(u) < Ju(ug)+en—inf{Jy(w), Aw = 2H (w)w, Aw,, sur R?, |Vw|? < 4+00,w # constante}
R2

Par un calcul perturbatif, il est facile de montrer 'existence de > 0 tel que
n<cg < ——27 (voir Lemme 4)
et

4m
inf{Jy(w), Aw = 2H (w)w, Aw, sur R? / |IVw|? < 400,w # constante} > —— Y2l

toujours en supposant que /3 est assez petit.

Par ailleurs, il s’ensuit de la détermination de u-voir la preuve du Théoreme 1 -
et du Lemme 1, que u converge vers u, dans H .lf quand H tend vers Hy dans L, et
que Ju(u) — Ju(yy). Il en résulte que soit

Tu(@) > Ju(w) (Ju(@) 2 Jalw) + 2)

soit

Jua(u) < Ja(u) (Ju(v) < Jg(u) — “)

des lors que [ est assez petit.

Remarque : En reprenant le calcul de la fin de la section 2, on voit en fait que si u
est solution de (II), on doit avoir

Ju(u) > Jy(u) - CB

ce qui prouve que pour /3 assez petit, nous somme dans le premier cas : la convergence
de u, + u, vers @ est forte, et Jy(u) > Ju(u).

Notons maintenant que le Lemme 2’ nous donne une borne pour la norme H'
de @ - voir la preuve du Lemme 2 - indépendante de H proche de Hy avec 3 assez
petit. Ainsi, le dernier ingrédient dont nous avons besoin pour achever la preuve du
Théoréme 5 est une borne a priori sur la norme L™ des solutions en fonction de la
norme H? :

Théoréme 7.—

Supposons que H : R* — R est une fonction réguliére et bornée. Soit u une
solution réguliére de (II).
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Il existe C' > 0, dépendant sculement de la norme L™ de H. tel que

fules < s+ €[ [Tuf +17
D2

La preuve de ce théoréme, fondée sur une idée de Griiter [5], est donnée dans
[2].

Nous sommes maintenant en mesure de conclure. Soit By > 0 fixe, tel que pour
H proche de Hy avec

sup [(1+ [u | (w) — Hol +1Qw) — Houl] < o
u€ERS3

il existe une seconde solution u de (II), qui vérifie
fllm <R
R indépendant de H. Le théoréme 7 implique
= < lllz= + C(R? 417 = B
Il existe a > 0 tel que pour tout H € C'(R?,R) qui satisfait
|H = Holli~ < a
on peut trouver H € C L(R3, R) vérifiant
H(u)=H(u) YueR? |u|<R

et
,[§ = Sulll) [(1+ |u.|)|ﬁ(u) — Hy| + [Q(u) — Hyul] < Bo
u€ERS3

ainsi que (* * x)- (on prend H(u) = Hy pour |u| grand).
Les deux solutions u, @ correspondant a H étant telles que

|aflL < R

el 2=~
elles sont aussi solutions de (II) pour la fonction de courbure initiale de H.

Remarque :

a dépend de ||y||r~ et Hy. Il est cependant facile de vérifier, en reprenant les
preuves, que a peut étre choisi indépendamment de v lorsque ||y||z~ — 0.

En faisant tendre v vers 0 dans L™, on obtient des surfaces a courbure moyenne
. ’ . ’ 9 . 0
prescrite paramétrisées par S* (et des solutions non constantes de Aw = 2H (w)wg Awy

sur R?).
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5. Application géométrique

Soit M une variété riemannienne difféomorphe a S?. D’apres Sacks et Uhlenbeck
[11], on sait qu’il existe un difféomorphisme harmonique conforme de S? dans M. Un
tel u vérifie alors I’équation

Au=2H(u)u, A uy

En utilisant comme précédemment les techniques développées par Griiter [5] (voir
aussi Hoffmann et Spruck [8]), on établit

Théoréme 8.— DM)
H(z)| > C—+
sup @ 2 Can

ou H désigne la courbure moyenne, D(M) le diamétre de M, A(M) son aire, et C
une constante universelle.

On peut conjecturer que la meilleure constante possible est atteinte dans le cas
de la sphere, soit C = 27

En élargissant au cas de variétés non nécessairement difféomorphes a la sphere,
comme dans [12], on peut conjecturer I'inégalité suivante :

D(M)
H(z)| > C(genre de M
:élll\;l ()] 2 C(ger S TIT3
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