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0. Introduction

On modélise le mouvement des particules d’un fluide parfait incompressible rem-
plissant ’espace physique R%(d > 2) & I’aide du systéme d’Euler incompressible. Si
on désigne par v(t,z) et p(t,z) respectivement la vitesse et la pression au point
z = (z!,---,z%), a l'instant ¢, ce systéme s’écrit

Ow +v.Vv=—-Vp
(Finc){ diveo =0
'Ult:() =7 .

On s’empresse alors de calculer la pression. On dérive pour cela ’équation d’évolution
et on conserve sa partie symétrique. Il vient

d
(0.1) —Ap= Y 8;0;(v'v?)
i,j=1
si vl,---,v? désignent les composantes du champ des vitesses v. En imposant des

conditions de décroissance & l'infini & la solution v du systéme (E;,.), on peut donc
exprimer la pression en fonction de v. Le systéeme d’Euler incompressible peut alors
étre regardé comme un systéme quasi-linéaire a partie principale diagonale. Illustrant
ce fait, J.-Y. Chemin montre dans [2] que toute solution C"(r > 1) du systéme
(Eine) sur [0, T] x R? posséde des lignes de courant C*°. Récemment, en remettant a
I’honneur des techniques introduites par L. Lichtenstein (voir [6]), Ph. Serfati montre
(voir [7]) que, dans le cadre d’une approche lagrangienne, le systéme d’Euler peut
s’écrire comme une équation différentielle ordinaire du second ordre analytique en
temps et en déduit ainsi I’analyticité des lignes de courant d’abord dans un cadre
restreint (Chap.IV A) puis pour toute solution C"(r > 1) (Chap.III).

En vue de s’intéresser a la régularité des lignes de courant d’une solution pas
forcément lipschitzienne de (Ein.), on a préféré ici le cadre eulérien et repris ’idée dé-
veloppée par J.-Y. Chemin dans le cadre C* (voir [2]). Elle consiste en la remarque
suivante : on suppose que le facteur pseudo-différentiel VA™! i 9:0;(viv?) est
simplement f(v) ou f est une fonction analytique. Le systéme (E;n.) s’écrit alors :
0w + v.Vu = f(v) et action répétée du champ J; + v.V sur cette équation fournit
une estimation, de type analytique, de (8; + v.V)¥v. En fait, il faudra étudier
et estimer précisément la commutation répétée du champ 9; + v.V avec
I’opérateur de pression.

Ce point de vue permet de retrouver directement l’analyticité des lignes de
courant de toute solution C™(r > 1) de (Einc) sur [0,7] x R%, et d’obtenir une
régularité Gevrey pour les lignes de courant d’une solution a tourbillon borné, non
nécessairement lipschitzienne.
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De plus, afin d’illustrer le fait que le systeme d’Euler incompressible (E;n.)
posséde un comportement trés proche de celui d’une équation scalaire dans le do-
maine de Dellipticité microlocale, on montre que le front d’onde analytique d’une
solution C"(r > 1) de (Ejnc) sur [0,T] x R¢ est localisé dans la variété caractéris-

tique {(t,2,7,£)/7 + (v/£) = 0},

Plus précisément, on note 3 le flot d’une solution “suffisamment régulieére” de
(Einc), ce flot étant défini par

(0-2) 3t¢(t,x) = ’l)(t,’(/)(t,:l:)) ’ 77[’(07‘77) =.

On étudie alors la régularité en temps du flot ¥ dans deux situations “modéles”.

e Dans un premier temps, la dimension d ne joue aucun role et on considere
une condition initiale vo € C" N LY avecr > 1 et 1 < ¢ < +00. On sait (voir par
exemple [2]) qu’il existe un temps 7™ maximal, et une unique solution v de (Ejn.)
appartenant a L ([0,T*[,C") N Lip,,.([0, T*[, L?). Pour une telle solution, on a le
résultat d’analyticité des lignes de courant.

Théoréme A.— Soitvg € C"NL? avecr > 1 et 1 < g < 400. Siv est la solution
> ([0, T*[, C")NLipy,. ([0, T*[, L?) de (Einc), il existe une constante C positive telle

loc

que, pour tout T < T*,
(i) pour tout k € N, ||(0¢ + 'UV)k'U”Cr([O,T)de) < C{‘k!“v||é",'(l[oﬂde),
(ii) le flot ¢ est analytique sur [0,T] & valeurs Id + C".

e Dans un second temps, on se place en dimension 2 et on considére une condition
initiale non lipschitzienne. On introduit pour cela les notions suivantes.

Définition 0.1.— On appelle tourbillon du champ de vecteur v = *(v!,v?) la
quantité w = 8,v? — Gyvl.

Définition 0.2.— On appelle champ de vecteurs tourbillonnaire stable, et on note
o, tout champ de vecteurs de la forme

1 (" 1 (" \ -
o= (=% [ patoydo ' [ pate)ie) oi g€ CFR\O

et r=+/(z!)?+ (22)%.
Ce champ o est alors une solution stationnaire réguliére de (E;n.) et Vo € N H*.
8

Sivg € o+ L? tel que wy € L N LY(q < +00), on sait (voir [3]) qu’il existe une
unique solution v de (E;y,.) appartenant & L2 (R,0 + L?) telle que w € L®(R3*) N
L*(R,L?). De plus v € L2 (R, C}) et il existe un flot 9 et une constante o positive
tels que pour tout T > 0 , ¢ € Lip([0,T], Id + C**?(=2T)). Pour une telle solution,
on obtient une régularité Gevrey 2 des lignes de courant.
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Théoréme B.— Soit vy € 0 + L? tel que wp € L® N LI(q < +00). Siv est la
solution de (E;n.) appartenant & L2 (R ,0 + L?) N L2 (R, CY), pour tout T > 0, il
existe deux constantes positives Cy et C; telles que,

(i) pour tout k € N, pour tout € > 0,
1(8: + vV)*v||g1-e (o, 7 xr2) < Co(L)F(K)?,

(i) le flot 1 est Gevrey 2 sur [0,T) & valeurs Id + Ce*P(=T),
En conclusion, on déduit des théorémes A et B le

Théoréme C.— Soit v solution L*=([0,T],C") avec r > 1(resp : L2 (R,C})) de
(Finc). Alors le front d’onde analytique (resp : Gevrey 2) des composantes de v est
inclus dans la variété caractéristique {(¢t,z,7,€)/7 + (v/€) = 0}.

Remarque : 'auteur ne connait pas de solution explicite du systéme d’Euler incom-
pressible dont le flot est & régularité exponentiellement décroissante avec le temps.
L’optimalité du théoréme B reste donc a vérifier.

1. Idées de la preuve des théoreémes A et B.

Il s’agit dans un premier temps d’exprimer convenablement le gradient de la
pression en fonction de v. Pour cela, on peut montrer le lemme suivant ou le temps,
fixé, n’apparait pas :

Lemme 1.1.— Soitu € C°NLY (o > } et ¢ > 1) un champ de vecteurs a divergence
nulle. Alors I’équation

d
(0.1)’ —Ap= Y 8:0(u'u’)
i,7=1
admet une solution p(u,u) bornée, unique a constante prés. De plus,

d
(12) —Vp(w,u)(@)= ) /(3iajVFd)(w = 2)(u'(z) — u'(2)(w (z) — w!(2))dz .

t,7=1
Puis, afin de décrire la commutation de 'opérateur d’intégrale singuliere
b

~Tp(v,0)(t,2) = Y [(B:0VFa)(@ = 2)(v'(t,2) = v'(t, N (1) = (1, 2))ds

4,y

avec les itérés du champ T[))T:(: ¢ + vV), on définit les opérateurs multilinéaires
suivants :
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Définition 1.2.— Soit K, € C*°(R%\0) ot1 p € N\{0,1} tel que
(1.3)p Iaah’p(z)l < AP+|Q||ZI—d+1_p_|a|

ot (A;) est une suite croissante de réels positifs. Soit (u;)1<i<p une suite de fonctions
de classe C1~¢ avec ¢ €]0, 11—)[ On définit alors I'opérateur :

Op Ky s, up)(e) = [ Kyl =2) M (uile) = ui(z))d.

Il s’agit d’étudier tout d’abord, l'opérance de ces opérateurs sur les classes de
Holder. C’est ’objet de la proposition suivante :

Proposition 1.3.— On considére les noyaux de la définition 1.2 et on suppose
qu’ils sont homogénes de degré —d+1 — p.

(i) Il existe une constante C; indépendante de p telle que, pour tout ¢ € |0, %[,

P
(1.4), 10p(Kp, u1, -+ up)lciope < Ape_lchHuiHm-; .

i=1
11) Si(u;)1<i<p €st une suite de fonctions C™(r > 1) et sous la condition d’annulation
<i<p

(1.5)p / K,(2)z?do(2) =0 pour |B|<p—-1 (B€N?),
Sd-1
il existe une constante C3 indépendante de p telle que

P
(1.6)p 10p(Kp,u1, -+ up)llor < Ap+ICgH uiller -

i=1

Afin de nous oter tout souci dans la suite, on régularise la condition initiale vg
en définissant

Vo,n = Pn * Vo ,

ol p, est une suite régularisante. Soit (v, ) la suite associée de solutions C3°([0, T x
R?) ot T est un temps commun d’existence.

Il est maintenant temps d’appliquer le champ %tk(= Ot + vp.V) a I’équation

On vérifie tout d’abord que la commutation répétée de l'opérateur de pression —Vp
avec %tl est bien décrite par les opérateurs Op (voir la définition 1.2). En effet, on a

le lemme suivant.
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Lemme 1.4.— Soit v un champ de vecteurs C°([0,T] x R?), a divergence nulle,
et une suite (u;)1<i<p de fonctions C°([0,T] x R?). Alors,

P
(0: + v.V)Op(Kp,u1, -+, up) = Z Op(Kp,u1,+, (0 + v.V)ui, -, up)

=1

(1.7)p 4
+ E Op(0; Kp,u1,: -+ ,up,v’) .
i=1
On en déduit, en notant fi, = (g—1,p0 -, p) et en raisonnant par récurrence
sur k, que
Dn k k
() Vo= ¥
p=0 |y |=k—p
(1.8) p ? . .
Dn\"*' . Dn\"* .
x Y. Op(d5, -0V Fy, (T)T) UZALIERE (ﬁ> vy
j—l;"'yjp=1
avec C,lfp < @%T—f)-!.

Dés lors, il suffit de vérifier que les noyaux 0;, - --8;, VFy se conforment aux
exigences de la définition 1.2 et de la proposition 1.3, et on démontre par récurrence
sur k les estimations suivantes, ou C est une constante “absolue” :

Estimations
e Cas de la dimension 2 (Théoréme B)

pour tout T' > 0, pour tout ¢ < ;—i—l )

D, C k!
(1.9)k H(D—)kvn||L°°([o,:r],01—('=+1>=) < (;)k (]c—+f)—2||vn||.’£tol([o,ﬂ,cg) :

e Cas de la dimension quelconque (Théoréme A)
Pour tout T' < T*,
D, v k! k
(1.10) 15 vnllz=toimen < € gglionllizom.en -

Les affirmations (i) des théorémes A et B se déduisent alors facilement de ces
estimations en utilisant le fait que

Dn\* Dn\* Dn\ ¥t
Bt (-E-t—) VUp = —v,,.V (E) VUn + (—D—t> Vn
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et que, la divergence de v, étant nulle, lim (%)jvn = (DQt)jv

n—+4oo
dans D'([0,T] x R%).

Les affirmations (ii) des théorémes A et B se montrent, quant a elles, facilement
par récurrence & l’aide des points (i).

2. Front d’onde

On va maintenant illustrer les théorémes A et B en termes de localisation du
front d’onde analytique ou Gevrey des composantes de la vitesse v solution de (Ejnc).

On rappelle tout d’abord la définition suivante (voir [5]).

Définition 2.1.— Soit u € D'(R?) et s € [1,+00[. On appelle front d’onde Gevrey
s (analytique si s = 1) de u, noté WF,u, le complémentaire dans R? x (R?\0) de
Iensemble des (zq,&o) tels qu’il existe un voisinage U de zo, un voisinage conique T’
de &, et une suite bornée (uy) de £'(R?) égale & u dans U et vérifiant

C(N +1)°

N
q ) pour tout £ € V et tout N € N* .

@1) @) <C (

Remarque : On peut considérer uy = xnu ou (xn) est une suite de fonctions
C§°(K) valant 1 sur U et vérifiant

(2.2) [0°tBxn| < Co(CoaN)P! pour tout a et |B| < N .
On va démontrer le résultat général suivant :

Théoreéme 2.2.— Soit Z = (Z,---,Z4) un champ de vecteurs dont les coeflicients
d
sont continus, et on note Z(z,0) = Y. Zi(z)0;.

=1
Soit u une fonction L. On fait les hypothéses suivantes :
(i) il existe une suite (Z,) de champs de vecteurs C* telle que liril Zn = Z
n—-1+0oo

dans L*°, et une suite (uy) de fonctions C* telle que lil_}’_l un = u dans L™ ;
n——+0oo

(ii) il existe deux constantes Cy et Cy, et s > 1 tels que, pour tout k € N,
125(Zin)llze < CoCL(RY), i=1,---d,
(2.3) 1Z5(div Za)llzee < CoCf(RY)?,
125 (un)llze < CoCE(RY° .

Alors WF,u C {(z,¢) € T*R4\0/ Zd: Zi(z)¢ = 0}.
=1
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Remarques 2.3

¢ Dans le cas du systéeme d’Euler incompressible (Ej,.), vue la nullité
de la divergence de la solution v, les estimations (ii) du théoréme 2.2 ne
sont autres que les estimations (1.9) et (1.10).

e Dans le cas d’une équation quasilinéaire

d
(@) Osu + Z Zi(z,u)0iu + Zo(z,u) =0,

=1

ol les Z; sont analytiques en (z,u) (pour : = 0,---,d), le front d’onde
analytique d’une solution C' de (Q) est inclus dans la variété caracté-

ristique {(¢,z,7,£)/7 + (2(z,u(2))/¢) = 0}.

En effet, on régularise la donnée initiale uo et on obtient une suite (u,) de
solutions C'* associée aux données initiales régularisées. En dérivant 1’équation (Q)
(comme on ’a fait pour le systéme d’Euler), on obtient des estimations de type
analytique pour la norme Lipschitz de P¥(u,) ot P = 8; + Z(z,u,d). L’estimation
de la norme L de P¥ (div Z,) s’obtient alors gratuitement & 1’aide de la précédente
et de la formule de récurrence :

k d
Prlzc (div Zn) = Z(—l)p Z Cio'ipk(p_*' 1)' E aijiijp"l"ajoPiOij
p=0 to+..+ip=k—p Jo, s Jp=1
ou
(k+1-p)!

Cigeipk <
to-: - 1p:

Et on retrouve dans ce cas, de maniere simple, le résultat d’Hanges et Tréves (voir

[4])-
Preuve du théoréme 2.2 : Soit (zo,&) € T*R\0 tel que Z(zo,&) # 0 ou
d
Z(z,€) = Y Zi(z)¢; est le symbole de Z(z, D).
=1
On désigne par K un voisinage compact de z¢ et V un voisinage conique fermé de
€o, tels que | Z,(z,€)| > C|¢| dans K x V, pour tout n € N, et C une constante indé-

pendante de n.Dans la suite, on travaille avec Z, et u, qu’on note, pour simplifier,
Z et u. Il s’agit d’estimer |an(€)| pour £ € V avec uy = xnu.

an(e) = / e~ n(2)u(z)d

- _ 2. D)(e—i%¢ xn(z)u(z) -
— - [ 2(z,D) X

_ _/e*“f ‘2(z, D) (%’i&gﬁ)—) do .
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On effectue de la sorte N intégrations par parties et on obtient

an(§) = [ RN (2,6, D)n (2u(e))ds |

avec

R(z,&, D)W = —'2(z,0) ( W(x))

2(z,¢)

et
—tZ(a:,D) = Z(w,D) 4+ div Z .

On montre alors par récurrence sur j que

1
Z(z,¢)

(24);, RI(W)= 3 cme Zhn(div Z) 2P (

ByVsJ
|Bj |+ Bn|+n+g=j

) 21w,

avec 4y
ng oo
w¥d = filfinInlg!

D’autre part, toujours par récurrence sur j, on montre que

(2.5); Zj(XN)=Z Z CJ Z HZ”'(Z]«)ah" 95, XN

7=1|q|=1—¢ Jije=1i=1
' +1—g)!
avec, comme dans (1.8), C; < (J—"'ﬁ,—Q).
o

L’estimation (2.2) donne
105, + - B, xn| < Co(CoN)? < CoeNClg! pour g < N

car N9/q! < eV. On déduit de (2.5); et des estimations (2.3) du théoréme 2.2
Pexistence d’une constante C assez grande et indépendante de N telle que,

(2.6); pour tout 7 < N, ”Zj(XN)”Loo < Cj"'leN(j!)s .

I suffit maintenant de remarquer que, dans (2.4);, le terme Z#~( ?(lz_,f—)) est homogeéne
en ¢ de degré —N. La formule de Leibniz assure d’autre part, que

Mg < CIH 22— GY)° |¢]77 pour tout j € N .

@n Y

Z( £)

Cette estimation est montrée par récurrence sur j en utilisant (2.3). On réunit (2.4);,
(2.6);, (2.3) et (2.7) pour prouver l'existence d’une constante C' indépendante de N

et £ telle que
||RN(xa£»D)(XNu)||L°° < C(CIEI—I)N(N')S ’
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et finalement

IXvu(€)] < C(ClEIHN(NY* .

Cette derniere estimation est donc vérifiée par les fonctions u, avec une constante
C ne dépendant que des constantes Cy et C7, et des voisinages K et V. Elle est donc

aussi vérifiée par la fonction bornée u = lim wu,. [ |
n—+oo
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