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0. Introduction et notations

Cet exposé est consacré à l’application de la théorie microlocale des fa.isceaux à,
un problème de Cauchy holomorphe à données et seconds membres ramifiés.

Nous rappelons d’abord un certain nombre de résultats dans ce domaine, dont
celui de Leichtna,m [10], [11], ainsi que l’approche de ces questions par les techniques
d’analyse algébrique due à D’Agnolo-Schapira (1), [2]. Le but de l’exposé est de décrire
une méthode ana,logue à celle de [1], [2], permettant d’obtenir un résultat abstrait
de type Cauchy-hovalewski, qui fournit une nouvelle preuve d’un cas particulier du
théorème de Leichtna,m [10].

Le théorème est énoncé dans la seconde section. La troisième est destinée à une

esquisse de sa preuve. Pour cela, nous sommes conduits à utiliser une microlocalisa-
tion simultanée des fa,isceaux, jouant vis à vis de la microlocalisation de [7] le même
rôle que la, deuxième lnicrolocalisation simultanée de [4] relativement à la deuxième
microlocalisation de Sjôstrand et Lebeau [12], [8].

Précisons les nota,tions que nous utiliserons. Si ~’ est une variété analytique
réelle (resp. complexe) on note son fibré cotangent réel (resp. complexe) et
pour Z sous-va,riété analytique réelle (resp. complexe) de ~’, on désigne par TJX le
fibré conorma,l à, Z dans X et par tzx le complémentaire de la section nulle dans

Lorsque 7r : E -- ’ est un fibré vectoriel, on désigne par 7r la restriction de 7r
au complémentaire de la. section nulle, et par Elz la restriction de E à la sous-variété
Z de ~’ (i.e. le produit fibré de E et Z sur ~’). Nous noterons pour Z fermé de
~’ C2 le faiscea,u constant sur Z et, lorsque ~’ est une variété complexe, C~X (resp.
D~~-) le faisceau des fonctions (resp. des opérateurs différentiels) holomorphes sur
JV. Si _~’ est une va,riété analytique réelle désignera la catégorie dérivée de la
catégorie des complexes (à l’homotopie près) de faisceaux de C-espaces vectoriels sur
A’ à cohomologie bornée (cf. [7]).

Si f : J7 -~ X est une a,pplication analytique entre variétés analytiques réelles,
on note (resp. Rf!) le foncteur dérivé de l’image directe (resp. de l’image directe
à support propre) et f -1 (resp. f’ ) le foncteur d’ima.ge inverse (resp. le dual de 
cf. [7] chapitre 3). Si M est une partie de X, on note le foncteur dérivé de
la cohomologie à support dans 1B1 et R1ioln(., .) le bifoncteur dérivé du foncteur des
germes d’homomorphismes.

Si F est un objet de on notera sS’(F) C T*X son microsupport [7].
Enfin, si I11 et A2 sont deux pa.rties d’un cota.ngent, on notera d’après [7] Ai + A2

, 
00

l’ensemble défini en coordonnées locales pa.r :
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1. Problème de Cauchy ramifié.

Commençons par rappeler un certain nombre de résultats concernant le problème
de Cauchy à données ramifiées.

Soient X un ouvert de C’~, Y une hypersurface complexe de X, Z une hypersur-
face complexe de Y. Notons P un opérateur différentiel holomorphe d’ordre m sur
X tel que :

~ Y est non caractéristique pour P

~ P est à caractéristique de multiplicité constante

~ Les caractéristiques de P sont transversales à Y.

Soit Car P C T *X la variété caractéristique de P. La fibre de Car P n TzX en
un point z E Z contient p directions complexes distinctes, et la, réunion des bicaracté-
ristiques complexes du symbole réduit de P est la réunion des fibrés conormaux à
p hypersurfaces complexes lisses Z1, ~ ~ ~ , Zp , se coupant transversalement suivant Z,
et coupant Y transversalement suivant Z. L’étude du problème de Ca,uchy ramifié
consiste à se donner en un point xo E Y - Z des germes zi o 1 - - - , de fonctions

holomorphes sur Y et un germe f de fonction holomorphe sur X. Supposons que
u~, ~ ~ ~ , se prolongent en fonctions holomorphes ramifiées sur Y - Z et que f
se prolonge en une fonction holomorphe ramifiée sur JY 2013 ( Z1 U ... U Zp). Par le

théorème de Cauchy-Kowalevski il existe un germe de fonction holomorphe sur X en
xo u, solution de Pu = f près de xo et vérifiant = = 0, ~ ~ ~ , m - 1 au

voisinage de désignant une dérivée normale à, J7). Il s’agit alors de prouver que
la solution u se prolonge en une fonction holomorphe ramifiée sur JB" 2013 (Zl U ... U Zp),
quitte à se placer dans un voisinage assez petit d’un point zo de Z. Le premier
résultat concernant ce problème est le suivant (cf. [6]).

Théorème 1.1 ( (6~ ~. Supposons que le germe de ,1 en s’écrive f = f 1 + ~ ~ ~ ~,~~
où pour = 1,... , p, fi est un germe de fonction holomoi-l:)Iie en xa, se prolongeant
au voisinage de Z en fonction holomorphe ramifiée sur X - Z~ . Alors le germe de u
en xo se prolonge en une fonction ramifiée sur X - ( Z1 U ~ ~ ~ U au voisinage de zo .
De plus, il existe pour j = 1~ ’ ’ ’ p fonction ra.rnifiée sur Zj au voisinage de
zo telle que u =ui + ’ ’ ’ + t~p.

Le cas général, où le second membre f est une fonction ramifiée quelconque sur
X - (Zi U ... U Zp) a été traité par Leichtnam ([10], [11]) :

Tlléorème 1.2 ((10~). Supposons que f se prolonge en une fonction holomorphe
ramifiée sur X - (Zl U U Zp) au voisinage de le germe it se prolonge
également en une fonction holomorphe ramifiée sur X - ( Z1 U ~ ~ ~ U Zp) au voisinage
de zo .
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Il est également possible de préciser ce résultat lorsque le second membre f a
une iainifica,tion d’un type particulier (cf [10], [11]).

Fonctions ramifiées et théorie des faisceaux

Les problèmes précédents ont été repris dans le cadre de la théorie microlocale des
faisceaux pa,r D’Agnolo et Schapira ([1], [2]). Rappelons d’abord comment s’interpré-
tent dans ce cadre les fonctions holomorphes ramifiées. Soient Çi un ouvert de X = Cn
et S un revêtement de Q. On notera, q la composée de la projection de S sur Q et
de l’injection de n dans X, q : S -4 X. Si Ox désigne le fa,iscea,u des fonctions
holomorphes sur 

est un faisceau de fonctions ramifiées sur ~, qui, lorsque S’ est le revêtement universel
de Q, est le faiscea,u de toutes les fonctions ramifiées sur Q.

Notons lis le faisceau lis = si G est un objet de on

sait d’aprés [7] que :

Cette éga,lité, a,ppliquée au cas particulier G = O x , montre, compte-tenu de (1.1),
que le fa,iscea.u permet de décrire la, ramification associée a,u revêtement S’. Cette

remarque est à la ba,se du trava,il [1] de D’Agnolo-Schapira~. Décrivons quelques
exemples de cette situation :

Exemple 1.3 : i) Prenons pour S le revêtement universel Zj. Si qj est
la projection a,ssociée, le fa,isceau qj!q ’Cx permet de décrire les fonctions
ramifiées sur ..:Y - Zy. *

ii) Soient 1" h3Tpersurfa,ce complexe coupant Zj transversalement le long
de Z. Si Y est le revêtement universel de 1/ - Z et si p : 1" -i Y est l’a,pplication
naturelle.

permet de décrire les fonctions ramifiées sur Y - Z.

iii) Rappelons la, construction du faisceau de [1] permettant de cara,ctériser les
sommes de fonctions ramifiées le long de cha.cune des hypersurfaces Zj . Le morphisme
canonique --&#x3E; Id et le fa.it que q. 1 1 = qj, permettent de construire une flèche.

Si Fon considère le morphisme donné par (ai, - - -, ap) -
JI,. JI,.

(a2 - al , , a - et si on le compose à gauche par (1.4), on obtient une
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p P-1
flèche 2013 ? y. D’Agnolo et Schapira définissent alors un faisceau 7 comme

1 1 
"

troisième terme du triangle

et montrent qu’il décrit les sommes de fonctions ramifiées le long de Zl, - - - , Zp.

iv) Prenons pour S le revêtement universel de U ... UZp). Alors le faisceau
11 associé décrit les fonctions holomorphes ramifiées sur X - (Zl U ... U Zp).

v) Notons -Vj le revêtement universel de A’ - Zj pour j - 1, ~ ~ ~ , p et soit S

le produit fibré de ..J{ 1 , ... , sur X. Alors n’est autre que le produit tensoriel
I1s = 0’ ’ Ce faisceau décrit alors les fonctions ramifiées qui sont sections de
q*q-10..X, où q : s - X. Il s’agit donc des fonctions ra,mifiées admettant localement
une représenta,tion sous la forme.

où F est holomorphe en ses arguments et ~~ est une équation de Zj i = 1, ... , p.

Dans le cas p = 2, on notera que les faisceaux iv) et v) coïncident i.e. _

® ~~ 2 . Cela découle du fait que dans ce cas, le revêtement universel U Z2 )
est le produit fibré des revêtements de X - Zl et ~Ir - Z2.

Rappelons maintenant comment D’Agnolo et Schapira formulent le problème
de Cauchy dans le cadre précédent. Soit M un Dx-module cohérent à gauche (par
exemple = avec P opérateur différentiel holomorphe). Supposons Y
non caractéristique pour M et notons le D)?-module induit par M sur Y (cf
[7]) (dans le cas ,~I = = où m est l’ordre de P).

Le théorème de Ca,uchy-I£owa,levski-I£ashiwa.ra s’énonce alors sous la forme d’un
isomorphisme naturel,

Considérons alors le fa,iscea.u I1’ de l’exemple (1.3 iii). Le complexe des solutions de
,M qui sont somme de fonctions ramifiées sur X - Zi , ... , ~’ - Zp est

De même, si L désigne le faisceau (1.3) sur K, les solutions de ramifiées sur
Y - Z sont données pa.r
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Si l’on pose F = et si f : Y - X est l’injection, on a d’après
(1.5) = Il existe une flèche

et on peut construire une flèche na,turelle (cf (1~) L - d’où un morphisme

Par composition de ( 1.1.8) et (1.1.9) on a donc une flèche

et le résultat principal de [1] affirme que sous des hypothèses convenables, satisfaites
lorsque = avec P vérifiant les hypothèses du début de cette section,
(1.10) est un 1SOI110I’p111S121e au dessus de Z. Compte-tenu de (1.6) (1.7) on a donc un
isomorphisme entre les restrictions à, Z des membres de gauche de ces deux formules.
OI1 a, ainsi une extension du théorème 1.1.

Le but de cet exposé est d’obtenir une extension a,na,logue du théorème 1.2 dans le
cas partic1¿lier p = 2. La raison de cette restriction réside da,ns le fait que pour p = 2,
les fa,iscea,ux des exemples 1.3 iv) et v) coïncident, et que l’on dispose donc d’une
représentation de ~1 sous la forme du produit tensoriel 0 I12 de deux faisceaux
vérifiant T* .Y.J

Nous allons tout d’a,bord constr uire une flèche analogue à, (1.10)

Pour interprèter (1.11), choisissons des coordonnées loca,les centrées en 0 z =

(zl, z2, ~ ~ ~ , z~~ telles que Zj = ~z~ = 0) j = l, 2 et J7 == Izi = Z21- Si r &#x3E; 0
est donné, un revêtement universel de e Cl’ ; lzkl  r.} B Zj est donné
respectivement pa,r

les applications qj : -Mj --+ ..(Y" étant de la, forme :

Le revêtement universel = l, 1 zk (  r } , ( Zl U Z2) , qui coïncide avec
N V
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avec 1*,al)pllca,tion q : B -; X donnée par

La, restriction (Tune fonction ramifiée sur X - (Zl U Z2) à Y S’identifie à une fonction
holomorphes sur == -i x Y qui (après (1.14), (1.15) n’est autre que

..:x

Evidemment, les va,leurs prises par cette restriction sur les diverses composantes
connexes de (1.16) sont déterminées pa,r celles prises sur l’une de ces composantes,
par prolongement a,na,lytique le long de chemins (Zi U Z2 ). En outre, chacune
des composantes connexes de (1.16) est un revêtement universel dey  r

k =1~ ... ~ n} , Z.
Pour formuler le problème de Cauchy ramifié, on devra donc considérer m

données de Ca,uchy, chacune d’entre elles étant une fonction ramifiée sur Y - Z,
et exiger que la restriction à K (des dérivées normales) de la solution coïncide avec la
donnée correspondante sur l’une des composants connexes de (1.16) fixée à l’avance,
par exemple celle corresponda,nt = 0. La formulation du problème de Cauchy de
ma,nière a,nalogue à, (1.1.10) se fera. alors en procéda,nt comme suit. On a d’abord
une flèche de restriction.

où F désigne (M, Ox) ou, plus généralement, un ob jet de D’après
l’exemple 1.3 ii) L,/"~7B"2 ~ L et le membre de droite de (1.17) est donc

0 L, f -1 F). Cet objet est donc l’a,nalogue des fonctions holomorphes sur
(1.16). Comme nous l’a,vons indiqué ci-dessus, il nous faut prendre comme données
de Cauchy l’analogue des fonctions ramifiées sur If - Z i.e. construire une deuxième
flèche.

Il suffit pour cela, de définir un morphisme 6 : L - LQ9L. Or, on a un isomorphisme

La flèche canonique I d --; et (1.19) permettent alors de construire

(On notera, que si l’on inverse dans (1.19) le rôle joué par les deux facteurs L dans
L 0 L la. flèclle obtenue est la même). Le résulta,t que l’on désire obtenir va alors
affirll1er que, sous des hypothèses convenables, la composée de (1.17) et (1.18).

est un isomorphisme au-dessus de Z.
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2 Enoncé du théorème

Nous allons énoncer le théor ème sous une forme abstra,ite, puis montrer qu’il
contient le cas particulier du théorème 1.2 correspondant à, ~ _ 2.

Désignons désormais par JY un ouvert de RN et donnons-nous une sous variété
analytique réelle fermée de aK et Z une sous-variété analytique réelle fermée de Y.
Notons ~f l’injection de 1/ dans JV.

Soient Iil,1~~2, F trois objets de D~(~~r~. Nous ferons les hypothèses suivantes ;

i) n SS(F) c n c a,u voisina.ge de Z.

ii) C où Zl et Z2 sont deux sous-variétés de ~’ se coupant
transversalement suivant Z.

iv) SS(F) ne rencontre ni SS(IBi)a pour i # j ni hors de la
00 

’

section nulle.

v) et f -1 I1 S011t isomorphes à un même complexe L et L est faiblement
cohomologiquement constructible (cf [1]).

vi) Il existe un morphisme T : L - Cy induisant pour tout z E Z un isomor-
phisme 

vii) Il existe une flèche 6 : L - L L telle que les composés L 6 L 0 L L

L 
6 

...d l"ci.’et L - --t L coïncident avec l’identité.

Le théor ème s’énonce a,lors :

Théorème 2.1. Supposons satisfaites les hypothèses i) à iil). Alors la, flèche
C011sfI’tllt2 cojm73e (1.1.21) indiiit un isomorphisme

Vérifions que le résulta,t précédent s’applique a,u problème de Cauchy ra.mifié.
Dans ce ca,s -1{ est un ouvert de C", 1’9" une hypersurfa,ce complexe de ’, Z une
hypersurface complexe de IT. On considère un opérateurs P vérifiant les hypothèses
du début de la, section 1, tel que de plus Ca.rP n contienne exa.ctenle11t p == 2
directions complexes distinctes. On note Zl et Z2 les deux lx3TiJei"sui"fa,ces ca,racté-
ristiqlles issues de Z. O11 note alors et I2 les fa,scea.ux de l’exemple 1.3.i) et
si = on pose F = O11 sait alors (cf [7], [1]) que
SS(F) = CarP et -J; L’hypothèse i) résulte donc du fa,itZi .

que }/9" est non ca,ra,ctéristique pour P et l’hypothèse ii) est clairement vérifiée. De
même l’hypothèse iii) qui s’écrit ici CarP n G U est satisfaite. On
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remarque que Ca,rP + l’est autre due le plan tangent à la fibre de CarP en
00 &#x3E;

chaque point, le long de la, fibre de TJ, -1. Il ne rencontre donc 111 ni Tzt X
pour z # j ; l’lx3TiJothèse iv) est donc satisfa,ite. Pour vér ifier v ), on remarque que

et f -1 ~12 S011t isomorphes a,u fa,iscea,u L de l’exemple 1.3 ii). En outre, comme
ss(L) = L est faiblement R-constructible, donc faiblement cohomologiquement
constructible. D’a,près (1.3), L = p!p’Cy et utilisant la flèche natur elle P!p! ~ Id
on définit un morphisme r : : L -3 et d’après [1] Lemme 3.11, T induit un
isomorphisme d’où vi).

La, flèche 6 de vii) a été construite dans (1.20). Pour vérifier vii), il suffit de

montrer que les composées (~ 0 Id) o 6 et o 6 coïncident a,vec l’identité sur

chaque fibre de L. Or, la fibre de L en un point z E Z est réduite à, 0 et la fibre de

L en z e Y - Z s’identifie à espa,ce vectoriel des suites de nombres complexes
tous nuls SaLlf u  n11bre fini. En outre, grâce à ( 1.19), la, fibre de L o L en un point
z e 1" - Z s’i dentifie à C(ZxZ). Les flèches 6 , ,7 0 I d et sont alors données

dans les fibres par :

où 8f,h est le symbole de Kronecker. Les composées de (2.3) ou (2.4) et (2.2) coïnci-
dent donc avec l’identité.

Le théorème 2.1 s’a,pplique donc da,ns ce cadre. Si l’on note 

(Ii 1 0 i2, C. ) (reS1). Ozm = le faisceau des fonctions
ramifiées sur ~T - ( Zi U Z2) Z ), l’isomorphisme ( 2.1 ) donne ici

qui affirme donc que l’on peut résoudre le problème de Ca,uchy ramifié au voisinage
de tout point de ~, clans les germes de fonctions ramifiées sur (Zi U Z2~.
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3 Microlocalisation simultanée et preuve du théorème

L’idée de base dans la preuve du théorème consiste à raisonner par analogie avec
la technique qui permet d’estimer le front d’ollde de distributions obtenues à partir
de distributions connues par des opérations nonlinëaires et des convolutions avec la
solution élémentaire de l’équation des ondes (cf.[9]~ [4]). Rappelons cela dans le cas
de l’estimation du front d’onde d’un produit de trois distributions assez régulières

et p. On écrit d’abord (cf [4])

où 6 est la masse de Dirac en 0. Pour estimer il suffit donc d’estimer

celui de l’intégr ant de (3.1). Pour cela on écrit celui-ci comme la, trace d’un produit
tensoriel.

où Mj désigne la dia,gonale txi- - On estime alors le front d’onde de (3.2) en
faisant intervenir une deuxième microlocalisation simultanée le long des conormaux
aux sous-variétés ~1i13 .

Pour le problème qui nous intéresse ici, l’étude de com-

mençons par désigner par -X" 1 , X2, X3 trois copies de X et notons XIx X2 x

X3 20132013~ X~ la jleme projection (j = 1, 2, 3). Si est la diagonale de Xi x X2 X X3,
on a

expression qui est F analogue de (3.1 ). L’analogue de (3.2) va alors s’obtenir en

considérant (XIx -X2 x ~~3)2, en notant R1 et Ri les deux projections de cet
ensemble sur x .¿X" 2 x x3 et en écrivant, grâce à ( 3.3 ) :

C’est pour étudier le membre de droite de (3.4) que l’on introduit la microlocali-
sation simultanée. Il s’agit d’une généralisation de la microlocalisation des faiscea,ux
de [7], qui va jouer vis à, vis de cette dernière le mêmP rôle que la deuxième microlo-
calisation simultanée de [4] vis à vis de la dellxièll1e microlocalisation de Lebeau et
Sjôstrand ([12], [8]). Nous n’allons pas rappeler la définition de la microlocalisation
simultanée donnée dans [5], mais 1 t un certains nombre de ses propriétés.
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Considérons trois variétés analytiques réelles r, X3 et C .44 j une sous-
variété de .4Yj j = 1, ?, 3. Si H est un objet de x -’Y2 x X3), on construit le
inicioloca,lisé simultané de H le long de M3)

qui est un ob jet de x x vérifiant les propriétés suivantes :

est invariant pour l’action naturelle de (R+)3

On a 1 inclusion

) désigne le cône normal simultané défini dans ~4~.

Nous appliquerons ici ces propriétés avec X. == -Vj diagonale de ~’~ *

Dans ce ca,s TÂljXj s’identifie à est la, projection 7rf : --v Xj et
d’après (3.1.4) et (3.1.7), on a,

Pour simplifier les nota,tions, nous poserons aussi

Soit pour tout 1 = 1,2,3 Ij une copie de la, sous-variété I’ de ~ X j
l’injection et f == f 1 x f 2 X ~ ,f3. On noteras

les injections et pro jections na,t,urelles et

D’après (3.1.8) l’étude de

où est le produit x 7ri’" x 7rr avec 7rr projection de sur Yj. L~, preuve
du théorème consiste alors à, étudier l, possibilité de commuter f -1 à ji hom, en

* -7r

utilisant les hypothèses i) à, vit) de la, section 2. 
"

Le tlléorèlne 2.1 étant un résulta.t local, il suffit de le prouver a,u voisinage d’un
point zo e Z. On commence iJar clécouper microlocalenlent le fa,iscea,u F :
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Lemme 3.1. Il existe a,u Yoisina,ge de zo trois ob jets Fo, Fi, F2 de Db (l~’ ~
et un triangle tels que l’on a,it, près de Zo : .’

Le lemme précédent s’obtient en appliquant un résultat de D’Agnolo-Schapira
[3] qui permet de tronquer F microlocalement près de la fibre en zo de TJ. X, ce qui
donne Fj j = 1, 2, le troisième complexe Fa étant obtenu en complétant le triangle.

Appliquant le lemme 3.1, il suffit de voir que l’on a au voisinage de zo un iso-
morphisme.

Nous traiterons le ca,s j = 2. On a, alors de manière sembla,ble à (3.18) :

Une remarque essentielle est alors la suivante :

Lemme 3.2. le support de est contenu, a,u voisinage de zo,
dans l’ensemble

colinéa.ires,

Idée de la preuve : On utilise le fait que le support est l’intersection du micro-

support avec la section nulle et la majoration (3.6) du microsupport du microlocalisé
simultané a l’a,ide du cône normal simultané. On est alors conduit à, considérer des

triplets de points.

Grâ,ce à, l’hypothèse ii) du thèorème
c d’après le lemme 3.1 i)..lors 1, W, == -W2 - ’-"’3) e

Tz2..(B n C donc wi = 0. Ce renseignement, combiné à. l’hn"pothèse iv) du
théorème permet d’obtenir la conclusion du lemme.

Si G est un complexe R*-coniqtie sur T*Xl, on a un triangle
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d’où en particulier, lorsque le support de G est contenu dans la, sectiol nulle, un
isomorphisme Le lemme 3.2 el1tra,ille donc

Si l’on désigne par H2 le complexe défini comme (3.9) en remplaçant F pa,r F2, et si
l’on utilise la notation (3.10), on peut 111o11trer que

où est le complexe dua,lisant sur En d’a,utres termes, le fait d’a,voir remplacé
relativement à, la, première variable l’image directe par l’image directe à support
propre, permet d’éliminer la, microlocalisation rela,tivement à cette variable.

Le point clef de la, preuve du théorème 2.1 réside alors da,ns la proposition
suivante :

Proposition 3.3. Sous les h.3,-pothèses du théorème, on a, un isomorphisme

où Z est considérée comme sous-variété de 1’’’1 x 1’2 X 1T3 pa.r I’injection diagona,Ie.

Pour prouver la, proposition, on commence par écrire le terme de gauche de (3.19)
en utilisant (3.18) sous la forme.

où x f 1 est l’injection de lfi x le dans XI = XI x XI 1 61,l’injection diagonale de
 1 dans Y, x I 1 et I d désigne l’identité sur divers espaces. On démontre ensuite que
l’on a un isomorphisme

On prouve (3.21) en établissant un résultat d’ima.ge inverse pour la microloca.lisation
simultanée, analogue a,u théorème 6.7.1. de [7] dans le cadre de la, microlocalisation
usuelle. L’obtention de ce résultat nécessite l’utilisa.tion des hypothèses i) à iv) du
théorème ~.1.

On constate ensuite que
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Reportant cette égalité dans (3.22), (3.22) dans (3.21) et (3.21) dans (3.20) on
est conduit à étudier

Un deuxième théorème d’image inverse d’un microlocalisé simultané permet alors
d’obtenir tl11 isoiiioriJlxsiiiie de (3.1.23) avec

où ~} est la projection de (11"1 x 1~ x x 1"2 x 13 j 
* 

= 1,2 et q" la
jième projection sur x 1’2 x 1’3 j = 1,2,3. La proposition 3.3 en découle. 

i

Fin de la preuve du théorème 2.1 : Considérons le diagramme commutatif
suivant :



t.O
cq

m

el)

Cd
~
bc
c~2

n
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La flèche (a,) est un isomorphisme diaprés (3.17) et la deuxième flèche de la
première ligne horizonta,le s’obtient en raisonnant comme dans (3.8) - (3.12) (on
remorquera, que la, pr opriété de support permet de remplacer
dans l’a,na,logue de (3.12) par 

La flèche (b) n’est autre que la flèche naturelle 2013~ et la deuxième

flèche de la, deuxième ligne s’obtient cornme (3.8).

La flèche (c) est un isomorphisme car ss(cY ) entraine que le support
de ii, IIOll1( Cy, L; F2) est contenu da,ns la, section nulle pa,r rapport à la, première
va,ria,ble.

La. flèche (1’) provient de la, proposition 3.3 : c’est donc un isomorphisme. Les
flèches (2’), (2) et (2") proviennent de T : L -~ Cy et (3) est la, flèche induite par
6 : L --~ L (8) L. L’hypothèse vii) du théorème entra,ine donc que (3) o (2") coïncide
a,vec l’identité.

Le fa.it que (2’) agisse sur des complexes obtenus après application de per-

met, comlne dans (3.18), de supprimer la microlocalisation pa,r rapport à la première
variable, ce qui autorise un calcul explicite de la fibre en un point des deux complexes
(cf (1~, [2]). En particulier celle-ci ne dépend des fa,isceaux Cy et L qui interviennent
dans le premier a.rgllll1ellt de P, hom que par l’intermédiaire de leur cohomologie à
support en un point et Rrjzj (L) respectivement. Comme l’hypothèse
vi) affirme que T induit un isoll10rl)11isllle sur ces dernières, on en déduit que (2’) est
un isomorphisme.

La, conlposée (3) o (1"), clui est par définition (2.11) est alors un isolnorphisme
comme composée de ( a, ), ( l’ ), (2’) (c). Cela achève la, preuve du théorème 2.1.

Pour terminer remarquons que le fait que l’on se soit restreint a.u cas de deux

hypersurfa,ces a été utilisé de deux manières. D’a,bord, cela, nous a permis d’écrire le
faisceau de l’exemple 1.3 iv) sous la f01111e d’un produit tensoriel 2.

Ensuite nous avons utilisé le fait que les fibres des microslpports de Iii et

7B"2 sont en so111111e directe, e11 particulier pour prouver le lelllllle 3.2. C’est cela

qui permet en dernière analyse de remplacer le foncteur par R7rl ! ce qui est
essentiel pour prouver la, l)rol)Ositioll 3.3 et également pour établir l’isomorphisme
(2’) du diagramme (3.2~).

On l)Ollrrait BrOllloir étendre le théorème a un complexe de la forme
L L 

_

OA’3,F) avec éta,llt trois hypersurfa,ces
complexes se coupa.nt dense à, deux transversalement suivant Z. Bien entendu la
méthode précédente ne pourrait s’appliquer, puisque le lemme 3.2 n’a, aucune chance
de s’étendre à, ce ca.s. Mais rema,rquons que de toute manière la, flèche
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ne saurait être un iS01110r1)Ilisnle. En effet, dans un tel cas, compte tenu de l’exemple
1.3 v), on pourra.it résoudr e le problème de Cauchy ramifié da,ns la classe des fonctions
lxoloinoriJlxes sur le produit fibré S des revêtements universels du complémentaire des
Zj pour j = 1, 2, 3.

Indiquons un elelllple nxoixtra,ixt que ceci est en général impossible. Considérons
li = C’ muni des coordonnées z - (zo , zi ) et notons Zi , 22 , Z3 les trois hypersurfaces
de C2 d’équa.tions respectives zo = 0, zl = 0, z1 = z2. Dans [10] Leichtnam construit
un opérateur sur = a2  -- a , une fonction f ramifiée à monodromieazo a41 )
abélienne sur X - (Zi U Z2 U Z3 ) et une solution u de Pu f à, données de Cauchy
holomorphes, qui n’est pas à monodromie abélienne. Dans la mesure où je ne sais pas
prouver que la, classe des fonctions ramifiées à monodromie abélienne coïncide avec

celle des fonctions llolomorplles sur le produit filJré S des revêtements universels des
lI’ - = 1, 2, 3 nous ne p01l,rOl1S utiliser directement cet exemple. Toutefois, la
construction de Leichtnam s’adapte aisément. En effet, S est donné par

Alors l’isomorphisme

induit sur la base le changement de coordonnées

Pour pouvoir construire un contre-exemple en suivant la méthode de [10] §8, il suffit
de s’a.ssurer que {0} (Pour prouver que les fonctions holomorphes sur S
coïncident avec les fonctions à monodromie abélienne, il faudrait montrer que 7r, (M)
est le groupe dérive du groupe fondamental de C - f 0, 11). Notons

Si log désigne la, détermination ullelle dll loga,rit,linie sur C - R-, et si 1Í est l’ouvert
de C
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chacun des h s’écrit comme une réunion disjointe de composantes connexes données
par

et Mi D est réunion disjointe des composantes connexes awec :

Ecrivons la~ suite de Mayer-Victoris pour le recouvrement de AI par les ouverts
Mi et .~12 :

La tr oisième flèche a,ssocie à la, donnée d’une fonction localement constante sur A41
et d’une fonction localement constante sur AI2, la, différence de leurs restrictions à

1B11 n 1B12. Diaprés (3.28), (3.29) elle associe donc à une suite de Cz et à une
suite de Cz la suite Ik,f = de Czxz. Elle n’est donc pa.s surjective
de H°(lIh) = C7’ e Cz dans = Czxz d’où ~ 101.
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