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1. Introduction.

Pour étudier le spectre d’une molécule, les chimistes ont généralement recours a
Papproximation de Born-Oppenheimer, qui rameéne essentiellement cette étude a celle d’un
systéme semi-classique, dans lequel interviennent un certain nombre de potentiels appelés
niveaux électroniques. Lorsque ces niveaux ne se croisent pas, la partie principale de ce
systéme peut étre diagonalisée, et le systeme s’écrit alors sous la forme :

P = diag (—h*A + Vj(2))1<j<n + hR(z,hD,) (1.1)

ou R est une matrice symétrique d’opérateurs pseudo-différentiels de degré < 2, et h > 0 est
petit (cf. [KMSW]). Dans une telle situation, les niveaux électroniques Vj(z) n’interagissent
que trés faiblement, et ’on peut montrer dans certains cas que l’effet tunnel entre eux est
exponentiellement petit lorsque h — 0+ (cf. [Ma 2], [Me]). Néanmoins, on n’avait jusqu’a
présent aucun moyen de préciser de maniére convaincante le taux de cette décroissance
exponentielle.

La motivation premiere de cet exposé est précisément de proposer une méthode pour
étudier de maniere un peu plus fine une telle interaction. Un exemple typique est donné
par le systéeme 2 x 2 sur L?(R") ® L*(R") :

2

Py = ( A Ox" ' _h2£+x2> + hR(z,hD,) (1.2)
que l'on étudie pres du niveau d’énergie 0. Les puits associés aux deux potentiels sont
respectivement Uy = {z, > —1} et Uy = {0}, si bien que Uy C U; et l'interaction ne
pourra que difficilement se mesurer dans ’espace des . Considérant alors plutot les puits
microlocaux Wy = {£2 —z, — 1 =0} et Wy = {¢% + 2% = 0}, on observe que ceux-ci sont
disjoints dans T*R", et ’on peut alors espérer estimer leur interaction (qui s’exprime ici
par la partie imaginaire des résonances proches de 0) a I’aide d’une sorte de distance entre
W1 et Wa, pour peu que 'on se place dés le départ dans un contexte microlocal (qui doit
également, vu la nature du probléme, étre analytique).

C’est pourquoi nous utilisons ici la théorie des résonances de Helffer et Sjostrand [He
Sj] dont le fondement réside dans ’emploi d’une transformation de F.B.I. d’un type un
peu particulier, et qu’il nous faudra préciser encore d’avantage ici. Le résultat principal
que nous obtenons consiste alors en une estimation globale a poids exponentiel sur I’image
par une telle transformation d’un opérateur différentiel & coefficients holomorphes dans
un domaine complexe assez grand. De plus, pour simplifier I’exposé, on ne décrit ici le
résultat que dans le cas d’opérateurs a coeflicients bornés, et on renvoie a [Ma 3] pour le
cas plus général d’une croissance polynomiale.
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2. Transformation de F.B.I.

Afin de contrdler avec précision les termes d’erreur exponentiellement petits qui ap-
paraitront, on adjoint a la définition de [He Sj] §4 un parameétre supplémentaire A\ > 1,
qu’il faudra fixer suffisamment grand dans les applications.

Pour u € C§°(R™), et a = (a;,a¢) € C?", on pose
T'LL(O[, h) — /ei(az—y)ag/h—#,\(0)(ax-y)2/ha(a, y)X,\(a, y)u(y)dy (21)

ou l’on a noté :

_ Re a; —y
XA(O‘, y) = X1 (m)

pae) = poxz ((Ria>) +#1(<—§:—:3 (A Xz ((Ria)>)

Ra(az) =1+ (1 — X3 (Re;"» (Re o)

avec
oo 1 1
x1 € Cs°(B(0, 5), [0,1]),x1 =1 dans B(0, Z)

X2 € Cgo(B(O’ 8); [0’ 1]),X2 =1 dans B(074)? {x2 2 .‘;'} = B(0,6)
x3 € Cg°(R™;[0,1]),x3 =1 dans B(0,4)

o et pu3 >0.
Si maintenant G € C°°(R?") vérifie pour tout 3,7 € N™.
0707 G(x,€) = O({e)'~1Pl(g) ~ 1)

|€] = O(1) sur Supp G

alors (cf [He Sj])
T(CE(R™) C L ¥ L2 (Mg, e 2H()/* ) (2.2)

A = {a € C*™;Im a, = t0;G(Re a),Im a¢ = —t0,G(Re a)}
H(a) = G(Re a) — Re a¢9:G(Re a).
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3. Estimations & poids exponentiel.

Les poids exponentiels que nous utilisons ici sont du type e/ ot p = p(Re a) €

C>(R?"; R) vérifie :
Supp V¢ C {(Re a) <

| >

} . (3.1)

(En particulier, 9 est constante sur Supp V)

Pour un tel poids, on considere !’espace E;ip des opérateurs différentiels

P = Y a,(z)(hD;)" dont les coefficients a-, se prolongent en des fonctions holomor-
lvi<d

phes (que 'on supposera également bornées ici) dans un domaine du type

A 120 6

Dy s = {z € C"; |Imz| < max{sup |0¢yp| + 6; — + — + — (Re z)}}
H1 Ho 231
avec 6 > 0.
On définit aussi
)\2 2
Sy = min 4 10 ;"#0/\ ;Nl)\; nﬂl)\; A
64 ' 128 ' 128’ 162 ' 16(mo + p1)

et on suppose qu’il existe 6y > 0 tel que :
Sy > 6o + 2sup v (3.2)

(Remarquons qu’a 9, o et py fixés, (3.2) sera automatiquement satisfaite en prenant A
assez grand)

Notre principal résultat est alors (en notant H} 1’espace de Sobolev a poids :

H = H*(R", e %=/ hdz))

Théoreme.— Soit 1) comme ci-dessus vérifiant (3.1) et (3.2). Alors, pour tout P € £$,
il existe & > 0 tel que pour tout t € R assez petit, tout s € R, et tout u,v € CP(R") :

(e¥/*TPu , e‘b/th)L?G

= (p(az — By ib(a), ag + 2ipdup(@))e?/ " Tu , ¥/ Tv) 2
+O(h[l[ e~ ¥ " Tul| 2 + llullm;]
x[lle*/*Tol| .z + [lo]l;])
uniformément pour u,v € C§°(R"), et h > 0 assez petit.
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Iei p(az,a¢) = 3 ajlaz)ef
vI<d

1 0 . ~ 0
(9,,,t - (ﬂ + Ft(a)) aax + 'L(]. + E(a))'ﬂ:

ot Fy(a), Fi(a) sont des matrices n x n s’expriment & l'aide de G et u uniquement, sup-
portées par Supp(Hess G), et vérifiant :

|07 F| + 07| = O([t])

Remarque 1 : On peut en fait insérer un poids polynomial dans cette estimation, et
obtenir comme corollaire :

¥/ TPull}s = [Ip(az — u,th, g + 2ip108p,8 )/ * T

+hO(||(ag) 2P Tu)® + |lullFyy) - (3.3)

Remarque 2 : Il faut noter qu’un résultat analogue a celui du théoréme est relativement
facile a démontrer lorsqu’on prend ¢ = 0 et qu’on remplace la transformation de F.B.I. par
la transformation de type Bargmann :

Tou(z, &) = ]ei(x—y)ﬁ/h—u(r—y)z/hu(y)dy _
ou u > 0 est constant.

En utilisant le fait que w = Tyu vérifie les conditions de type 0 :
(hDy — §)w = 2ipohDew

et que hD, — ¢ est formellement auto-adjoint sur L?*(R?™) alors que 2iughD; est formelle-
ment anti-auto-adjoint, on montre méme que lorsque P = Zth a(x)(hD;)" est a coef-
ficients polynomiaux, on a la formule exacte : -

(e¥PT Pu, e¥/" Tv) 12 = (py(z, & h)e? " Tu, e/ " Tw) 12

avec

py(z,&h) = Z (€ + 2tp0u% + 1puh0u) ay(z — Optp — ga“)(1)
[v<d
1 .
6” = 2—};8;,; + 205 .

(1 désignant la fonction constante de valeur 1).

Le fait que tout se passe bien pour Ty est exploité dans la preuve de notre théoréeme
pour ce qui concerne la zone ou u(«) est constant. On utilise par ailleurs le fait que v est
constante sur Supp Vu, et que les termes faisant intervenir Vu sont d’ordre négatif.

On renvoie a [Ma 3] pour la preuve détaillée de ce théoréme.
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4. Applications.

Traitons d’abord I’exemple (1.2), en supposant en plus que R(z, hD, ) est un opérateur
différentiel & coefficients holomorphes et bornés, dans un domaine de C™ suffisamment
grand pour que les manipulations que nous allons effectuer soient possibles.

A cause de la croissance polynomiale des potentiels, il faut également modifier un peu
notre définition de T en remplacant le poids (Re a¢) partout ou il intervient par :

#(a) = [(Re az,) + (Re ag)}'/? .

Si Pon pose G(z,€) = (z.€ + 26,)x( 52&1"")" ), ou x € C§° vaut 1 pres de 0, et si 'on note
pl(x,ﬁ) = 62 —Tn — 13 on a sur {pl(xaé) = O} :

Hy G = 260,G + 05, G =26 + 20 +2=3an+4=3zn+1|+1> =(e)  (41)

C
avec C' > 0.
Ainsi, G est alors une fonction fuite globale pour P, = —h%2A — z, — 1 et, du fait de
Pellipticité de P, = —h2A + 2? en dehors de 0, on peut vérifier facilement que la théorie

des résonances de [He Sj] se généralise & un tel systéme, en prenant un poids différent sur
chaque composante :

P: H(Ag; € + (2)?) x H(Ag;7%) = H(Ag; 1) x H(Ayg; 1)

(on a repris ici les notations de [He Sj|, ou H(A¢g,m) désigne le complété de C§°(R™)
pour la norme ||mTul|2 ).

Considérant alors une résonance p(h) de P tendant vers 0 avec h (on peut montrer
comme dans [Mal] que de telles résonances existent), on note

u = (u1,uz) € H(AwG; €2 + (z)?) x H(Asg;7)
un état résonnant associé a p(h), et normalisé dans H(A:g;1) x H(Ag;1) par :
I ThuilZz, + | Thuallzz =1

ou
Tiuj = /ei(%—y)as/h—ux(a)(az—yf/h-X/\(Q,y)uj(y)dy )

Posons, pour pg > 0 fixé :
2uoz? + €2

"»/)uo(x’ﬁ) = 2(2/10 1)
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et

S(po) = inf{thuy(2,6) 5 (,€) € R*", pi(z,€) = 0}

un calcul élémentaire permet de maximaliser S(uo) en prenant po = 1—'%@ qui donne

S(uo) = So = 3=Y5. On cherche maintenant & appliquer (3.3) & Pu, en prenant

P(a) = (1 —e)[X(a)ppo(a) + (1 = X())(So — €]

ou ¢ > 0 est arbitrairement petit, ¥ € C§°({p1(z,£) < 0};[0,1]), |¥po(z,€) — So| < € sur
Supp VX. En fait, on peut méme s’arranger pour que Y vérifie :

%o (2,€) = (So —€)l. [VX] < €.

D’autre part, on peut aussi supposer que Supp G est suffisamment voisin de {p;(z,£) = 0}
pour que l'on ait :
Supp xNSupp G =2 .

En particulier, on obtient (en notant (z,£) = Re a) :

R @)+ O(e)

0u.(@) = 0o h(@) = =0t + 06 = (1= €) 5

(ou le O(£?) est supporté en dehors de 0), et donc, pour (z,£) € Supp Vi, et en notant
6= (1—e)x(z,6) € [0,1~¢] :

p2(z = Ou b, £+ 2ip00,,0) =

1 , | i
(210 + 1) [((2u0 + 1 — B)x —166)* + (210 + 1 — 260)€ + 2ip06z)”]
+0(e*(2* + €%))
d’ou 'on déduit pour € assez petit :

1-¢2 2.2 | 42 2.2 | 2
7 (4poz” +£7) + O(e" (2" + 7))

Re pa(z — Op,eth, € + 210 0,,000) > 2o £ 1)

> mmmﬁxz +€2). (4.2)

On a aussi, toujours sur Supp Vi :
(210 +1)*Re p1(z — Ouet) , €+ 2ip00,,90) = (2p0(1 — 8) +1)°€? — 44°6%2”
—(2p0 + 1)(2u0 + 1 = 0)z, — (210 + 1)% + O(€?)
= (2p0(1 = 6) + 1)*(€* — 20 — 1) — 44g8°2”
~(4138(2 — 8) + 2000 — )z — 4p36(2 — 6) — 4pof + O(e*)
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et donc, du fait que (2 — z,, — 1 < 0 et, pour tout z, > —1:
(4p2(2 = 0) + 200 — D)z + 4u2(2 — 6) + 4po > 200 + 1

(ou 'on a utilisé le fait que 4u2 + 29 — 1 > 0 pour pg = 1+4‘/5) on en déduit :

Re pi(z — 0u,t% , €+ 2i000u,e9) <0 sur Supp Vo .

D’autre part, sur A¢g \ Supp V¥, on a grace a (4.1) :

pi(@)] 2 Hi()?

et aussi :
lp2(@)] > (Re a)? .

La généralisation de (3.3) au cas de coeflicients a croissance polynémiale donne alors, du
fait que Pu = pu :

llf(a)zew/hTulllitzG + |||Re a|2e¢/hTu2||itgc
= O(lp(h)| + h){|IF(a)’e*/" Tur||7s  + [|{Re @)?e?/* Tus||Z,_

Hlull3,)

D’ou ’on déduit, en séparant les zones {|Re a|* > C(|p(h)| + h)} et {|Re a|* < C(|p(h)|+
h)} (C > 0 fixé assez grand) :

Ve' >0, [|e¥/*Tul|pz_ = O /") . (4.3)
En particulier, si I'on s’arrange aussi pour que ¥ = 1 sur {¢,, < Sp — ¢} :
(1 = X(Re ))Tu| 1z, = O(e~ SN/ (4.4)

avec n(e) =» 0 (e — 04).

On utilise ensuite un inverse a gauche approché de T, noté S, que I’on construit d’une
maniere analogue a celle de [He Sj] mais en utilisant la troncature y(a,y).

Pour y = x(Re a) € CP(R?™), x¥ = 1 sur Supp X, on pose
v = S(x(Re a)Tu) € Cg°(R"),

qui vérifie

IT( — gz, = ITS(L = YTull 2+ O(e™/*)[[Tull1_

— O(e—(so—ﬂ)/h) .
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En choisissant x de telle sorte que x = 1 dans d((az,a¢) ; Supp X) < CA avec C > 0 assez

grand, on a aussi :
IRTS(1 - Q) Tullyz, = O(e=251/4)

Alors, modulo des termes O(e~2(So=m/k) on a :

p= <T1Pu , T]U)L?G = (TIPU ) Tlu>L2(Supp ;)

= (T\Pv Tlv)L2(Supp %

Or pu(a) = po sur Supp x. Sil'on définit
Tov(z, ) = /ei(z—y)f/h—uo(z—y)z/hv(y)dy
on vérifie qu’alors
1ol 2 (supp 7 = IT10M L2(supp )
”TO'U“L2(R271) = llTOv”L’(Supp ,;) + (’)(e"(so—ﬂ)/h)
avec ici n = n(e,t) = 0 (e,t — 0) et 'on obtient :
pP= (Ton y To’U)Lz(Rzn) = C(h)(P’U,’U)Lz(Rn)
= C(h)(U,Pv)L2(Rn) = <T0’U,T0Pv>L2(R2n) =p (45)
ou c(h) est une constante explicite de la forme ¢, h™. (4.5) montre donc que dans ce cas :
Ve > 0, [Im p(h)| = O(e2(So—)/h)

3—v5

avec Sp = ==

On peut généraliser ’exemple précédent a des systémes du type

_ [ —R%A + Vi(2) 0
P= ( 0 WA+ Va(x) + hR(z,hD,)

avec R comme avant, et V7, Vs a croissance polynomiale vérifiant

lim

V220, V;7(0) = {0}, V;'(0) > 0,

V1(0) <0

et £2 + Vi(z) admettant une fonction fuite globale dans le sens de [He Sj]. (Bien entendu,
V1 et V3 sont également supposés holomorphes dans un domaine assez grand de C").
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Notant d(z) la distance d’Agmon de z & 0, associée & la métrique dégénérée Vo(z)da?,
on pose cette fois :

Puo(2,6) = V.Cyl(z — y)E + ino(z — y)* + ida(y)] (4.7)

'(?bllo =1Im ¢y,
ou V.C., signifie que I'on prend la valeur critique par rapport a la variable y. 1, est
alors bien définie prés de 0, et I'on vérifie que @, (z, ﬁ)défgo,,o(x, €) — ;1—’% 2 dépend holo-

morphiquement de z = 2uoz — i£. Considérant alors I’ensemble £ des ouverts 2 de R?"
vérifiant :

0€e Q - {pl(xvg) < 0}
©@u, se prolonge holomorphiquement a {2uz — ¢;(z,€) € Q},

on pose pour § € £ :

6(Q, o) =sup{t >0; Vs €[0,t],3C >0 tel que V(z,£{) € Q:

. 1
|P1(33 -3 l‘od’#oaé + 225#00;401/);10” >

C
x2+§2

}.

Le choix (4.7) de la fonction #,, se justifie par le fait que I’on a sur tout Q € £ :

|p2($ - Sa#o 1/)#0 a£ + 21‘3/"06#01/)#0 )l Z

pg(x - aﬂo¢#o ) £ + 2i/£06po¢yo) =0

et aussi

6(2, po) — 1 lorsque diam () - 0 (Q € £).

On vérifie facilement que 'on a toujours 6(€2, o) €]0,1], et le résultat de ’exemple
précédent se généralise avec :

Sp = sup su inf 6(%, z,§).
0= Sup Sup A e (2, 0)¥uo (2, €)
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