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Problème de Cauchy ramifié
en théorie des faisceaux

(d’après un travail avec P. Schapira)

ANDREA D’AGNOLO

§1. INTRODUCTION

Dans ce paragraphe toute variété (et morphisme de variétés) sera complexe analytique.

1.1. Soit X une variété, J~( un Dx-module cohérent (i.e. un système d’équations aux
dérivées partielles) et Y C X une sous-variété non-caractéristique pour (i.e. telle que
le fibré conormal TÇX à Y ne rencontre pas la variété caractéristique car(À4 ) au dehors
de la section nulle On note par Ox le faisceau des fonctions holomorphes sur X et
par ,NIY la restriction de à Y au sens des D-modules (i.e. le système induit).
THÉORÈME DE CAUCHY-KOWALEVSKI-KASHIWARA. On a l’isomorphisme naturel

Dans le cas où Y est une hypersurface et est associé à un opérateur différentiel P de
degré m (i.e. M = DxlDx P), on retrouve le théorème classique de Cauchy-Kowalevski.
En effet on a [Ox 1 Ox] 1 et 0’ . La co-x( ~ ) L ~ Y ) y

homologie de (1.1) nous dit alors en degré 0 que KerP ( Y ^~ Gy (i.e. on peut résoudre
Pu = 0, _ (wi) E Gy au voisinage de Y) et en degré 1 que CokerP~Y = 0 (i.e. on
peut résoudre Pu = v E C~x au voisinage de Y).
1.2. On peut se poser un problème analogue au précédent en remplaçant Ûx et Oy par
divers faisceaux de fonctions holomorphes ramifiées. Considérons par exemple la situation
suivante: Z C K est une hypersurface; car(M) C V, où V est une variété involutive de
T*X, lisse sur T* X = T *X 1 et telle que son flot Hamiltonien issue de T;Y soit la
réunion de m Lagrangiennes disjointes avec Zi hypersurface de X transverse à Y,

= Z. Si est le faisceau des fonctions holomorphes sur Y ramifiées le long
de Z et Zi 0"m est le faisceau des sommes de fonctions holomorphes sur X ramifiéeszi /X
le long des Zi, le problème de Cauchy à données holomorphes ra,mifiées se traduit par
l’isomorphisme

(voir le Théorème 3.1 pour un énoncé précis).
e Dans le cas où = DxlDx P (1.2) correspond au théorème de Hamada, Leray et
Wagschal (H-L-W~ . La démonstration de ce résultat donnée dans (H-L-W~ consiste
à travailler sur le revêtement universel de X 1 Zi et à utiliser des opérateurs integro-
différentiels et diverses estimations.
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e Une autre démonstration, basée sur l’utilisation des opérateurs pseudo-différentiels
et des transformations de contact complexes, a été proposée par Pallu de la Barrière
et Schapira [P-S].

e Le cas des systèmes est traité par Kashiwara et Schapira [K-S 1] pour des ramifi-
cations de type logarithmique (sous une hypothèse géométrique plus faible: "non-

microcaractéristique" au lieu que "multiplicitées constantes" ~.
e Le théorème de Hamada, Leray et Wagschal pour un opérateur a été récemment

généralisé au cas des fonctions holomorphes ramifiées sur X B UiZi par Leitchnam
(Le 1).

1.3. On peut unifier les énoncés précédents en remarquant qu’un faisceau de fonctions
holomorphes ramifiées le long d’une sous-variété T (ramifiées générales, ramifiées de
type logarithmique, etc.) peut s’écrire comme où est un faisceau locale-
ment constant sur X 1 T (cf. §3.1). Le complexe des solutions ramifiées "du type d’un

Dx-module cohérent est alors le complexe F), où F = RUom-D, (.l~f, Ox).
Le problème de Cauchy à données holomorphes ramifiées s’écrit donc sous la forme

pour ]{ et L bien choisis.
Nous nous proposons de donner ici un théorème général de ce type (basé sur une version

microlocale due à [K-S 2]) et de montrer comment retrouver les résultats classiques énoncés
plus haut (sauf celui de [Le 1]), ainsi d’ailleurs que d’autres résultats comme par exemple
le cas de la "queue d’aronde" traité récemment dans ce séminaire par Leitchnam [Le
2]. Dans cette interprétation la variété caractéristique de est remplacée par le micro-
support SS(F) du complexe F des solution holomorphes. On a en effet (cf. [K-S 2, ch.
un

où l’inclusion - C - (qui est la seule que nous utilisons ici) se déduit aisément du théorème
de Cauchy-Kowaleski dans la version précisée de Leray [L].

§2. LE PROBLÈME DE CAUCHY FAISCEAUTIQUE

2.1. Nous énonçons dans ce paragraphe un théorème d’image inverse pour les faisceaux du
type (1.3). Nous soulignons l’aspect purement faisceautique de ce résultat. En particulier:

e les variétés traitées sont analytiques réelles,
~ il n’y a plus d’opérateurs différentiels.

2.2. Nous reprenons ici les notations de [K-S 1].
Soit X une variété analytique réelle et zx : T*X - ,1 son fibré cotangent. On note

T *X := ~’*X , T~X. Soit f : Y - X un morphisme de variétés réelles. On note t f ‘ et 
les applications naturelles associées:
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On pose T~X = Si A et B sont deux sous-ensembles coniques de T * X on
note C(A, B) le cône de Whitney de A le long de B. C’est un sous-ensemble biconique de
TT*X ^’ T*T*X.
On note Db(X) la catégorie dérivée de la catégorie des complexes bornés de faisceaux de

OE-vectoriels sur X. Si T est une partie localement fermée de X, on note le faisceau qui
vaut 0 sur X,T et qui est le faisceau constant de fibre C sur T. Si F est un objet de Db(~~.’),
on lui associe son micro-support SS(F), un sous-ensemble conique, involutif et fermé de
T*X, et on dit que f : Y - X est non-caractéristique pour F si T;X C
Y xx TxX.
2.3. Soit f : Y - X un morphisme de variétés analytiques réelles et Z un sous-ensemble
de Y. On se place dans le cadre suivant:

(i) F est un objet de Db(X),
(ii) h’i (i = 1,..., m) est un object faiblement IR-constructible de Db(X),
(iii) L est un object faiblement IR-constructible de Db(Y),
(iv) Ti : .Ki -~ (i =1, ... , m) est un morphisme,
(v) 02 L - (i = l, ... , m) est un isomorphisme.

A partir des Ki, on définit un complexe ]{ (à isomorphisme près) comme suit:

(vi) ~ est le troisième terme du triangle distingué ~’ --~ =t¡,1=1 a-1 x

où h est le composé du morphisme avec le morphisme donné

par (a1, ... , a~) 
THÉORÈME 2.1. On fait les hypothèses:

(Hl) f est non-caractéristique pour F,
(H2) f est non-caractéristique pour (i =1, ... , m),
(H3) for est non-caractéristique pour C(SS(F), SS(Ki)) (i = l, ... , m),
(H4) pour tout py E il existe un ensemble fini C t f’-1(pY) ~eI que

(H5) pour tout y E Z, o oi (i = 1, ... , m) induit un isomorphisme 

Alors pour K E Db(X) construit à partir des Ki comme dans (vi), on a un isomorphisme
naturel induit par les Çj

IDÉE DE LA PREUVE: Suivant une technique introduite dans [K-S 1], on considère le
morphisme de triangles distingués:
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où A = et phom désigne le bifoncteur de mi-
crolocalisation de [K-S 2]. Si l’on rappelle l’isomorphisme R1-lom(., .),
on s’aperçoit que le morphisme (2.1) n’est autre que la deuxième flèche verticale de (2.2).
On est donc ramené à montrer que la première et la troisième flèche verticales de (2.2)
sont des isomorphismes sur Z.
On déduit que la première flèche est un isomorphisme de l’hypothèse (H5). On traite

ensuite la troisième flèche à l’aide du Théorème 6.7.1 de [K-S 2] en utilisant l’hypothèse
(H3). Q.E.D.

2.4. Comme on l’a déjà dit, le Théorème 2.1 est l’équivalent faisceautique de la Proposition
4.2 de [K-S 1] concernant les D-modules et, comme dans [K-S 1], sa preuve consiste
essentiellement en la réduction de (2.1) à un énoncé microlocal. Cependant une nouvelle
difficulté apparait ici. Dans le cas des Dx-modules l’analyse microlocale est achevée dans
le cadre des Ex-modules. En théorie des faisceaux, le correspondant microlocale de Db(X)
est son localisé Db(X; p) et ici le découpage est nettement plus difficile (faisant intervenir
les notions de ind et pro-objets et d’image inverse microlocale Le Théorème 2.1

présenté ici est en fait un corollaire de théorèmes plus généraux (cf. (D’A-S), [D’A]) par
lesquels on arrive à traiter aussi d’autres applications intéressantes tel que le problème de
Cauchy hyperbolique pour les hyperfonctions. Cet énoncé est cependant suffisant pour
traiter les applications au problème de Cauchy ramifié.

§3. PROBLÈME DE CAUCHY HOLOMORPHE RAMIFIÉ

Dans ce paragraphe nous montrons comme retrouver, à partir du Théorème 2.1, les
résultats classiques sur le problème de Cauchy à données holomorphes ramifiées mentionnés
dans l’introduction.

On se place ici à nouveau dans la catégorie des variétés analytiques complexes.

3.1. Soit X une variété, Y et Zi ( i = l, ... , m) des hypersurfaces lisses de ~i’ et Z une
hypersurface lisse de Y. On suppose que les Zi sont deux à deux transverses et transverses
à Y avec Zi n Y = Z. Soient données des fonctions holomorphes 
telles que gi o f = g et Z = g-’(0), Zi = gz 1 (o), où on note par f l’immersion de Y dans
X.

Si p : 0152 est le recouvrement universel de 0153 B {O}, le recouvrement universel

py : Yz - Y de Y B Z est donné par Yz xx Y. Autrement dit on a le diagrame
cartésien:

Une section de définit une fonction holomorphe multiforme sur Y, Z. Parz
le formalisme de Deligne [D] (cf. [A] pour une exposition adapté à notre cadre) on peut
décrire le faisceau := des fonctions holomorphes ramifiées associées àpy
sous une forme qui convient à l’énoncé du Théorème 2.1. On a en effet que 
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et py! est un foncteur exact. Par dualité de Poincaré-Verdier on obtient alors

On pose h’z ~ - pY~~---- = g-lpr~~ . ° 
~ ~

/ . Yz 
. 

~O} - -

Le récouvrement universel pi : X de &#x3E;1 ) Zi est donné pa,r x ~ X.

On a alors = R1tom(Kz;jx’ Ox). Si I1 est le complexe construit dans (vi) à partir, , 
, , , ,

des Ki = le complexe ~i := R1tom(K, Ox) est concentre en degré zéro et, ,
est défini par la suite exacte courte

où la deuxième flèche est définie par ( f 1, ... , f m _ 1 ) H (fi, f 2 - f 1, ... , -/m-i )’
Soit un Dx-module cohérent tel que

(3.2)1 est non-caractéristique pour C( car(M), Tz;X) (i =1, ... , m),
(3.2)2 C 

(Remarquons que (3.2)2 entraine que f est non-caractéristique pour ,l~I.)
Le problème de Cauchy à données holomorphes ramifiées s’écrit donc, dans le language

des D-modules, sous la forme:

THÉORÈME 3.1. On a un isomorphisme naturel:

.

PREUVE: Avec les notations du Théorème 2.1, on pose ~’ = Ki =

K Iram et l’on note qu’on a les morphismes na,turels d’adjonction T : L =1 Z/Y q p

(C Y , Ki = Toutes les hypothèse du Théorème 2.1 sont
alors aisément vérifiées sauf, peut-être, (H5) qui découle du Lemme 3.2 suivant. Q.E.D.
LEMME 3.2. Le morphisms T induit pour tout y E Z un isomorp~hisme:

PREUVE: On a les isomorphismes . °
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REMARQUE 3.3. Dans le cas d’un Dx -module de la forme À4 = P, où P est
un opérateur différentiel de degré m à caractéristiques simples transverses à Y x X 
on retrouve ainsi le théorème de (H-L-W) .
REMARQUE 3.4. La même démonstration s’applique en remplaçant les faisceaux £~ Zj/Xl

des fonctions holomorphes ramifiées du type général par les faisceaux 

°1/y des fonctions à ramification de type logarithmique (c’est alors un résultat de [K-S
1])
3.2. Soit 0 E X un sous-ensemble ouvert de avec coordonnées x = et soit

Y = X ; xo = 0}. Soit T C Y la queue d’aronde définie en tant que le lieu des

points x’ E Y tels que le polynôme en z, 4(z, x’) - xnzn-l -... - X2Z - Xl, ait
au moins une racine double. Soit Y C ~z x Y la variété d’équation 4(z, x) = 0. On
considère le morphisme induit par la projection sur le premier facteur p : Y - Y. La

queue d’aronde T est alors l’image des points de Y où p n’est pas de rang maximum (le
"contour apparent" de Y). On remarque aussi que, même si T est une variété singulière,
sa conormale A = est une Lagrangienne, lisse dans T * X , qui a une seule direction
au dessus de 0.

Le faisceau a son micro-support dans T~Y U A. En particulier il est localement

constant sur Y B T. Le faisceau := Oy) est alors un faisceau de

fonctions holomorphes sur Y ramifiées le long de T.
Soit Ti (i = 1, ... , m~ une queue d’aronde de X et soit l1i - Ti &#x3E; reg X. On supposeTi i reg

les Ti deux à deux transverses (i.e. 11i n Aj C pour i =1 j) et transverses à Y avec
Ti n Y = T . Soit .Ilii un Dx-module cohérent tel que

(3.4)1 est non-caractéristique pour C(car(M), Ai) (i =1, ... , m),
(3.4)2 car(M) n c 

En définissant Zi °l1i x comme dans (3.1) on peut alors énoncer leTilx

THÉORÈME 3.~. On a un isomorphisme naturel:

Comme pour le Théorème 3.1 cet énoncé est un corollaire immédiat du Théorème 2.1,
la seule vérification à faire étant l’isomorphisme:

Ce dernier point découle du fait que la fibre de p au dessus de 0 est reduite à un point, et
que Y est une variété complexe de la même dimension que Y.

REMARQUE 3.6. Dans le cas d’un T x-module de la forme M = où P est
un opérateur différentiel de degré m à caractéristiques simples transverses à Y x x 
on trouve un résultat à comparer avec celui de Leitchnam [Le 2] (dans ce travail l’auteur
montre aussi comme le flot de car( P) issue de A est une réunion de conormales à des queues
d’arondes ~ .
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