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Majoration du nombre de résonances près de l’axe réel.

(d’après un travail avec M.Zworski)

Johannes Sjöstrand

0. Introduction et énoncé du résultat. Ce travail [SZ2] fait suite à [SZ11

(voir aussi Vodev [VD. Nous obtenons une majoration du nombre de

résonances dans un angle {zeC; avec 0

petit, exprimée à l’aide de la fonction de comptage des valeurs propres

positives d’un problème de référence.

Soit KCRN un compact convexe. Nous supposerons dans la suite que n

est impair, bien qu’il semble clair que notre résultat principal reste valable

à des modifications mineures près, dans le cas où n est pair. Soit U un

espace de Hilbert complexe avec une décomposition orthogonale:

(0.0 formellement: UEU.

Soit P un opérateur auto-adjoint % - % de domaine J9 C U. On suppose

(0.2) 

(0.3) Si UEU, UIRnBKEH2 et u=O dans un voisinage de K, alors UEJD,
(0.4) Si UEJD, alors 

où ÔXj2 est le laplacien,

(0.5) est compact.

Sous ces hypothèses, si XEC2(R2) est borné avec toutes ses dérivées
d’ordre :52 et ’X=const. dans un voisinage de K, on peut définir l’opérateur
de multiplication de U dans % et de J9 dans J.9. On peut aussi définir

les espaces Ucomp , Uloc, -Ocomp, J910c de façon naturelle. Il résulte de

[SZ11 que la résolvante (k2-p)-l, initialement définie dans (keC; Imk&#x3E;0,
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k2 admet une extension méromorphe à C en tant qu’opérateur

%comp - On com p tera les p ôles de (k2_p)-1 (aussi appelés

résonances) avec leur multiplicité algébrique ~[ZS1 j), et on s’intéresse ici à

la fonction de comptage

~0. ~) Ne(X) = nombre de pôles dans 1 z 1 sÀ, 

quand 8 &#x3E; 0 est petit. Pour formuler notre résultat nous avons besoin de

certains problèmes de référence. On pose où d

désigne la distance euclidienne, et on pose L 2(Ke B K)
(décomposition orthogonale). On peut alors déf inir un opérateur autoadjoint

de domaine 

’XE COOO(Interieur de K~) vaut 1 dans un voisinage de K, et on peut montrer

que le spectre de cet opérateur est discrèt. Soit la fonction de

comptage pour les valeurs propres positives:

(0.7) ~(~)=#([0,B2]~(p#~)).
On suppose que pour E&#x3E;o assez petit,

où pour tout C5:1:

Ici est indépendant de E:.

Notre résultat principal est alors:

Théorème 0.1. Il existe C &#x3E; 0 tel que pour 9 &#x3E; 0 assez petit et 

assez grand:
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où e=6~~. Dans le cas où K est strictement convexe à bord C°°, on peut
même p rendre ~ =8215,
Exemple 1. Soit P la réalisation de Dirichlet de -.6, dans où n est un

convexe borné à bord C°°. Alors et dans le cas

strictement convexe on a même 

Exemple 2. Plus généralement, soit P la réalisation de Dirichlet de 

dans où n est borné à bord C°° et Alors pour

XaX(0): où

"ch"="enveloppe convexe de" et où wn est le volume de la boule d’unité

dans Rn.

Grèce à un résultat récent de Vodev, notre théorème donne aussi une

bonne estimation sur le nombre de résonances dans le disque de centre 0 et

de rayon X dans le cas où P est un opérateur hypoéllipt ique, non-élliptique

([SZ2]).

1. Esquisse de la démonstration. Comme dans [SZ1] il y a trois ingrédients:
des dilatations analytiques, du calcul fonctionnel, et une inégalité de

H .Weyl.

On peut ici se contenter de dilater peu, mais on doit mieux respecter

les données géométriques, et on ne peut plus comme dans [SZ11 faire

simplement une dilatation radiale. Soit KCRN un convexe compact. On

montre alors qu’il existe R, pour f- &#x3E; 0 assez petit, de classe Cc&#x3E;O

avec les propriétés suivantes:

(1.2) 

~1.3~ L’opérateur Pt = -il, r est uniformément elliptique et son symbole
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principal p~ vérifie

Dans le cas où K est strictement convexe à bord C~ on peut remplacer

lé -e2/C" dans (b) par "-C/C". Pour construire f , on cherche à construire

f~ le plus convexe possible avec il V2fr Il :S2-i, tout en respectant (1.2) et
la condition Kt = 0 -

P~ nia pas de spectre dans le demi-plan supérieur ouvert et le spectre

s 0 coincide avec l’ensemble des carrés des pôles dans ce

secteur. Si F est holomorphe et à croissance tempérée à l’infini dans un

domaine C B (Z E C; 1 z &#x3E;&#x26;, &#x26;  arg z  1Y - &#x26;), alors on peut introduire et

étudier F(h2pe) par des intégrales de Cauchy comme dans [SZ11.
Soit f(z)=z+(z2-0i (branche convenable), d’inverse 

Posons Fo(z)=f(2z-3), où Og(e)«F2. L’image

réciproque par F~ de 1 s 1 z 1+S} est alors l’intersection

entre le demi-plan Imz.«5g(t) et le domaine elliptique de points focaux

1 +ig(t), 2+ig(E) dont le bord passe par ch 9 et
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.11

S, S=1og(l+S). Le nombre de valeurs propres de Pt. dans

ce dernier domaine est alors égal au nombre de valeurs propres de 

dans Avec PC on pose:

Soient 1=XO+Xl+X2, Xo=l près de K et SuPPX2 assez

loin de K, =1 près de K, près de suppxo,

Alors ([SZ1 1) Si 

où R est de classe trace et de norme trace 

Lemme 1.1. Pour h&#x3E;0 assez petit, 

Preuve. Soit égale à 1 près de [0,1 ] et à support dans 

pour e1&#x3E;0 assez petit. Alors f03e)=0, et si on analyse 

comme un opérateur h-pseudodifférentiel, on voit aussi que f(gr)=o pour h

assez petit. D’après ~1.4~, la norme trace de f(Br) est donc pour h

assez petit, B~ n’a pas de spectre dans [o,1 ]. a

On pose pour C&#x3E; &#x3E;1.

Lemme 1.2. Si alors pour h assez petit:

Idée de la démonstration. est un opérateur h-pseudodi fférentiel de

symbole principal f( 1 F~(À~) 1 2), donc
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symbole principal donc

où la dernière

estimation résulte de (1.3) et du choix de F~. Il

Soient J..l1 s y12s ... les valeurs caractéristiques de et soit

N*(&#x26;) le nombre de valeurs caractéristiques 

Lemme 1.3. Pour on a:

Idée de la démonstration. On applique le lemme 1.2 et C1.4) avec un f

convenable. Il

Soit le nombre de valeurs propres de Fr(pr) de module 

N=N(b1). Rappelons l’iné 9 alité de Weyl:

où Z1.’ z2 désignent les valeurs propres de F~(P~) rangées avec

)Zj). Si cette inégalité et le Lemme 1.1 donnent:

et si S~/~2   1 on en déduit

Le Lemme 1.3 donne alors:

Comme remarqué au début de cette section, ~1.8~ entraine une majoration
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du nombre de valeurs propres de Pr à l’intérieur d’un ellipse à points focaux

1 + ig~~~, 2+ig(t) et En jouant avec les divers

paramêtres, on recouvre un angle par une réunion d’images homothétiques
de ce domaine elliptique, et on arrive à terminer la démonstration.
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