JOHANNES SJOSTRAND

Majoration du nombre de résonances pres de I’axe réel
(d’apres un travail avec M. Zworski)

Séminaire Equations aux dérivées partielles (Polytechnique) (1991-1992), exp.n° 3, p. 1-7
<http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1991-1992 A3_0>

© Séminaire Equations aux dérivées partielles (Polytechnique)
(Ecole Polytechnique), 1991-1992, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire Equations aux dérivées partielles (http://sedp.cedram.org) im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1991-1992____A3_0
http://sedp.cedram.org
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

CENTRE ECOLE POLYTECHNIQUE
DE

MATHEMATIQUES F-91128 PALAISEAU Cedex (FRANCE)
TélL (1) 69 33 40 91
Unité de Recherche Associée D 0169 Fax (1) 69 33 30 19 ; Télex 601.596 F

Séminaire 1991-1992

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

MAJORATION DU NOMBRE DE RESONANCES
PRES DE L'AXE REEL

(d'apres un travail avec M. Zworski)

Johannes SIOSTRAND

Exposé n° I 11 26 Novembre 1991






Majoration du hombre de résonances preés de 'axe réel.

(d’aprés un travail avec M.Zworski)

Johannes Sjéstrand

0. Introduction et énoncé du résultat. Ce travail [SZ2] fait suite & [SZ1]

(voir aussi Vodev [V]). Nous obtenons une majoration du nombre de
résonances dans un angle {zeC; |z|l<, O0=<-argz <6}, A — o0, avec ©
petit, exprimée & V'aide de la fonction de comptage des valeurs propres
positives d’un probléme de référence.

Soit KCRN un compact convexe. Nous supposerons dans la suite que n
est impair, bien qu’il semble clair que notre résultat principal reste valable
& des modifications mineures prés, dans le cas ol n est pair. Soit % un

espace de Hilbert complexe avec une décomposition orthogonale:

(0.1)  %=3%K®LZ(RN\K), formellement: u=uj+u| RN\, UEK.
Soit P un opérateur auto-adjoint 3% — % de domaine HC%. On suppose
(0.2) ue19=>U|Rn\KeH2(lR“\K),

(0.3) Siued, u“Rn\KeHZ et u=0 dans un voisinage de K, alors ue®,

(0.4) Siue®, alors (Pu) | gn\g=-A(UjRN\K),
N { 2 .
ou A—Zl axj est le laplacien,

(0.5) ¥%>3ur— (P+i)"u“<e%|< est compact.

Sous ces hypothéses, si X €C2(R2) est borné avec toutes ses dérivées
d’ordre <2 et X=const. dans un voisinage de K, on peut définir 'opérateur

de multiplication u— Xu de % dans % et de & dans £H. On peut aussi définir
les éspaces ¥comp » ¥loc, Decomps Pioc de fagon naturelle. I1 résulte de

[SZ1] que Ta résolvante (k2-P)~!, initialement définie dans {keC; Imk>O0,
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kZ ¢o(P)}, admet une extension méromorphe & C en tant qu'opérateur
¥comp — Dloc- On comptera les pdles de (k2-P)~! (aussi appelés
résonances) avec leur multiplicité algébrique ([ZS1]), et on s'intéresse ici &
la fonction de comptage

(0.6) Ng(XA)= nombre de pdles dans |zl=X, O=<-argz=<6,

quand 6>0 est petit. Pour formuler notre résultat nous avons besoin de
certains problémes de référence. On pose Kg ={xeRP; d(x,K)=<€}, ou d
désigne la distance euclidienne, et on pose %Ke=%KeL2(K€\K)
(décomposition orthogonale). On peut alors définir un opérateur autoadjoint
P#e 1%k — WK, de domaine £#€={ue%|<e; Xued,
(1-X)ueH2(Kg)NHgl(Ke )}, par P¥e u=P(Xu)+ (- A)((1-X)u), ue D%, ol

X €Co®(Interieur de Kg) vaut 1 dans un voisinage de K, et on peut montrer

que le spectre de cet opérateur est discrét. Soit ®¢(X) 1a fonction de
comptage pour les valeurs propres positives:
(0.7)  @g(N)=#([0,7\2Inc(P¥;)).

On suppose que pour £>0 assez petit,

(0.8) Be(N)=(1+0g(NBFe(X), A— o0, B¥e(M)=J M pe(tiat,

ol pour tout C=1:
(0.9) C(CY =P (M/Pe(X)=C(C), quand C™ 1=/ X, =C, X5z C(e,0).
Ici C(C)>0 est indépendant de €.

Notre résultat principal est alors:

Théoréme 0.1. Il existe C>0 tel que pour ©6>0 assez petit et pour A=A (9)

assez grand:

(0.10) Ng(N)=(1+Ce&)@g(N)+CEAN,
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ot £=62/7_ Dans le cas ol K est strictement convexe & bord C*®, on peut
méme prendre £=02/5,

Exemple 1, Soit P la réalisation de Dirichlet de — A dans RN\ ®, ol © est un
convexe borné & bord C*®. Alors Ng(X\)=<C82/7 AN, A =%(8), et dans le cas

strictement convexe on a méme Ng(A)=C 02/53\n,

Exemple 2. Plus généralement, soit P 1a réalisation de Dirichlet de —A+V
dans RN\ O, ol O est borné & bord C* et VeCy®(R";R). Alors pour

A=A(8): Ng(N)=(2m) "N wp vol((ch(supp VUO)\ O)(1+O(62/ 7)) AN, ol
ch'’=''enveloppe convexe de’’ et oll W, est le volume de 1a boule d’unité

dans RN,

Grace & un résultat récent de Vodev, notre théoréme donne aussi une
bonne estimation sur le nombre de résonances dans le disque de centre O et
de rayon A dans le cas ou P est un opérateur hypoélliptique, non-élliptique

([sz2]).

1. Esquisse de la démonstration. Comme dans [SZ1] il y a trois ingrédients:

des dilatations analytiques, du calcul fonctionnel, et une inégalité de
H.Weyl.

On peut ici se contenter de dilater peu, mais on doit mieux respecter
les données géométriques, et on ne peut plus comme dans [SZ1] faire

simplement une dilatation radiale. Soit KCIRRN un convexe compact. On
montre alors qu'il existe fg:R"— R, pour £>0 assez petit, de classe C*

avec les propriétés suivantes:

(1.1)  Si Tg={x+iVfg(x); xe RN}, alors K¢ CT¢,
(1.2)  Vfe(x)=¢x pour Ix|=C,

(1.3) L'opérateur F7e=—A|p est uniformément elliptique et son symbole
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principal pg vérifie

(@) d(x,K)=C& = -6 =< arg p~€ <0, ol tg 60=2(2)%,
(b) Ce=d(x,K)=<C = -6g=argpg s-£2/C,

(c) d(x,K)=C = argpe=-8y, ol tgo;=2€/(1-€2).

Dans le cas ol K est strictement convexe & bord C® on peut remplacer

""-g2/C" dans (b) par ''-€/C"". Pour construire fg, on cherche & construire
fe le plus convexe possible avec Ilefe I 52—;, tout en respectant (1.2) et
la condition fg |k =0.

Pe n’a pas de spectre dans le demi-plan supérieur ouvert et le spectre

dans -6y<argz =0 coincide avec 1'ensemble des carrés des pdles dans ce

secteur. Si F est holomorphe et & croissance tempérée & 'infini dans un

domaine C\{zeC; |z|>§, §<argz<mw-§8}, alors on peut introduire et

étudier F(hZPC) par des intégrales de Cauchy comme dans [SZ1].

Soit r(z)=z+(22-l)% (branche convenable), d‘inverse z=%(r+l/f)=

N -¥(Z)

1»...-

////////

Posons F(2)=f(22-3), Fg(2)=Fg(z-ig(€)), ol 0<g(€)< <e2. L'image
réciproque par Fg de {z; -Tr=argz=0, 1=|z|=<1+8&) est alors intersection
entre le demi-plan Imz=<g(€) et le domaine elliptique de points focaux

1+ig(€), 2+ig(€) dont le bord passe par 3/2+ig(e)+Lch§ et
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3/2+ig(e)xLish §, §=1og(1+8). Le nombre de valeurs propres d.?e Pe dans
ce dernier domaine est alors égal au nombre de valeurs propres de Fg(Pg)
dans {z; -=argz=0, 1=<|z|=<1+8)}. Avec Pg=e~191(-A), on pose:

Be =Fe(h2Pg)* Fe(h2Pg), Bg=Fg(h2Pg)* Fe(h2Pg),

B#e =Fe(h2P#.)* Fe(n2P#y), Be=Fg(hZ2Pg)*Fe(hZPy).

Soient 1=Xg+ X1+ X2, X0»X1€Co®(RM), Xo=1prés de K et supp X assez
loin de K, ¥;€Co™(RM, =1 prés de K, Yo=1 prés de supp Xo,

YjNsupp Xj=#, j=1,2. Alors (ISz1]) si feCo*(l-00,e2/Cl)

(1.4) 1(Be)=Yof(B¥e)Xo+(1-YI(Be)Xy+(1-¥2)(Be) X2 +R,

ol R est de classe trace et de norme trace ©(h®).

Lemme 1.1. Pour h>0 assez petit, (Bgulu)= llull 2.

Preuve. Soit feCy®(R) égale & 1 prés de [0,1] et & support dans ]-o0,1+€l
pour €1>0 assez petit. Alors f(B¥¢)=0, f(Bg)=0, et si on analyse f(Byg)
comme un opérateur h-pseudodifférentiel, on voit aussi que f(é}):o pour h
assez petit. D'aprés (1.4), 1a norme trace de f(Bg) est ©(h®), donc pour h

assez petit, B¢ n‘a pas de spectre dans [0,1]. O

On pose 61(€)=€2/C pour C>>1.
Lemme 1.2. SifeCo®(]-00,1+6¢(€)), alors pour h assez petit:

ltrf(Bg) Xql<Ceh™N,

Idée de 1a démonstration. f(ﬁ'e) est un opérateur h—-pseudodifférentiel de

symbole principal f(lFe(l;g)lz), donc
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symbole principal f(lFe(Eg)lz), donc
trf(Be)X1=(2mh) ™ N [[f(IFe(pe)12) Xy(x) dx dE=0(e h~N), ol la derniére

estimation résulte de (1.3) et du choix de Fg. o

Soient Jly=<jlo=... les valeurs caractéristiques de Fg(hZP¢), et soit

N*(8) e nombre de valeurs caractéristiques <1+38.

Lemme 1.3. Pour 8<¢e2/C on a:

N*(8)<#(c(h2P¥*e)n[1-C82,2+C82])+0O(e)h™N, h=h(§,E).

Idée de 1a démonstration. On applique le lemme 1.2 et (1.4) avec un f

convenable. o

Soit N(8) le nombre de valeurs propres de Fg(Pg) de module <1+8.
Soient §;<8,<€2/C, N=N(8,). Rappelons 1'inégalité de Weyl:
(1.5) My M2 ... ln=lzgl lz2] .. Izyl,
ol 2, zp désignent les valeurs propres de F¢(P¢) rangées avec
12541121251, SIN(§1)=N*(87), cette inégalité et le Lemme 1.1 donnent:
(1.6) (I+SZ)N(8')'N*(82)5(l+81)N(8‘),
et si §;/8,<<1 on en déduit
(1.7)  N(8{)=(1+C 8{/82)N*(&5).

Le Lemme 1.3 donne alors:

(1.8)  N(81)=(1+C8{/8,) #(c(h2P¥ )N[1-C82,2+C82])+0(e)h™M).

Comme remarqué au début de cette section, (1.8) entraine une majoration
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du nombre de valeurs propres de Pg a 'intérieur d’un ellipse a points focaux
1+ig(e), 2+1ig(e) et ""d’épaisseur’’ ~&y. En jouant avec les divers

paramétres, on recouvre un angle par une réunion d'images homothétiques

de ce domaine elliptique, et on arrive a terminer la démonstration.
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