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Introduction

La quantification de Weyl permet d’associer un opérateur a* agissant dans R" a
une fonction a, le symbole de a¥, définie sur I’espace des phases R?". Pour des
symboles appartenant aux classes trés générales S(M, g) introduites par Hérman-
der — classes associées a une métrique g et a un poids M sur I’espace des phases
— les opérateurs correspondants jouissent de bonnes propriétés, de composition
notamment, et on dispose d’un calcul symbolique tres efficace décrit dans la section
18.5 de [H9).

L’objet principal de cet article est d’associer aux mémes données M et g des
espaces de distributions H(M,g) dans R"™, dits ‘espaces de Sobolev’, dont les
propriétés généralisent celles des espaces de Sobolev classiques : ces espaces sont
hilbertiens et forment une famille stable par interpolation, les opérateurs pseudo-
différentiels de poids M appliquent H(M,,g) dans H(M/M;,g), une distribution
tempérée u appartient & H(M,g) si et seulement si a¥u € L? = H(1,g) pour tous
les symboles b € S(M,g) ou bien s’il existe b € S(M~1,g) et v € L? tels que
u = b%v.

Ceci nous amenera a 1’étude de trois problemes ayant leur intérét propre. Le
premier est une caractérisation des opérateurs pseudo-différentiels A de poids M
ne faisant intervenir que le caractére borné sur L? de commutateurs localisés de
A. Le deuxiéme est l’existence, pour chaque M, d’un groupe a un parametres
(M;);er d’opérateurs pseudo-différentiels inversibles de poids M*. Le troisieme
est Pappartenance & S(1,g) de (a*)~! lorsque a® est inversible de L? dans LZ.

Plusieurs travaux ont été déja consacrés & ces problemes. A. Unterberger [Un],
F. Bruyant [Br] et N. Lerner [Le] ont considéré le cas d’une métrique g symplec-
tique (c’est-a-dire telle que g = g7, voir (4)), vérifiant en outre une propriété tres
voisine de la ‘tempérance forte’ que nous introduisons dans la section 4. Ces au-
teurs obtiennent alors, par des méthodes exploitant systématiquement le caractere
symplectique de la métrique, toutes les propriétés que nous démontrons dans cet
article.

Un article de R. Beals [Be] considere le cas de métriques ‘presque’ générales (la
condition de tempérance de Hormander est toutefois légérement renforcée). Mal-
heureusement, un des arguments de sa démonstration (le lemme 4.6) est incorrect,
ce qui laisse une lacune dans la preuve d’une grande partie des résultats. Cela dit,
ses démonstrations fournissent les résultats fondamentaux dans le cas symplec-
tique. D’autre part, plusieurs idées sont tres ingénieuses et, a plusieurs reprises,
nous les reprendrons ou nous en inspirerons plus ou moins directement.

L’article est organisé de la fagon suivante. La premiere section est consacrée
aux rappels sur le calcul de Weyl-Hormander : quantification de Weyl, opération #
de composition des symboles, hypothéses faites sur la métrique et les poids, classes
de symboles, ...Le concept de confinement des symboles, introduit dans [B&L],
jouera un réle crucial dans la suite de I’article. Nous définissons les espaces de
symboles confinés dans une boule de la métrique g. Plus grands que les espaces
de symboles a support dans la boule, ils jouissent de bien meilleures propriétés
de stabilité par composition. Ils permettent de faire une étude aussi locale que
possible dans ’espace des phases, compte tenu du principe d’incertitude.
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Nous renvoyons le lecteur & [B&L] pour les démonstrations. Nous attirons
Pattention du lecteur sur I'importance des arguments d’uniformité (par rapport a
la boule et méme par rapport & la métrique) dans la suite, ce qui exige de préciser
avec soin de quelles quantités les ‘constantes’ (ne) dépendent (pas).

Dans la section 2, nous démontrons qu’un symbole a confiné dans une boule
peut se décomposer en une série rapidement convergente a = ¥~ b, #c, de produits
de symboles confinés dans une boule homothétique (avec bien entendu un contréle
uniforme des semi-normes). Ce résultat jouera un role essentiel par la suite, en
permettant notamment d’écrire le symbole 1 comme une intégrale, Y parcourant
’espace des phases, de (sommes de) produits vy, #0y, de symboles confinés dans
des boules centrées en Y.

Ceci nous permet alors de définir les espaces de Sobolev d’une maniére qui
rappelle la caractérisation classique des espaces H* en théorie de Littlewood-Paley :
une distribution tempérée u appartient & H(M,g) si une intégrale & poids des
|6y, u||3, est finie.

Nous démontrons ensuite que la définition ne dépend pas du choix de la décom-
position de l'identité, que H(1,g) = L? et que les opérateurs pseudo-différentiels
de poids M appliquent H(M,,g) dans H(M;/M,g). Nous obtenons également un
résultat d’inclusion des espaces H(M) dans des espaces L? & poids qui généralise
les théorémes d’inclusion de Sobolev.

Dans la section 3, nous caractérisons les opérateurs A de la forme a* avec a €
S(M, g) par la propriété suivante : les opérateurs localisés 0y, o A, ainsi que leurs
commutateurs itérés avec les opérateurs dont le symbole est linéaire, sont bornés
sur L? avec une norme convenablement majorée en fonction de Y. D’apparence
plus compliquée que la caractérisation classique des opérateurs des classes S7,
la propriété ci-dessus s’avérera en fait trés maniable. Grace a la souplesse de la
notion de confinement, la démonstration se rameéne a une relecture, avec controle
des constantes, de la démonstration de R. Beals relative a la classe 53 .

Dans la section 4, nous abordons le probleme des opérateurs inversibles. La
définition classique des espaces de Sobolev H* fait appel aux opérateurs (I —A)*/2.
Le résultat principal relatif & ce probleme est I’existence, pour tout poids M, d’un
groupe a un parametre ¢ — b, avec b, € S(M*,g). Ces groupes sont obtenus en
résolvant I’équation différentielle db;/dt = a#b; ou a est un symbole ‘comparable’
a log M et la caractérisation de la section précédente joue un role essentiel. Cela
implique notamment l’existence de a € S(M,g) et a’ € S(M™1,g) avec a#ad’ =
a'#a = 1. On en déduit alors trés facilement le théoréme suivant :

Théoréme 0.1
(a) Soient M un poids admissible et u € S'(R"). Les trois propriétés suivantes
sont équivalentes
(i) ue H(M).
(ii) Pour tout a € S(M,g), on a a¥u € L2
(iii) 11 eziste @' € S(M™1) et v € L? tels que u = a'v
(b) L’espace S(R") est dense dans H(M).
(c) Le dual de H(M) s’identifie naturellement ¢ H(M)™!.

Enfin, on cherche & savoir si un opérateur pseudo-différentiel inversible en tant
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qu’opérateur entre espaces de Sobolev est inversible dans 1’algebre des opérateurs
pseudo-différentiels? Nous ne savons pas répondre en général a cette question,
mais nous introduisons une condition portant sur la métrique qui garantit une
réponse positive. Cette condition, plus forte que la tempérance, est notamment
vérifiée dans le cas des métriques de type (p, ).

Les détails des démonstrations sont trés fréquemment omis. Le lecteur intéressé
pourra consulter [B&C].
1 Rappel sur le calcul de Weyl-Hormander

La quantification de Weyl associe un opérateur a* a une fonction a(X), définie sur
’espace des phases R¥ = R™ x R?, par la formule

avu(@) = [ [eeta(TTY, € u(y) dy de/(2m)" (1)

On note [X,Y] = y-£ — z-n la forme symplectique, et # 1'opération de compo-
sition des symboles, définie par (a#b)* = a¥ o b*. On a

a#b(X) = 72 / /e-%lx-”hx-yﬂa(}q)bm) v, dY, . (2)

Une métrique de Hormander g est la donnée, pour chaque X € R?", d’une
forme quadratique définie positive gx(-) dépendant mesurablement de X et vé-
rifiant les trois hypotheses ci-dessous.

Lenteur. Il existe C > 0 tel que 1’on ait
— £
gx(X =Y) ST = (gv()/9x())” <C. (3)

Principe d’incertitude. On a gx(-) < g%(-), ol la métrique g° est définie par
9%(T) = sup ——=. 4)
=58 W) (

Tempérance. 1l existe C > 0 et N € N tels que 1’on ait

N

(9v()/9x ()™ <T(1+g(¥ - X)) 5)

Un poids admissible pour g est une fonction M strictement positive définie sur
R?" vérifiant, pour C et N convenables,

_~

(Mr)/Mx)* < T pour gx(X-¥)<1/T, (6)

(M) < T+ gv —x)" ™
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Nous pouvons maintenant définir les classes de symboles S(M, g) associées a une
métrique de Hormander et & un poids admissible. Une fonction a(X) appartient
3 S(M,g) si a est de classe C* sur R®™ et si les semi-normes suivantes sont finies,

lally.sargy = sup_ 10n -..0na(X)] /M(X),
I<k;xeR2n

9x(Tjst

en notant Jr la dérivée directionnelle a — (da,T).

Les hypothéses précédentes garantissent que, pour a € S(M, g), 'opérateur a*
est borné de S(R™) dans lui-méme, de S’(R™) dans lui-méme et, si M = 1, de
L? dans lui-méme. En outre, I’adjoint formel de a¥ est @ et les classes S(M, g)
forment une algébre graduée (par le groupe multiplicatif des poids M) pour 'opé-
ration #. La remarque 1.8 ci-dessous précisera le caractére uniforme de ces ré-
sultats.

Nous rappelons maintenant le concept de confinement et ses propriétés fonda-
mentales pour lesquelles nous renvoyons aux quatre premiéres sections de [B&L)].
La métrique de Hormander g étant fixée, on note Uy, la boule {X | gvy(Y — X) < r?}.
On supposera toujours r? < C ', ou C est la constante de lenteur figurant dans (3).

Définition 1.1 L’espace des symboles confinés dans Uy,, noté Conf(g,Y,r) (ou
Conf(Y) lorsque le contexte est clair) est l'espace S(R?*") muni de la famille de
semi-normes suivantes

lalle cont(gy.ry = inf {C' | 105, ... Oa(X)| < C (1 + g5(X - Uy,.)) ™},
ou les vecteurs T; vérifient gy (T;) <1 et ot on al < k.

Une famille de symboles (ay,,), indexée par Y et (éventuellement) par un autre
parametre ), sera dite uniformément confinée dans les Uy, si les [layallx cont(s,v,r)
sont majorées par des constantes C} indépendantes de Y et de A.

Par exemple, une famille de symboles (ay) a support dans Uy, qui est bornée
dans S(1, g) est uniformément confinée dans les Uy,.

1.2 Décomposition intégrale des symboles

Nous rappelons ’existence de g-partitions de l'unité ([B&L] théoréme 3.1.3).
Il s’agit d’une famille bornée dans S(1,g) de fonctions ¢y a support dans Uy,
vérifiant

V2
/Rz" ey lgy['7dY =1, (8)

en notant |gy| le déterminant de la forme quadratique gy.
En posant ay = M(Y ) lapy, pour a € S(M, g), on peut ainsi écrire a comme
une intégrale

a(X) = [ M(Y)ay (X) lgv[* ¥ (9)
ou les ay soient uniformément confinés. Plus précisément, on a
Vk, 3C, VY, lay 1k ont(gvir) < C llallx;smg) - (10)

Réciproquement, si ay est une famille de symboles uniformément confinée,
Iintégrale (9) est convergente et définit un élément de S(M,g). On a en outre

Vk, 3C, AU lallksarg) < CS‘){P llay ll1 cont(e,v,r) - (11)
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1.3 La fonction A,
Nous noterons A,(X,Y) la quantité suivante, qui exprime 1’éloignement (pour
g°) de deux g-boules,

AT(X, Y) =1 + sup {gg((UX,r - UY,r) ) gg'(UX,r - UY,r)} .
en posant
9%(Ux, — Uy,) = inf {gg((X' - Y') | X' e Ux,, Y' e Uy,} .

Une conséquence facile de la tempérance est que A, est logarithmiquement
équivalente a la quantité obtenue en remplagant sup par inf dans sa définition : il
existe C' et N tels que 'on ait

A(X,Y) <C(1+inf {g%(Ux, — Uy,) , 95Uxr — Ur) D" - (12)

La métrique étant définie sur tout R?", la fonction A, est aussi logarithmiquement
équivalente a la fonction 6,(X,Y) introduite dans [B&L] (voir les formules (3.1.11)
et (3.2.3) ainsi que la remarque 3.1.2), si bien que I'on a

3¢, 3N, VX, /Rz A(X, V)N gy [2dY < C . (13)

Remarque 1.4 1l résulte de la lenteur et de la tempérance que I’on peut remplacer
(1497 (Y — X)) par A.(X,Y), quitte & modifier les constantes, dans les membres
de droite de (5) et de (7).

1.5 FEstimations de composition
L’intérét principal du concept de confinement est sa stabilité par composition,
‘avec gain de A, ’, exprimée par le théoreme suivant (voir [B&L], théoreme 3.2.1).

Théoréme 1.6 (de biconfinement) On a l’estimation suivante, ot a et b sont
des €léments quelconques de S(R™),

Vk, VN, 31, 3C, ”a#b“k;Conf(g,Y,r)
S C ”a”l;Conf(g,Y,r) ”b"l;Conf(g,Z,r) A"(Y’ Z)_N . (14)

En particulier, si (ay) et (by) sont deuz familles de symboles uniformément
confinées dans les Uy,, pour chaque entier N, la famille des A, (Y, Z)Nay#bz est
uniformément confinée dans les Uy, et dans les Uz, .

On a également les estimations suivantes sur le composé d’un élément de

S(M, g) avec un symbole confiné ou avec un élément de S(M’, g) (voir le théoreme
4.2.2 (c) et la remarque 4.2.6 de [B&L)).

Vk, HC, 31’ ”a#b“k;Conf(g,Y,r)
Vk, 3C, 3, |la#bllk s g

CM(Y) ”a’”I;S(M,g) Ilb”l;Conf(g,Y,r) (15)
C "“”l;s(M,g) ”buz;s(M',g) : (16)
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1.7 Estimations L?
Nous utiliserons enfin les propriétés suivantes (voir [B&L] Proposition 2.4.1 et
Théoreme 4.2.2 (b))

30, 3k, ”aw”L(L?)
EIC, ak’ ”aw”L(L2)

C ”a"k;Conf(g,Y,r) ’ (17)
C ”a'"k;S(l,g) . (18)

1.8 Remarque importante

Les constantes intervenant dans (12), (13), (14), (17) et (18) ne dépendent
de g que par l'intermédiaire des constantes C et N de (3) et (5). Cela résulte
directement des énoncés de [B&L] ol leurs expressions sont explicitées.

En particulier, pour la famille des métriques constantes (c’est-a-dire telles que
les gx ne dépendent pas de X), on a C = N = 1, et les constantes peuvent étre
choisies indépendamment de g.

De méme, les constantes intervenant dans (10) (& condition de choisir la par-
tition de 'unité définie par le procédé systématique du théoreme 3.1.3 de [B&L)),
dans (11), (15) et (16) ne dépendent que de C, NV et des constantes C et N de (6)
et (7) relatives aux poids qui y figurent.

2 Théorie de Littlewood-Paley

Comme le lecteur pourra s’en rendre compte en lisant la démonstration de la
proposition (2.4) et du théoréme (2.7) , décomposer un symbole confinés en série
de produits de symboles confinés est trés important. Un résultat de R. Beals [Be]
assure que tout a € S(R") peut se décomposer sous la forme a = bf#c, ou bet c
appartiennent & S(R"). En outre, dans le cas ou la métrique g est symplectique
(9 = ¢°), on déduit facilement de sa démonstration un contréle des semi-normes
de confinement de b et c a partir de celles de a.

Nous allons dans le cas général, en précisant les arguments de [B&L] (propo-
sition 6.1.1), obtenir une décomposition des symboles confinés un peu plus com-
pliquée, mais qui nous rendra les mémes services.

Théoréme 2.1 Il existe une constante C telle que, pour tout r assez petit et toute
famille (ay) uniformément confinée dans les Uy,, il existe des fonctions by, et
cy,, appartenant @ S(R™), pour Y € R™ et v € N, telles que l'on ait

oo
ay = Z bY,u#cY,u ’
v=0
et que, pour tout N € N, les familles (14 v)Nby,, et (1+v)Ney,, soient uniformé-
ment confinées dans les Uy c,.

En notant que les espaces Conf(g,Y,r) et Conf(gy,Y,r) sont identiques par
définition, on voit qu’il suffit de démontrer un résultat de décomposition pour une
métrique fixe (¥ = gy) et une boule de cette métrique (que I’on pourra supposer
centrée a 'origine), a condition d’avoir un contrdle des semi-normes indépendant
de 7. C’est ce qu’exprime le lemme sujvant,
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Lemme 2.2 [l eziste une constante C > 1 et, pour tout r > 0 et toute suite
(My) de nombres positifs, des suites My, N € N telles que l’on ait la propriété
suivante. Soit v une forme quadratique définie positive sur R®" vérifiant v < 4°
et soit a € S(R") vérifiant ||ally contiy0,r) < Mk pour tout k. Il existe alors des b,
et des ¢, appartenant @ S(R™) tels que l'on ait a =3, by#c, et

A+ )V 15l contivoen < M L+ )V llenllk contirocn < Min -

La formule (2) peut s’interpréter ainsi : ’application # qui au couple (b, c) fait
correspondre b#c se décompose de la maniére suivante

#=poVoT

ol 7 est application de produit tensoriel de (S(R**))? dans S(R*"), ot V est
l’opérateur unitaire appliquant S(R*") dans lui-méme défini par

V(X Xp) = a7 [ [ermXnXe Vil f(y, v,y dvs dY,s

et ol p est ’application de restriction & la diagonale, appliquant S(R**) dans S(R?").

La stratégie de démonstration du lemme 2.2 est alors claire : on choisit une
fonction ®(t) € C(R), a support dans | — 1,1 et égale & 1 au voisinage de
Porigine ; un symbole a tant donné, on pose

X1+ X, X —-X;
+ )(I,(’Y( )).

2 r?

9(X1,X,) = a(

On pose ensuite
F(Xa, Xa) = V7g(Xa, Xo) = 7~ [ [I-0X¥lg(v, 1) dY, Y,

Il est facile de voir que ’on a des estimations du type suivant, en posant r’ = 2r,

_— -k -k
10r, ... 81,9(X1, Xo)| < M (1447 (X1 =Up)) ™ (1447 (X2 =Uy)) ™ pour I <k,

(19)
ou les T} sont des vecteurs de RY, ou de R¥, vérifiant 4(7;) <1, les constantes
M. ne dépendant que de r et des M. Des intégrations par parties assurent que
Popérateur V* respecte les estimations (19). Ensuite, il ne reste plus qu’a dé-
composer f sous la forme f(X1,X;) =3, b,(X1)c,(X2) pour avoir le résultat, en
contrélant bien entendu les semi-normes de confinement indépendamment de 7.

Nous allons donner maintenant donner une définition ‘a la Littlewood-Paley’
des espaces de Sobolev associés a une métrique de Hérmander g, ainsi que leurs
premiéres propriétés.

Soit (¢y) une g-partition de 'unité (voir (8)) a support dans des boules de
rayon r/C, et soient py = Y, ¥y, #0y, les décompositions en symboles confinés
dans les Uy, fournies par le théoreme 2.1.

Définition 2.3 Soit M un poids admissible. L’espace de Sobolev noté H(M,g)
(ou H(M) lorsque le contexte est clair) est ’espace des u € S'(R™) vérifiant

5 [ My oy,

v=0

2
L2l [?dY < oo
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C’est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire
(@ [nan =2 [ MO (88,0 | 6,0),, lov[2dY < co.
v=0

La proposition suivante montre que la définition des H(M) ne dépend pas des
choix des @y, ¥y, 0y,

Proposition 2.4 Soit u € S'(R™). Pour que u appartienne ¢ H(M), il faut et
il suffit que pour toute famille (ay,) de symboles indexée par R*™ x N qui vérifie
pour toul k
2
S‘}‘,PE lavw Ik contry < (20)
v

on ait

2_% / MY o, lov 2 dY < oo (21)

La condition est évidemment suffisante, montrons qu’elle est nécessaire. En
écrivant u comme l'intégrale des ¢¥%u, on obtient

2’ = zu:z; _/ / "W#aw"»"a%’d)%llc(m) ag)‘u"m "05“’»#" L2
lgs[*/* dS lgr[V?dT . (22)

w
" aY,uu

La norme dans £(L?) de a* étant majorée d’apres (17) par Co |lal|y ,cont(s,vr)
avec des constantes Co et k universelles, le terme ||-|| £(L?) ci-dessus est majoré,
d’apres le théoreme 1.6, par

CALS,Y) ™ NA(TY) ™M1+ N1+ 1) ™ llavull} consr) > (23)

pour tout N avec p = p(N) et C = C(N).
En notant R le membre de gauche de (21), on déduit donc de (22) et de (23)

R<3 J[ K(S.3:T,00M(8) |08, M(T) |08, ., lgsI"* S ozl ar,
u

ou on a ’estimation
K(S,\T,p)<C'Y / M(Y)*M(S)" ' M(T)™*A,(S,Y) "N A(T, V)N

(14N (14+p)7N ”aYv"”z;Conf(Y) lgy |1/2 ay . (24)
D’apres le lemme de Schur, il suffit de prouver que ’on a la relation

sup Z/ K(S,XT, ) lgr|"/* dT (25)

3 S
ainsi que la relation symétrique pour obtenir I’estimation

2 €
R<CY [ M [0, lor(*dT = O Jullyary < oo
m

La relation (24) entraine facilement (25) pourvu que I’on ait choisi N = P+ Q
assez grand pour que AP absorbe les rapports M(-)/M(-) (voir la remarque 1.4)
et que A9 soit sommable (voir (13)). Cela achéve la démonstration.
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Corollaire 2.5 Soient M et M, des poids admissibles. Pour tout a € S(M,g),
Popérateur a* applique continiment H(M,) dans H(M,/M).

Il s’agit de prouver que l’on a

R=Y / MY MY |08, 0, lov 72 dY < oo

D’apres (15), Papplication b — M(Y)~'b#a est continue de Conf(g, Y,r) dans lui-
méme avec des semi-normes indépendantes de Y. La famille des by, = M(Y)"'0y, #a
vérifie donc la condition (20), et la finitude de

R=3 [ My(Y) [bvoulls lov [ dY

résulte de la proposition 2.4.
On démontre de maniére analogue que ’espace H(1) est identique a l’espace
L? ce qui est rassurant.

2.6 Inclusion dans les espaces L?

Nous dirons que la métrique g est scindée si on a gx(t,7) = gx(t, —7), ce qui
équivaut a dire qu’il existe des formes quadratiques définies positives g; x et g2 x
sur R™ avec gx (t,7) = g1,x(t) + g2, x (7). Pour de telles métriques, on peut énoncer
I’analogue des théoremes d’inclusion de Sobolev.

En admettant le point (b) du théréeme 4.2, qui sera bien sur démontré ulté-
rieurement, on peut énoncer le théoréme suivant :

Théoréeme 2.7 Supposons la métrique g scindée. Soient M un poids admissible
et p €]2,+00]. Nous noterons Q, l’ensemble des = € R™ tels que la quantité

hy(2) = | M (z,€)

L2p/(P—2)(d¢) (26)
soit finie.

(a) Pour tout x € Q, lapplication u — u(zx) définie sur S se prolonge en une
application linéaire continue, notée encore u — u(z), définie sur H(M) , et on a

[u(z)] < C |lullprary hoo(2) 5 (27)

la constante C' ne dépendant pas de x € Qoo. En outre, dans tout ouvert w C Qo ot
la fonction ho, est localement bornée, la restriction d’une distribution u € H(M)
est une fonction continue.

(b) Soit 2 < p < co et supposons que la mesure de Q, soit > 0. Alors ’application
U - h,‘,‘lulQ définie sur S se prolonge en une application définie sur H(M) qui
vérifie ’

u

2l <Ol -
P

Lr(Qp)

En particulier, dans tout ouvert w ou la fonction h, est localement bornée, la
restriction d’une distribution u € H(M) est une fonction de L}, (w).
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La condition obtenue ne dépend que du poids M et non de la métrique. Dans

le cas ou M(z,{) = (1 + |€|2)3/2, on retrouve les inclusions de Sobolev classiques.

Le point essentiel de la démonstration est a nouveau une propriété relative
a une métrique fixe. Des intégrations par parties adaptées & la métrique v dé-
montre facilement que, pour tout r > 0 et tout entier N, il existe C > 0 et
k € N tels que pour toute fonction § € S(R*™) et toute forme quadratique scindée
v = 11(dz?) + 72(d€?) vérifiant ¥ < 4°, on a

- N -
(147 = 00) " 18°u(@)] < C 11011k controry 2l llullzz

en notant U; la boule de R™ définie par v,(z) < r?. On utilise alors la dé-
composition suivante

u=3 [ o0ulor?ay .

La propriété ci-dessus, la relation de tempérance et le lemme de Schur, assurent le
résultat annoncé pour p = oo. Losque p est strictement compris entre 2 et oo, on
procede par interpolation.

3 Caractérisation des opérateurs pseudo-diffé-
rentiels

Le résultat le plus important de cette section est le théoréme 3.3 qui caractérise
les opérateurs pseudo-différentiels a* en termes de norme dans £(L?) de commu-
tateurs de localisés de a¥. L’essentiel de la démonstration réside dans le lemme 3.2
et consiste en ’étude du cas d’une métrique constante «, c’est-a-dire d’une forme
quadratique définie positive vérifiant v < 4.

Définition 3.1 On note Op S(1,7) l’espace des opérateurs A de S(R™) dans
S'(R™) pour lesquels les semi-normes suivantes sont finies :

|||A|||k;», = sup [[(adLi)e--o(adLy) 'A||L(L2)

p<k;v(Ty)<1

ou les opérateurs L; sont les quantifiés de Weyl des formes linéaires X v [T}, X].

On a utilisé la notation classique ad L - A du commutateur [L, A]. Remarquons
que l'on a ad L; - a¥ = (Or,a)".

Il est clair que @ € S(1,7v) entraine a¥ € Op S(1,7), et il résulte facilement
de (18) et de la remarque 1.8 que I’on a un contrdle uniforme en v des semi-normes
de a¥ a partir de celles de a. La réciproque est exprimée par le lemme suivant.

Lemme 3.2
(a) Un opérateur A appartient ¢ Op S(1,7) si et seulement si on a A = a* avec
a € S(1,7). En outre, pour tout entier k, il existe C et | indépendants de v tels
que lon ait

lallx,sq. < C lla®lli;.
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(b) Quels que soient k € N et 0 €]0,1], il existe C et l indépendants de v tels que
lon ait
lally s < C ANz AN -

Rappelons (voir par exemple le théoreme 18.5.9 de [Ho]) qu’a toute transfor-
mation linéaire symplectique ¥ de R**, on peut associer un opérateur unitaire U
sur L? tels que (a o x)” = U 'a“U. L’énoncé du lemme étant invariant par de
telles transformations, cela nous permettra de supposer que l’on a

_Zd:c +d§2

ou ’hypothese v < 7 se traduit par a; 2 1. Nous noterons v, = ¥ dz?/a? la
composante selon R™ de +.

Pour un v donné, la partie (a) du lemme 3.2 se réduit a la caractérisation
classique des opérateurs de la classe Sg, . Il suffit de suivre la démonstration de
la caractérisation des opérateurs pseudo-différentiels de la classe 534, due a R.
Beals (voir par exemple [He] p. 52), en contrdlant soigneusement ’uniformité par
rapport a 7. Le résultat d’interpolation (b) résulte d’une d’interpolation dans I’é-
chelle des espaces de Sobolev. Grace a la décomposition démontrée au paragraphe
précédent, on déduit de ce lemme le théoréme suivant :

Théoréme 3.3

Posons
41k op sty = sup M(Y)™ (@d L)oo (ad Lp) - (6%, 0 A)| 1) 5 (28)
gy(T)(l

ou les opérateurs L; sont comme ci-dessus. L’opérateur A est de la forme a* avec
a € S(M,g) si et seulement si ces semi-normes sont finies, et on a les relations

Vk, 3C, 3, lalle,siarg < C lla*lliopsiag) »
vk, ¥0 €101, 3C, 3, lallspryy < C lla*losop searg) Nla® lisop searsy -

Remarque 3.4 Dans le méme esprit, une caractérisation des opérateurs de classe
S%/2,1/2 @ été donnée dans [C&M] et pour les opérateurs de la classe S) , dans [Ue].

4 Autour des opérateurs inversibles

Nous allons démontrer, pour tout poids admissible M, I'existence d’un groupe a
un parametre de symboles b, € S(M?,g), ce qui implique ’existence de symboles
inversibles de tout ordre.

Définition 4.1 On dit qu’une fonction a de classe C* définie sur R*™ est un
symbole comparable a log M si on a

sup la(X) —log M(X)| < oo (29)
;up |6T1 cee aTka(X)| < o (30)

%

pour chaque k > 1, les vecteurs T; vérifiant gx(T;) < 1.
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On voit facilement qu’une telle fonction appartient a S(L,g), ou L est le poids
admissible L(X) = 1 + |log M(X)|.

Remarque 4.2 1l est bien connu qu’il existe des a € S(M, g) équivalents & M, c’est-
a-dire vérifiant (M(Y)/a(Y))*! < C* (on dit que a est un poids régulier). On
peut prendre par exemple a = [ M(Y)py lgylll 2dY ou (¢y) est une g-partition
de I'unité. La fonction loga est alors comparable a log M.

Il est facile de vérifier que l’espace des fonctions comparables a log M est
Pespace affine loga + S(1, g).

Le théoréme clef pour la démonstration du théoreme est le suivant :

Théoréme 4.3 Soit M un poids admissible et a comparable a log M.

(a) Soit m un poids admissible et by € S(m,g). Il existe une unique application
(t,X) + by(X) de classe C*™ sur R x R?", égale a by pourt =0, telle que l'on ait
b, € S(mM?,g) pour tout t et

(b) Dans le cas m = by = 1, l’unique solution de (31) vérifie également Ob, /0t =
bi#ta et on a
b#tb, = by, , b € S(M',g),

quels que sotent s et t.

La résolution de cette équation différentielle linéaire (autonome) nécessite une
localisation dans I’espace des phases. L’idée de base est la suivante. Soit b; une
solution vérifiant les conditions de la partie (a). Nous avons vu que a € S(1 +
[log M|), et il résulte alors facilement de I’équation (31) que I’application ¢ — b,
est de classe C! sur l'intervalle [T, T)] & valeur dans ’espace de Fréchet S (’Mv, 9)
avec M = m(1 + [log M|)(M + M~')T. Posons

CtY,u = m(Y)_lM(Y)"tay,,,#bt .

Les ¢y, constituent une famille uniformément confinée pour chaque £, sont de
classe C! par rapport a t, et vérifient I’équation

0

L = (V) M(Y) Oy — log M(Y)) b
En intercalant une partition de I'unité, on obtient une équation différentielle
linéaire (non automone) sur la famille des c;y,,. Le fait que « soit un symbole
comparable 3 log M permet de démontrer une estimation de confinement uniforme.
Nous ignorons si, pour une métrique de Hormander générale, un symbole a est in-

versible au sens du calcul symbolique dés que a® est inversible en tant qu’opérateur
entre espaces de Sobolev. Nous donnons ci-dessous deux conditions portant sur la
métrique g pour qu’il en soit bien ainsi. La premiere d’entre elles remédie au fait
que la fonction A, (Y, Z), qui mesure dans tout le calcul I’éloignement de Y et Z,
ne satisfait pas a I'inégalité triangulaire.

XXITI-12



Définition 4.4

(a) On dit que la métrique g est fortement tempérée s’il existe une fonction positive
(X,Y) — d(X,Y), définie sur R x R?", vérifiant l'inégalité triangulaire, telle
qu’il existe C >0, N >0 et r > 0 avec

(x/9r)™ < c(1+dx,¥))" (32)
1+d(X,Y) < CA(X,Y)V. (33)

(b) On dit que la métriqgue g est dominée par une métrique fortement tempérée
s’il existe une métrique de Hormander fortement tempérée g telle que l’on ait

gx(-) < gx(v) N (34)
(V92 < c(L+59(¥ - 2)) (35)

Remarque 4.5 La majoration (33) par A,(X,Y) et non pas par g4 (X —Y) est plus
restrictive qu’il ne parait : pour gx(X —Y) < r cela impose d(X,Y) < C', et la
distance d doit donc étre majorée, & une constante pres, par la distance géodésique
pour g. Dans le cas d’une métrique symplectique, la condition de forte tempérance
coincide essentiellement avec ’hypothese faite dans [Un], [Br] et [Le].

Ezemple 4.6 Métriques de type (p,6)
Ces métriques, définies par

gx = (6)26d$2 + <£)—2pd€2 , (6) = (1 + |£|2)1/2 :

sont des métriques de Hormander pour 0 < § < p < 1, § < 1. On vérifie
aisément que, pour 0 < § < p < 1, la métrique g est fortement tempérée , la
distance d(X,Y) = |(€)'~° — (n)'~*| satisfaisant (32) et (33). Dans le cas général
(0 <6 <p<1,6<1),lamétrique est dominée par une métrique fortement
tempérée, la métrique de type (6, ) par exemple.

Le théoréme principal relatif a cette question est le suivant :

Théoréme 4.7 Supposons que g soit (dominée par une métrique) fortement tempérée.
Soit a € S(1,9) tel que (a®)~! existe dans L(L?). Il existe alors a' € S(1,g) tel
que afta’ = d'#a = 1.

11 suffit de I’obtenir pour une métrique g fortement tempérée. En effet, il résulte
de I’hypothese (35) que les poids du type Mr(Y) = gy(T)?, ou T est un quel-
conque élément non nul de ’espace des phases R22.11 résulte de I’hypothese (35)
que les M7 constituent une famille de poids pour la métrique g, dont les con-
stantes de lenteur et de tempérance sont uniformes en T'. D’autre part, la fonction
Ora appartient & S(Mr,g) C S(Mr,§) avec des semi-normes majorées uniformé-
ment en P et T.Si’on suppose le théoreme d.’emontré dans le cas d’une métrique
fortement tempérée, g, il existe a’ € S(1,§) tel que a#a’ = a'#a = 1.

Pour T appartenant & R?", on applique (16), assorti de la remarque 1.8, & la
formule

Brd' = —d'#dratid
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il en résulte que les ||0ra’||;,5(rr, ) sONt Majorés par des constantes Cy indépen-
dantes de T. En particulier, pour k = 0, on obtient |8ra’(Y)| < Cogy (T)*/? d’ou
la conclusion par une itération évidente.

Lorsque la métrique g est fortement tempérée, on peut démontrer 1’existence de
constantes Cy et ko ne dépendant que de g, et pour chaque entier k des constantes
Ch, k1 et Ny telles que P’on ait, pour b € S(1,9),

w p—2k 2k
Y Ml op 10y < CrE+HD™ (Collblliy 509)) (Ct IBll i) (36)

Nous allons nous commencer par démontrer que 1—b est inversible dans S(1, g)
lorsque b € S(1,g) avec ||b'”||L(L2) < 1. Pour chaque entier k, et pour un § <1 a
déterminer ultérieurement, il existe d’apres le théoreme 3.3 (b) des constantes C
et k telles que

)l 0p 51,0 < € MY o705 s01.0) NE?N 00 502.0) -

En majorant [[(6) ;0,504 &réce & l'inégalité (36) et en utilisant la relation
suivante

1Y loropsiagy = sup |05 (5) ) < ' 167 Moay

on obtient
Il o s < CCT*CEp+1Y(Co bl s) "

(C bl ss00) ™ W81
Nous pouvons maintenant choisir @ assez petit pour que l'on ait

wi(1-0 4
16°1%2) (Co lbllay is1.0)) <1

ce choix ne dépendant que de Cj et ko et pouvant donc étre fait indépendamment
de k. La série de terme général [[(6”)l, 0, 5(1,5) Converge alors pour tout k.

La série 3" b#? converge donc dans S(1,g) ce qui montre que 1—b est inversible
dans S(1,g).

Si maintenant a € S(1, g) est inversible dans £(L?), il suffit de montrer I'inversibilité
dans S(1,g) de a#ta. L'opérateur A = a¥a™ est autoadjoint, inversible et positif
dans L? et on a donc

cllullze < (Au |u)pe < Cllullz,

avec 0 < ¢ < C. On peut écrire A = C(I —b*) avec [|6*|| 12y < (C—c)/C et on
est ramené au cas précédent. Cela achéve la démonstration du théoreme.

Lorsque la métrique g est (dominée) par une métrique fortement tempérée, on
peut donner des espaces de Sobolev une définition ‘a la Littlewood-Paley’ plus
agréable que celle que nous avons donnée dans la section 2.

Théoréme 4.8 Supposons la métrique g (dominée par une métrique) fortement
tempérée, et soit py une g-partition de 'unité a support dans les Uy, .
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(a) Il existe une famille Yy uniformément confinée dans les Uy, telle que l'on ait

[ vty lgy|?dY =1.
(b) Pour que u appartienne @ H(M), il faut et il suffit que ’on ait

[ MY lleulia lgv M dY < oo

Il est clair que (a) entraine (b), le premier membre de la relation ci-dessus étant un
cas particulier de la définition 2.3 de ||u||fq( M) €n choisissant Yyo = Yy, Oyo = ¢y
et ¥y, = Oy, = 0 pour » > 1. La démonstration de la partie (a) résultera du
fait que Popérateur A = [ (p¥)? |gy|1/ 2dY est inversible dans L(L?) ce qui se
démontre a ’aide d’une variante du lemme de Cotlar. D’aprés le théoreme 4.7,
Pinverse de A est de la forme ¢ avec ¢ € S(1,¢). On a donc

1= / c#ovitor lov[?dY .

11 suffit de poser ¥y = c#py, cette famille étant uniformément confinée d’apres (15),
pour achever la démonstration du théoreme.
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