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Sur des estimations des valeurs propres
d’opérateurs elliptiques

Yuri V. Egorov

Nous continuons ici l’étude du spectre négatif d’opérateur elliptique d’ordre
2m, qui a été initiée dans nos travaux avec le Prof. V.A. Kondratiev ~1~-~4~.

1. Evaluations du nombre de valeurs propres négatives.

Soit Q un domaine de R’~ et L un opérateur elliptique défini sur Q, d’ordre
2m, symétrique et positif, si on l’a pris avec les conditions de Dirichlet nulles

L’exemple le plus important est l’opérateur -~ . Le spectre de L se trouve sur
la partie positive de l’axe réel.

Soit H = L - V (x) l’opérateur de Schrôdinger, la fonction V étant réelle
positive. Alors le spectre de ~ est situé sur l’axe réel, ma.is il peut différer
de celui de L. Par exemple, il peut devenir R tout entier, mais dans des cas
réguliers, en particulier, lorsque la fonction V est bornée avec support compact,
il peut comprendre seulement un nombre fini de valeurs propres, situées sur le
demi-axe négatif. Le problème principal ici est d’évaluer leur nombre lV. (~’est
un problème très important en mécanique quantique et c’est aussi un problème
intéressant en théorie spectrale des opérateurs différentiels.

Un des nos résultats centraux de [4] est le suivant

Théorème 1. Soit Na le nombre de valeurs propres À de l’opérateur H,, ’, telles

que A  -a, c~ &#x3E; 0. Soit Va(x) = a, 0) et soit xo un point arbitraire
de R’~ .
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Pour démontrer cela nous avons utilisé un lemme de Rosenblum sur une par-
tition spéciale du cube de dimension n. Maintenant je voudrais donner une autre
démonstration, basée sur la construction du travail de P. Li - S.T. Yau [8]. (Voir
aussi [10] - [11].) Ce procédé permet de trouver de meilleurs valeurs des con-
stantes. Elle donne aussi des évaluations des valeurs propres pour le problème
suivant:

Démonstration. Soit le domaine Q borné avec frontière réguliere. (Plus
tard nous pouvons facilement éliminer cette hypothèse utilisant un passage à
la limite). Soit l’ensemble des fonctions propres du problème (1 )-(2),
satisfaisant l’équation

L’orthonormalité signifie ici que

Soit
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C’est évident que la fonction satisfait les conditions de Dirichlet

nulles en les variables x et y et

Nous séparons trois facteurs dans l’expression sous le signe intégral et appli-
querons l’inégalité de Hôlder avec les exposants p, 2) est, p:

Maintenant nous appliquerons dans l’intégrale par rapport à variable x l’inégalité
de Hôlder avec les exposants 2, 2pj(p - 2) et p. Nous avons

Considérons séparement les trois facteurs obtenus. Le premier fa,cteur peut
être évalué à l’aide de l’inégalité de Sobolev:

qui est vraie pour n &#x3E; 2m, 2  p  2n~~n - 2m) quelles que soient les fonctions
u E Si n  2m et n est impair, alors l’inégalité (3) est valide sous les
conditions suivantes:

Par exemple, si Q ~ R’~, on peut prendre pour xo un des points frontières. Alors
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Ici nous avons utilisé le fait que la fonction satisfait l’équation

Pour étudier le second membre, nous posons

C’est le coefficient de Fourier de la fonction

Nous avons

Enfin, le dernier facteur est la puissance 1l p de l’intégrale
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C’est pourquoi

ou

Puisque ho(t) = -h1(t~~2, nous avons obtenu une inégalité differentielle. En
intégrant celle-ci, nous obtenons l’évaluation suivante:

et parce que hl (t~ &#x3E; choisissant t = (p20132) ~~~~? nous obtenons que

o

l.e.

Pour terminer la démonstration du Théorème 1 il suffit de remarquer que le
nombre llTo de valeurs propres négatives de l’opérateur H coïncide avec le nombre
de valeurs propres du problème ( 1 )-(2~, qui sont inférieures à 1. Si pk est la plus
grande d’entre elles, alors il s’ensuit de (5) que

Si n  2m et n est pair, alors l’inégalité (3) sous les conditions (4) est rem-
placée par l’inégalité

et l’intégrale 7g est remplacée par l’intégrale

Si n  2m et xa n’est pas un point frontière, à la place de l’inégalité (6) on obtient
l’inégalité 

-- ~ -

où est le nombre des conditions supplémentaires (4).
La démonstration est finie.
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Remarque. Adaptant la méthode de notre travail [4] , on peut rer~z~lacer la
fonction du théorème 1 par la fonction (V (~~ - Cm,nlx - xol-21n)a, o ù la
constante Cm,n ne dépend que de m et n.

Appliquant les méthodes des travaux de Fefferman [5] et de Kerman, Sawyer
[6], on peut démontrer le résultat suivant. Etant donné un cube dans Rn, @ son
double sera le cube de même centre et d’arête double.

Théorème 2. Soit n &#x3E; 2m. Il existe des constantes positives c et C, dépendant
de n seulement, telles que les propositions suivantes sont vraies:

(A) Soit a &#x3E; 0 et ..., ~N un ensemble de cubes ayant leur arêtes  a-I/2m,
tels que leur doubles sont disjoints et F(V, ~~~ &#x3E; C, où

Alors l’opérateur H a au moins N valeurs propres , qui sont inf érieures à -a.

(B) Inversement, soit a &#x3E; 0 et supposons que H ait au moins CN valeurs pro-
pres, qui sont  -a. Alors il existe des cubes Ql, ..., QN de dimensions inférieures
ou égales à a-l/2m J qui sont disjoints et pour lesquels ~~~ &#x3E; c, j =1, ..., N.

2. Evaluations de la première valeur propre négative

Soit L et H les mêmes opérateurs qu’au §1. Considérons des estimations de
la première valeur propre négative, qui est de grande importance pour beaucoup
de problèmes, théoriques et appliqués.

Dans le travail [5], Fef~erman a obtenu l’estimation suivante pour la première
valeur propre négative de l’opérateur Ho = -~ - V~x~:

où 6) est la boule de rayon 6 centrée au point r et

1  p  oo , les constantes c et C ne dependant que de n et p.
Cette estimation à été ensuite a,meliorée par Schechter [7] qu’a obtenu le

résultat:
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Kerman et Sawyer ont obtenu dans le travail [6] l’estimation suivante:

ou

et Q est un cube dont la longueur de l’arête est q. (Tout cela concerne le cas
m = 1, L = -0, n &#x3E; 3 seulement.)

Maintenant nous pouvons démontrer le théorème suivant pour toutes valeurs

de m et n, quel est assez élémentaire.

Théorème 3. Soit m &#x3E; 1, n &#x3E; 2m et ~I1 la première valeur propre négative
de l’opérateur H. Alors

où p &#x3E; est le cubes centré au point xo et dont la longueur de l’arête 8.

Démonstration. Il s’ensuit du principe variationnel que

C’est pourquoi -a1 &#x3E; C, si C est une constante, telle que

pour une fonction quelconque uo e Cf: (Rn).
Soit Q’ un cube de même centre que Q, et de longueur d’arête 26 et soit 

une fonction de Câ ~~’), égale à 1 dans Q. Alors

et

Les constantes C2 et C3 sont indépendantes de 6 et nous pouvons prendre Ci
égale à C2 + C3. Par conséquent, nous avons
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Donc, la minoration de -.11 est démontrée.
D’autre part, le principe variationnel donne l’égalité

Par conséquent, -À1  C4, si C4 est une constante telle que

où Q est un cube de longueur d’arête 8 et de centre le point xo. C’est évident

qu’en eff~et le signe &#x3E; dans la définition de p peut être substitué par le signe
d’égalité. Partionnons l’espace R n en des cubes Qj d’intérieurs disjoints et de
longueur d’arête Jl-l/2m. De la définition du nombre y il résulte que

où Xj est le centre du cube Qje Nous avons
r

Ici p’ = p~(p -1)  n~(n - 2m). Si ~o est le cube unité centré à l’origine, alors
il existe une constante ap telle que

Après la substitution x = by nous obtenons l’inégalité

qui est valide pour toutes u E Hm(Qj). Donc si cilp = a-1 ao, a,lors
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Par conséquent, nous avons démontré que -a1  La démonstration est

finie.

Conséquence. Si V(x) :5 et n &#x3E; 2m, alors le spectre négatif
de H est vide.

Il est intéressant d’obtenir des estimations semblables dans le cas n  2m. Il

se trouve que le théorème suivant est vrai.

Théorème 4. Soit m &#x3E; 1, et première valeur propre négative de
l’opérateur H. Alors

où a &#x3E; 2m - n, Q est un cube, centre au point xo et de longueur d’arête 6.

La démonstration de ce théorème est assez élémentaire et analogue à celle du
théorème 3.

Les raisonnements semblables permettent la généralisation suivante de nos
résultats de [2].

Soit V(x) un potentiel positif tel que

Soit Q un cube tel que

Utilisant des sections de Q par des plans, parallèles aux faces de Q et passant
au centre de Q, nous pouvons diviser Q en 2 n petits cubes Q1, ... , Q2n et choisir
parmi eux ceux pour lesquels

Après cela nous pouvons partager ces cubes de la même manière, choisir les
plus petits cubes, pour lesquels les valeurs des intégrales sont strictement plus
grandes que ap; nous pouvons les partager de nouveau et arrêter ce procédé
seulement quand les valeurs de toutes les intégrales sur les cubes obtenus sont
 ap. Soit le nombre de cubes ainsi obtenus, dont la longeur d’arête est
 
~ 

Théorème 5. Soit a &#x3E; O, n &#x3E; 2m, p &#x3E; n~2m, fV(x)Plx - xol2mp-ndx 
oo, Na le nombre des valeurs propres de l’opérateur H, qui sont stricternent
inférieures à -a. Alors
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Soit qj la longueur de l’arête du cube Qj. Alors

où la constante C ne dépend que de m, n, p.

3. Estimations de valeurs propres pour le problème de Sturm-
Liouville

Considérons le problème de Sturm-Liouville suivant:

où

a et # sont des paramètres réels.
Soit Àk la k-ième valeur propre de ce problème et

Théorème 6. Si a  -1 et ~ &#x3E; 1, alors tCl &#x3E; co, où Co &#x3E; 0. Pour toutes

les autres valeurs des paramètres a, (3 la valeur ¡LI n’est pas minorée par une
constante positive independant de p et q.

Si a &#x3E; 0  0 ou -1/2  a et 2:: lia + 2, alors tcl  cl. Pour

toutes les autres valeurs des paramètres a, f3 la valeur tc1 n’est pas majorée par
une constante independant de p et q.

Ce théorème est démontré à l’aide du principe variationnel et de l’analyse
detaillée des inégalités obtenues pour toutes les valeurs des paramètres a et (3.

Utilisant des propriétés des fonctions propres nous pouvons estimer aussi les
autres valeurs propres Àk pour tout 1~ &#x3E; 1.

Théorème 7. Si a  -1 et (3 &#x3E; 1, alors
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où co &#x3E; 0. Pour toutes les autres valeurs des paramètres 0152, {3 et pour tout k &#x3E; 2 la

valeur J.1k n’est pas minorée independamment de p et q par une constante positive.
Sia&#x3E;0 alors

Pour toutes les autres valeurs des paramètres a, ¡3 et pour tout k &#x3E; 2 la valeur

Pk n’est pas majorée independamment de p et q.
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