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Introduction et énoncé des résultats

Nous allons ici étudier le spectre d’opérateurs du type suivant :

Où A1, ~ ~ ~ , An, V, p E R)Vf-périodique, r étant un réseau de Rn, ’P est bornée
ainsi que toute ces dérivées. Les dérivées d’ordre non nul des Ai,1  i  n sont bornées.

Buslaev [Bu], Guillot - Ralston - Trubowitz [Gu.R.T.] ont utilisé

pour l’étude des solutions de l’équation :

En considérant PA, cp comme opérateur h-pseudo- différentiel en x de symbole à valeur
opérateurs, ils ont construit des solutions approchées (BKW) de l’équation (3).

C.Gérard - A. Martinez - J.Sjostrand [G.M.S.] ont utilisé la même idée pour une ré-
duction spectrale de l’opérateur Ils ont prouvé que l’étude du spectre U(PA,cp) de
PA, cp au voisinage d’un point Ào, se ramène à celui d’un système N x Nh-pseudo-diffé-
rentiel hDx +A(x), À, h) défini sur V N où Vo = {u C-, 6(x - E

£2(fu) }

+00

D’après la théorie de Floquet, a(P) = ’ U Jk Jk = ~k(R’~~p*), où sont les
k=0

valeurs propres de Floquet associées à P = -0 + V, r* ; le réseau dual de r. On fixe un
intervalle I qui ne rencontre pas le spectre de P.

Nencin [Ne], Avron-Simon ont démontré que pour tout compact I~ C I, il existe

hK &#x3E; o tel que !{ n U(PA10) == §Vh hK~.

Donc, si J est l’ensemble des valeurs d’adhérences de cp à l’infini et si

alors

Soit f e C"O(R) tel que supp f C K. Alors on va démontrer
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Théorème 1. est un compact vérifiant (4~ alors :

avec

Ici ak(~’), l~ &#x3E; 0 désignent les valeurs propres de Floquet associées à i’opérateur
p = -~ + Y(9’). ~

Da.ns le cas d’une bande simple, on donne explicitement les du théorème 1.

Plus précisément on suppose :

(Hi ) Pour un k = ko fixé À(Ç") = est simple pour g E et la bande d’énergie
= Rn /r,* 1 est disjointe des autres bandes, c’est à dire que si

R n/r,*. 

(H2 ) On suppose que

où S = (~+ 2013 ~p+ = sup ~p(x)~0- = inf Où on montre en particulier :
xERn xER

Théorème 2. Sous les hypothèses (I~1 ~(H2 ~ on a :

~c’est à dire ai = 0)

Esquisse de la démonstration du théorème 1

On définit :

E resp E* un domaine fondamental borné du réseau F resp r*Vo = lu E S’(Rn ) tq u(x )
= hy), .e2(f, C) Vo est donc un espace hilbertien unitairement

équivalent 
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Rappelons maintenant qu’à un symbole E i.e. vérifiant : 3ho &#x3E;

0 tq E tq V(x, Ç) E on peut as-
socier un opérateur pseudo-différentiel (son h-quantifié de Weyl)

Pour ç) E en ~ on démontre que les coefficients ¡3) de la
matrice associée à op!: Q( x, ç) (en identifiant Va à £2 (f, C)) :

Si de plus I1 = flz (supp Q) est compact alors est à trace et :

(Par 0(h°°) on désigne une quantité qui est 0 pour tout ~V &#x3E; 0). On note :

Remarquons ici que simplement la norme de dépend de e, de plus on a :

Pour (z, g) E fixé on pose :

l’opérateur auto-adjoint non borné sur H° .

D’après la théorie des opérateurs pseudo-différentiels à valeurs opérateurs voir [Ba],
[GMS], E S°(R~’~, £(I12,g, Iio)). On fixe maintenant zo E R.

Proposition 3. voir aussi fHe - existe un entier ~V &#x3E; 0, un voisinage
complexe W de zo, et des fonctions e H2,o) n C°°(Rx x R~ x Rn)
pour j = 1,2,... , N tels que pour tout (x, ç) E R2n et pour tout z E W l’opérateur:

vérifie les propriétés suivantes :

i) ~ est b~jec~if, uniformément borné a,insi que toutes ces dérivées en x, ~, z
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De plus les fonctions p j vérifient (*)

l’inverse

de ~, z), vérifie (i) et appartient à CN, 1(2,ç E8 CN»

Proposition 4. ([GMS]) Pour z E w, h très petit, 1’opérateur :

~ 
/ I~t T~’ B 1 

- -

est uniformément borné, bijectif, d’inverse £" = ( - borne, -E~.E’-~
~ ~ 

E- ~-~
E-1 E’--~-~ sont holomorphes en z, ici

La matrice de E_+ est égale à la matrice de E-+(x, + A(x), z, h) définie sur 0 1 où
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Remarque 5

a- Les propositions 3.4 restent encore vraies si on remplace zo par un compact de R.

c- Observons que z appartient au spectre de P(x, ~) ssi "zéro" appartient au spectre de
E~ + (~t , 1 , Z ) .

d- Comme R+, R- sont uniformément bornés en h alors :

Soit f E une extension de f telle que af(z) = pour tout N. Alors

où L désigne la mesure de Leborgne sur C ~ R2.

La formule (14) et le fait que Ê est holomorphe en z dans un voisinage de supp f
donnent

Soit ~3(x) E C°°(Rn, R) tel que :

On désigne par ~~+(~,~, z) l’opérateur construit dans la proposition 3 associé à P(x, fl ) =
, - ., , , , , ,
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Posons E_+(~~ ~ + A(xO z, h) = E~ +(x~ ~ + A(~~~ z) + (E-+ (x~ ~ ~ A(x~, z, h)) - E~ + (~ ~ ~ +
où E_+(~, ~, z, h~ est donné par la proposition 4.

Il résulte de (1), (ii) et la remarque 5-c que ; + A(~), z, h), appartient à 
L(C~, eN)) et que c’est un opérateur elliptique uniformément en z dans w (voisinage com-
plexe de supp /), égal à ~--~-(.r~+~4.(.r),~~) 2R, dépend holomorphiquement
de z dans c~.

D’après un résultat de R. Beals [Be] pour les opérateurs pseudo-différentiels, traduit par
[He - Sj]2 dans le cadre semi-classique, on peut trouver GW(x,hDx + A(x~, z, h~ E 
(RN, eN)) holomorphe en z E c~ tel que G(~, ~ + A(~~, z, h) E L(CN, eN)) et

On note E-+, la matrice associée à l’opérateur A(x), z, h) défini sur Vdv,
en identifiant VN 0 à Ê2(r@ CN).

Maintenant nous pouvons appliquer la formule Ê-1 Ê-1 - Ê-1 E_+) Ê-1 et+ + + E-+) +
le fait que E-+ est holomorphe en z pour obtenir :

Comme ~E_+ - -S-+) est a trace et que 8zE-+ = Ê- E+ alors,

Si 0(x) E CO’(Rn) vaut 1 sur un voisinage de 7rz (supp (E_1 - Ê-1» alors :

Lemme 6.- tr -(1/~r~ tr f Df(z) 8z Ê-+Ê-1 L(dz)~] + 0(h°°) (~ est la
matrice associée à l’opérateur de multiplication défini sur v~’~

Preuve : Comme 1B = 7rx (supp E_1 (x, ~, -t-A(x), z, h) - E+ (x, ~ -~ A(x), z, h)) fl supp ( 1 -
0) = 01 alors à l’aide de (9), on démontre que les coefficients N(a,,3) de la matrice

- + +

Donc tr (1/7r) tr Ê-1 Êi§L(dz)j) + 0(h°°) (on rappele que 
est holomorphe en z dans un voisinage de supp /).
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Lemme 7. L’opérateur G(/z) = 
+ est h-admissible (c’est-à-dire il existe une suite aj E 5’°

et une suite RN E pour N &#x3E; No, No assez grand de
N

sorte que + et sup ]  +s. Ici les sont F*
0 

périodiques en ç, et

Preuve : Utilisant 8 /(z) = 0(~Im pour tout 1V, et la remarque 5-e, on obtient

à l’aide d’un résultat de Beals [Be] (voir aussi [Sj]) on démontre :

i) Il existe r(x, ~, z, h) E pour z, h fixés dans ]0, ho] x zl ] E
]0,50],50 assez petit} tq 

dans la zone &#x3E; h et 8z 

ii) admet un développement asymptotique en h.

Maintenant le lemme résulte de (*) et (24) (la périodicité des en g découle de
celle de + A(x), z, h)).

Les lemmes 6, 7 combinés avec la formule (10) donnent (10) donnent (5) du théorème
1, (23) implique :

(tr : désigne la trace au sens matricielle).

La formule de Liouville = où A(z) e et la pé-- 

- 

deta(z)
riodicité de + A(x), z) entraînent :
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D’après la remarque 5-c

(27) 
= 0 ssi il 0 tq z = + Àk(Ç)

(a~(~), désignent les fonctions propres de Floquet associées à - A + V).

Rappelons que pour une fonction holomorphe g( z ), de racines comptées selon leur
multiplicité on a :

Il. 1- rB 1.. 1

Maintenant (26), (27) et (28), sans oublier que 0(x) vaut 1 sur n ~rx Supp ( f(p(r) +k&#x3E;O

a~(z))), entraînent le théorème 1. 
~&#x3E;_o

Esquisse de la démonstration du théorème 2

Dans le cas d’une bande simple JkO = E Nenciu [Ne]2, Helffer et
Sjôstrand [He - Sj]3, ont construit une fonction 0(e) = y(y, 0 E P =
(Dy + 02 + V ( y) ; l’opéra,teur non borné sur Ho de domaine H2,~) tel que : 

~ ( 

i) 0(e) est une fonction Coo en ~ à, valeurs dans Ho .

ii) = 1 pour tout ~ dans 

iii) 9(g + y*) = pour tout 7" da,ns f.

On pose ~1(~) : C -3 ~o,~(~) : C défini par : Rl(~- = 

A l’aide des hypothèses (Hl)(H2) on démontre facilement :

Lemme 8. L ’opéra,teur ’ 
@

: est in-
1

versible pour (x, ~, z) E R 2,, x eu avec un inversé
uniformément borné ainsi que toutes ces clérivés dans ’

R~ x c~. De plus on a. :
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Le lemme 8, donne explicitement .E_+(~~, ~ + ..4.(x),z,h) et d’après la démonstration
du théorème 1 on peut calculer à l’aicle de E_+(x, ç + A(x), z, h) tous les termes du dé-
veloppement asymptotique (5).

Utilisant un calcul symbolique classique on obtient :

Remarque 9 : Puisque ç) = y~’(~, -~) alors : (*~a~ y(y, ~~ _ -~). En
utilisant (*) et le fait que B(x) est antisymétrique on montre que les fonctions :

sont impaires en ~.

Par intégration par parties en ~, on démontrée :
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De même à l’aide de la formule

On obtient

La remarque 9 entraîne que (3) = (4) = 0, ce qui achève la démonstration du théorème 2.
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