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Introduction et énoncé des résultats

Nous allons ici étudier le spectre d’opérateurs du type suivant :
(1) Payp = 1 (Dy + Ai(hy))’ +V(y) + e(hy)(h — o).

Ou A, -, An,V,p € C°(R",R)VI-périodique, I' étant un réseau de R™, ¢ est bornée
ainsi que toute ces dérivées. Les dérivées d’ordre non nul des A;,1 <: < n sont bornées.

Buslaev [Bu], Guillot - Ralston - Trubowitz [Gu.R.T.] ont utilisé
@) Bag = (hDz + Dy + A@)Y + V(y) + ¢(z)
pour ’étude des solutions de 1’équation :
(3) Py, pu = Au

En considérant P4, comme opérateur h-pseudo-différentiel en z de symbole & valeur
opérateurs, ils ont construit des solutions approchées (BKW) de I’équation (3).

C.Gérard - A. Martinez - J.Sjostrand [G.M.S.] ont utilisé la méme idée pour une ré-
duction spectrale de 'opérateur Py, ¢. Ils ont prouvé que ’étude du spectre o(Pa, ) de
P4, au voisinage d’un point Ao, se ramene & celui d’un systeme N x N h-pseudo-diffé-
rentiel EY, (z, hD; + A(z), A, h) défini sur V¥ ot Vo = {u = 3. cp Cy6(z—h7), (Cy)ver €
2(To)}

“+o0
D’aprés la théorie de Floquet, o(P) = |J Jx Jk = A(R"™/px), ou Ag(€), sont les
k=0

valeurs propres de Floquet associées a P = ~A+ V,I'* ; le réseau dual de I'. On fixe un
intervalle I qui ne rencontre pas le spectre de P.

Nencin [Ne], Avron-Simon ont démontré que pour tout compact K C I, il existe
hi > o tel que K No(Pa,,) = ¢Vh €]o, hi].

Donc, si J est ’ensemble des valeurs d’adhérences de ¢ a l'infini et si
(4) Kn(ao(P)+J)=¢.

alors
0(Pa,,) N K est discret.

Soit f € C§°(R) tel que suppf C K. Alors on va démontrer
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Théoréme 1.— Si K est un compact vérifiant (4) alors :

+co
tr f(Pa,p)~h™" Zakhi"(h — 0)

k=0

avec

+o0
a0 = a7 [ 2 /. > flola) + 2n(E)eds

Ici Ak(€),k > 0 désignent les valeurs propres de Floquet associées a I'opérateur
P=-A+V(g) {

Dans le cas d’une bande simple, on donne explicitement les (a;);>0 du théoreme 1.
Plus précisément on suppose :

(Hy) Pour un k = ko fixé A(§) = Ak, (§) est simple pour £ € R"/T™*, et la bande d’énergie
Tke = {Ako(£),€ € R™/T*} est disjointe des autres bandes, c’est a dire que A;(€) € Ti,, si
j # ko £ € RR T

(H2) On suppose que

S < min inf  Ag,+1(6) —  sup Ak, (€), inf — sup  Ag,—

{EGR"/F‘ o1 (¢) §ER™ T+ o(&) (ERM T+ €€R"1;1“‘ o-1(8)

ouS=pt—p_, pyr = sup p(z)p— = inf ¢(z) Ol on montre en particulier :
zER" z€ER"

Théoréme 2.— Sous les hypothéses (H;)(Hz) on a :
(7)  f(Pay = I [ [ flol@) + Ao ©)dede + 001 )
(c’est & dire a; = 0)

Esquisse de la démonstration du théoréme 1

On définit : .
I* = {y* e R"\e"" =1VyeT}

E resp E* un domaine fondamental borné du réseau I' resp I'*Vy = {u € S'(R"™) tq u(x)
=Y ver f+8(z — hv),(f4) € EZ(F,C)} Vo est donc un espace hilbertien unitairement
équivalent a ¢*(T", C).

X-2



Rappelons maintenant qu’a un symbole Q(z,&, k) € S°(R?*™) i.e. vérifiant : 3hy >
0 tq Va,B8 € N™, 3C, 5 tq ¥(z,§) € RznlOngQ(x,f,h)LS CapVh €]0, ho] on peut as-

socier un opérateur pseudo-différentiel (son h-quantifié de Weyl)

" (Q(2, hD,, hYu)(z) = (0p} Q(z, E)u)(z) = (2ITh)~"
) [l QUEEL ¢ yu(y )dyde.

Pour Q(z,£) € S°(R?")[™*-périodique en £ on démontre que les coefficients Q(a, 8) de la
matrice associée & op¥Q(z,¢) (en identifiant Vy & ¢2(T, C)) :

. d
o) Qap) = [ esroQutEl Tt
Si de plus K = Il (supp @) est compact alors opy’ @ est a trace et :
(10) tr Q¥ (z,hD,) = (2Hh)_"/ Q(z,¢&)dédz + O(h™)
R~ J B

(Par 0(h*) on désigne une quantité qui est 0(h"¥).h — 0 pour tout N > 0). On note :
Ho = {u € Lj,o(R")/u(y +7) = u(y) Ve € '} = L*(R"/T)
Hm, ¢ = {u € Hy/(Dy + £)%u € Hy VY|a| < m}.
Remarquons ici que simplement la norme de H,, ¢ dépend de £, de pluson a :

lull e < C < €= >" lfullt,,, Yu€ Hmo &1 € R (icd <z >?= (| +|e[*)).

m,n

Pour (z,¢) € R?™ fixé on pose :

(11) P(z,6) = (Dy+£)° + V(y) + ¢(z),

Iopérateur auto-adjoint non borné sur Hy.

D’apres la théorie des opérateurs pseudo-différentiels a valeurs opérateurs voir [Bal,

[GMS], P(z,¢) € S°(R?*", L(K3 ¢, Kp)). On fixe maintenant z, € R.

Proposition 3.— ([GMS] voir aussi [He - Sj]) 1l existe un entier N > 0, un voisinage
complexe W de z, et des fonctions p;(z,y,£) € C¥(RZ%, Hzo) N C=(RE x R¢ xR™)
pour j =1,2 --- N tels que pour tout (z,£) € R®" et pour tout z € w l'opérateur :

P, 2) = ( Sy R—(g’5)> Hye®CY — Hy & CN

vérifie les propriétés suivantes :

i) P est bijectif, uniformément borné ainsi que toutes ces dérivées en x,§, 2
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11) ’P(:L',f,z) € SO(R2n, j(H2,E S CN7H0 @ CN))

iii)
(12) (R+(xa€)#).7 =< H, 99]("1"776) > HO 1 SJ < N
N
(13) R_(z,6)u™ =) pj iz, &) p~ = (u",-+,uy) € CV,
j=1

De plus les fonctions ¢; vérifient (x)

) {H@? 0 #jllHyg < Cap Vas

Vy*eT™ ‘PJ'(:I’) Yy, & +’Y*) = e—i<y,’y‘>¢j(m,y’£)

Pinverse

0 0
Eo(z,&,2) = ( gﬂ((z,,%,?) ]:%ﬁé;,{éi)) : HooCN - H, o CV

de P(z,§, z), vérifie (i) et appartient a S°(R*™, L(Ky & CV, K, ¢ ® CV))

Proposition 4.— ([GMS]) Pour z € w, h trés petit, 'opérateur :

(PAE —F Fi)‘) : Hy 4 x 2(T1CN) — 2(R™) x ¢2(I';CN)
+

E Ey

est uniformément borné, bijectif, d’inverse £ = (E 7 > uniformément borné, E, E,
- -1

E_,E_., sont holomorphes en z, ici

Ry Haa = {p € LX(R™)/(Dy + A(hy))*p € L*V o] < 2} — £4(T,CY)

~

=~ ) +4 . .
(Byp)j(y) = /#(y) Wah,;j (h%,y — ¥)dy,pour v € T,

—i<y-A(z ? d77 5 S
WA’h,j(m’y) =¢€ = A( )> /_;" ¢ <> Soj(x’y> n)vol E* ’R_ = R+

La matrice de E_, est égale & la matrice de EY. (z,hD, + A(z), z, k) définie sur VN, o
+oo .
E_i(2,6,+A(x),2,h) ~ 3 WEI (2,6 +A(a),2) € SR, L(CN,CN)E®, (,£,2), ¢

§=0
1 <7 < N sont donnés par la proposition 3.
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Remarque 5

a- Les propositions 3.4 restent encore vraies si on remplace zy par un compact de R.

b- De PE =1 et £P = I on obtient

(14) (Pap—2)'=E-E; BT} E_
(15) EZl =Ry (Payp—2)'R-
(16) 9, E_  =E_E,

c- Observons que z appartient au spectre de P(z,§) ssi “zéro” appartient au spectre de
E (—)-+ (:E ’ 6 y % )

d- Comme R, R_ sont uniformément bornés en k alors :
|EZLIL(E(T, CN)) = 0(|Imz|~2)

e- E_(z,6 + A(z),z,h) est T'* périodique en ¢ et ||(E¥, (z,hD, + A(z),z,h))7|| =
0([Ims|~*)L(L*(R™),CN),

||Efl(wahDI + A(:D)?Z)h)”E(L"’(R",C")) = O(llmz]—l) ﬂ

Soit f € C$°(C) une extension de f telle que 8f(z) = 0(|JImz|V) pour tout N. Alors

(13) F(Page) = ~(1/) [ 0F(:)(z — Pae) ™ L(ds),
ou L désigne la mesure de Leborgne sur C ~ R2.

La formule (14) et le fait que E est holomorphe en z dans un voisinage de supp f
donnent

(19) f(Pag) = ~(1/m) [0f(:)By BT} B L(d2)

Soit ¢(z) € C°(R™,R) tel que :
i) KN(o(P)+{4(z),c € R"}) = ¢
ii) @¢(z) = () pour |z| > R (R trés grand).

On désigne par E~'2+(m, ¢, 2) Popérateur construit dans la proposition 3 associé & P(z, ) =
(Dy + &) + v(y) + $(=)-
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Posons B_y (2, £+ A(2), 2,h) = BL, (2, 6+ A(w), 2)+ (B (5, + A(2), 2, 1)) — B (2, €+
A(z),z,h) ou E_4(z,,z,h) est donné par la proposition 4.

Il résulte de (i), (ii) et la remarque 5-c que ; E__,_(:c,f + A(z), 2, h), appartient & SO(R*",
L(ch,cy) et que c’est un opérateur elliptique uniformément en z dans w (voisinage com-

plexe de supp f), égal & E_(z,{ + A(z),z,h) pour |z| > 2R, dépend holomorphiquement
de z dans w.

D’apres un résultat de R. Beals [Be] pour les opérateurs pseudo-différentiels, traduit par

[He - Sj]2 dans le cadre semi-classique, on peut trouver G¥(z,hD, + A(z),z,h) € L(L?

(RN, CY)) holomorphe en z € w tel que G(z, € + A(z),z, k) € SO (R*™, L(CN,CN)) et
E¥ (z,hD; + A(z),2,h) 0 G¥(z,hD, + A(z),2,h) = G¥ 0 E¥, = 1.

On note E_,, la matrice associée & opérateur E'_"+(:v, hD, + A(z),z,h) défini sur V",
en identifiant V¥ a ¢2(T", C™N).

Maintenant nous pouvons appliquer la formule E-1 = E:i - E:i(El.;. - E_+) E:}F et

le fait que E’:},_ est holomorphe en z pour obtenir :

F(Pag) = () [ 8(:) By BT (By = B_y) ETL B L(as),

~

Comme (E_4 — E_+) est a trace et que 9, F_, = E_ E, alors,
tr f(Pa,,) = (1/7) / 8f(2) tr[0.E_+ EZY (E_y — E_y) EZY L(d2)].
Si (z) € C$°(R™) vaut 1 sur un voisinage de 7, (supp (E_; — E_1)) alors :

Lemme 6.— tr f(Pa,) = —(1/7) tr [[ 9f(2) 0. E_+E:i L(dz)] 4+ 0(h*) (¢ est la

matrice associée & 'opérateur de multiplication ci)(z) défini sur Vi)

Preuve : Comme A = 7, (supp E_y(z,¢,+A(z),z,h)— Ey (2,6 + A(z), z,h)) N supp (1 —
¥) = ¢ alors a ’aide de (9), on démontre que les coefficients N(a, ) de la matrice

(E+ - E_I)Ev:_lf_(l — ¢)) vérifient

N N
. M 1 1
(22) N(a,pB) =0(h <1 T dist(a, ) <1 T dst(B, %)) ) pour tous

Donc tr f(Pa,,) = (1/7) tr ([ 0f(2) 8. E_4 E‘j_L(dz)z,B) + 0(h*°) (on rappele que E:}r

est holomorphe en z dans un voisinage de supp f).
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Lemme 7.— L'opérateur G(h) = —(1/7) [ 0f(z) 0. E¥,(z,hD, + A(z),2,h)(E¥,
(z,hD; + A(z),2,h)) 1 L(dz) est h-admissible (c’est-a-dire il existe une suite aj € S°
(RZ",')/(CN CN)) et une suite Ry € v(L*(R"™, C")) pour N > Ny, Ny assez grand de

sorte que G(h) = Z hiop¥a; + RNTI1Ry et sup ||Rn(Rh)|| < +s. Ici les aj(z, ) sont T**
h€]0,ho]
périodiques en &, et

(23)  ao(e,8) =~ [OFOEL (o€ + Als), (B (2,6 + Alx), 2) 7 L(d2)

Preuve : Utilisant 8f(z) = 0(|Im z|V) pour tout N, et la remarque 5-e, on obtient

(%) G(h) = fu,nz'th df(z) 8, E¥,(z,hD, + A(z),z,h)
(Ef_i_(:z;, hD, + A(w), z, h))_lL(dz) + O(hoo)

a l’aide d’un résultat de Beals [Be] (voir aussi [Sj]) on démontre :

1) Il existe r(z,€,2,h) € C'W(Rf:?gﬁ(CN,CN)) pour z, h fixés dans ]0, ho] x {z/|Im z| €
10, So], So assez petit} tq

(24) 1020F 04" r(2, €, 2, B)|l(on ,ony < Cayp,p|Imz|H72M~lel=1Al
dans la zone |[Imz|? > h et 8, E¥,(z,hD; + A(z), 2z, R)0(E¥,)! = 0p¥r(z,€,2,h)
i) r(z,,z,h) admet un développement asymptotique en h.

Maintenant le lemme résulte de (*) et (24) (la périodicité des a;(z, ) en £ découle de

celle de E_q(z, ¢ + A(z), 2, h)).

Les lemmes 6, 7 combinés avec la formule (10) donnent (10) donnent (5) du théoréme
1, (23) implique :

(25) (27h)" tr f(Pap) = Jun, Jpr —1/7 [ 35(2)
£r[0, E°  (z,& + A(z), 2)(E2 1 (z,€ + A(z), 2)) " |(z) L(dz)dédz + O(h)

(tr : désigne la trace au sens matricielle).

La formule de Liouville (fr[(9.4)A™"] = %3220) oi A(z) € 4(CN,CN)) et la pé-

riodicité de E°  (z,€ + A(z), z) en £ entrainent :

@rh)" tr f(Pa) = [gn, fE~ 1/%]595(2*)1/)(:1:)
(26). 0:detEL 4 (2,6,2) 1y N e ;
detET_(2,6,2) (dz)d€dz + O(h)
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D’apres la remarque 5-¢

27) detE2 | (x,€,2) = 0 ssiil existe k > 0 tq z = o(z) + Ap(€)

(Ak(€), désignent les fonctions propres de Floquet associées & — A + V).
Rappelons que pour une fonction holomorphe ¢(z), de racines (2k )k>s comptées selon leur
multiplicité on a :

(28) —= L(dz) =) f(zx)

k>0

Maintenant (26), (27) et (28), sans oublier que ¥(z) vaut 1 sur ﬂ 7z Supp (f(e(z) +

Ai(z))), entrainent le théoréme 1.

Esquisse de la démonstration du théoréme 2

Dans le cas d’une bande simple Jro = {Ako(€),€ € R"/T*} Nenciu [Ne]2, Helffer et
Sjéstrand [He - Sj]3, ont construit une fonction ¢(€) = ¥(y,€) € Ker(Pe — Ago(€)) (P =
(Dy + €)? + V(y) ; lopérateur non borné sur Hy de domaine H, &) tel que :

1) (&) est une fonction C* en € a valeurs dans Hy.
if) [1%()ll#, = 1 pour tout € dans R"/T*.
iii) Y(€+7*) = e Y7 () pour tout v* dans I'*.
iv) %(y,€) = P(y, — -

On pose R2 () : C — Ho,R5(£) : Hy — C défini par : R (§u- = u_v(y,§)
(RE(Ou)- = [g¢(y, Euly)dz.

A l’aide des hypothéses (H; )(H;) on démontre facilement :

Lemme 8.— L’opérateur P(z,€,z) = (P(:c,{) o F R”(ﬁ)) : Hy ¢gc—Ho@C est in-

R3(€) 0
versible pour (z,€,z) € Rzn Xw avec un inverse &y(z, €, z) = (gg((? %Z)) 0 +(("7 fé Z)))

uniformément borné ainsi que toutes ces dérivés dans v(Hy @ C, H, £ DC)en (z,€2) €
stxw De pluson a :

E2+(:c,§,z) = Z_(’\kO(f)'*‘(fo(‘U))

EY(z,€2) = EQ(£) = RY(¢)

E2(2,6,2) = R4(¢)

E%w,&2) = (1- RL(RL(O)(P(x,€) — 2)71(1 = R%(E)R%(€))
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Le lemme 8, donne explicitement E_(z,£ + A(z),2,h) et d’apres la démonstration
du théoréeme 1 on peut calculer a l'aide de E_4(z,€ + A(x),z,h) tous les termes du dé-
veloppement asymptotique (5).

Utilisant un calcul symbolique classique on obtient :

tr S(Pa) = Gy o [ F@) + Mual€)dede + (amh) ™ || e

+Ako(£)) / C(, ) (W)¥(y, §)dy dE dx + 0(h*™") = (1) + h(2wh)™"(2) + O(R*™")

avec C(z,€)(y) = 3; < O¢P(2,€), B(®)ORL(§) > +3; < A, B(x)%RL(E) > —1 <

21 2

Oe R (¢£),0:(z) >, ou B(z) = t@ A(z) — 0; A(z)

(2) = / / Flol@) + @) 3 / ((Dys + €00y, €))B(y, €)dgded

=1 j=1

v [ @+ e NS (0 — B, AN, [ Gesty. )90, dgacds

i=1 j=1

' 1o , _
+/ /Ef (*”(‘”)“Mﬁ)—;;@z,w(w) /E Be;b(y, €))P(y, €)dgdede

=(3) +(4) +(9)

(5) = —1 fE~ fE J 1 z,¢(y,5)¢(y £)dy fR"a Og; (fe(z) + Aro(€)))dzd€ est nulle (car
flo(z) + )\ko(f)) est a support compact en 7,)

Remarque 9 : Puisque ¢(y,€) = ¢(y,—¢) alors : (%)0eh(y,€) = —0etb(y,—€). En
utilisant (*) et le fait que B(z) est antisymétrique on montre que les fonctions :

a(z,€) = /E < B(2)0etb(y, £), 0 (y,€) > dy,

ﬂ(x,s)=/E<<Ako<c>+sa — P(2,6))B(2)0¢b(y, €), O (y,€) > dy
sont impaires en £.

Par intégration par parties en £, on démontre :

()= /R /E @) + Ao(6)alz, €)deda
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De méme a D’aide de la formule

53] o
a—§<x,£>¢(y,¢> = N (v, €) + (Arol6) + () P(x,@)a—f(y,o

On obtient )
G =@ -5 [ [ et + dal) 2(e )t

La remarque 9 entraine que (3) = (4) = 0, ce qui achéve la démonstration du théoreme 2.
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