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Estimations sur les résonances pour le laplacien avec une
perturbation à support compact.

(d’aprés J.Sjôstrand et M.Zworski)
par

Johannes Sjôstrand

0. Introduction. Dans cet exposé on discutera un résultat obtenu en
collaboration avec M.Zworski [SZ]. Il s’agit de majorer le nombre N(X) de
résonances de "-~, avec perturbation à support compact" dans un disque
de rayon X quand la dimension n est impaire.

Le premier è étudier ce genre de questions fut R.Melrose. Il a considéré
- d dans l’extérieur d’un obstacle (D CC Rn à bord C°° avec n impaire (et
conditions aux limites convenables). Pour ce problème on peut déf inir les
résonances dans le demi- plan inf érieur, soit comme les pôles de l’extension
méromorphe de la matrice de scattering, soit comme les pôles de

l’extension méromorphe de (-11-À2)-1 :C(RnB9)-+ .L9’(RnB9). Danson romorphe de C   ) n) ‘ ).

[Ml], il a montré que par une méthode basée sur une réduction
au bord. Dans IM21 Melrose a aussi consideré le cas de -A+V sur Rn où le
potentiel V est è support compact. Dans ce cas il a obtenu 
et ce fut Zworski [Z3], qui par une méthode différente trouva dans ce cas la
majoration Dans le cas radial, on sait que cette estimation
est optimal (voir [Z2]), et Zworski a également obtenu un résultat très
précis dans le cas de la dimension 1 Une motivation pour notre travail

était de généraliser ces résultats au cas où on a è la fois un obstacle est un
potentiel. Récemment Vodev [V] à étendu le résultat de [Z3] au cas des
perturbations è support compact qui laissent l’opérateur
élliptique. Notre théorème contient tous ces résultats et s’applique aussi
aux situations où l’opérateur perturbé est seulement hypoélliptique. Il

concerne un opérateur qui en dehors d’un compact coïncide avec le laplacien
et qui sur un compact coïncide avec un opérateur auto-adjoint abstrait. La
démonstration utilise la méthode des dilatations analytiques (voir
Aguilar-Combes [AC], Balslev-Combes [BC], Hunziker [H]), un peu de calcul
fonctionnnel, et une inégalité de Weyl entre valeurs caractéristiques et
valeurs propres d’un opérateur non auto-adjoint. Ces inégalités furent
utilisées par Sjôstrand [5], pour établir des bornes sur la densité des
résonances près de l’axe réel, dans la limite semi-classique en termes des
propriétés du flot classique.

1. Le résultat. On supposera dans la suite que la dimension n est impaire.
Soit ~G un espace de Hilbert complexe avec une décomposition orthogonale:
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où Ro&#x3E;0 est une constante fixée, et Les

projecteurs orthogonales correspondants seront notés et

respectivement. On considère un opérateur non-borné,
P:~ --~ ~, qui est supposé d’être auto-adjoint de domaine J9 C %. On
suppose aussi que

s’annule dans un voisinage de 96(0,Ro), alors

constant dans un voisinage de B(O, Ro), alors Hua une manière naturelle de
déf inir l’opérateur de multiplication X:" -+ ", et on vérifie que si

On peut alors définir les espaces %comp, Uloc, JDromp, JDloc de

manière habituelle. Ainsi, par exemple,

qui est constant dans un voisinage de B(0,Ro)}. Dans les cas

mentionnés dans l’introduction, il est clair comment choisir Ro et URo.
Dans le cas général on peut montrer que le spectre de P dans 1-oo,0[ est
discrèt. Nous avons le résultat préliminaire suivant:
Théorème L/. Sous les hypothèses ci dessus, la résolvante

admet une extension

méromorphe a C en tant qu’opérateur

Les résonances (où pôles de scattering) sont alors définies comme les
pôles 0 de (P - À 2) -1. La multi p licité d’un est défini comme le

- rang du projecteur spectral correspondant, défini par:

, .. 2 .

est un petit cercle qui entoure zo= der. 10. (On 
montre aussi que

cette multiplicité est toujours finie.) Soit N(X) le nombre de résonances de
P, comptées avec leur multiplicité, dans le disque fermé de centre 0 et
rayon 1.
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Nous avons besoin d’une hypothèse spectrale sur P.
- 00

(1.7) Il existe nn tel que pour tous hE]0,1], geC1°(R) et tout

trace et tr(g(h2p)X)=O(h-n). -

On peut généraliser cette hypothèse en remplaçant la f ontion t H t n par
une fonction plus générale comme par exemple t H tn log(t).
Théorème 1. Z. Sous les hypothèses générales ci dessus, on a 

Ce résultat contient tous les résultats antérieurs mentionnés dans
l’introduction. Nous avons aussi le résultat suivant qui répond à notre
préoccupation initiale:
Corollaire 1.3. Soit un ouvert borné à bord Coo. Soit P un opérateur
d’ordre deux, sgmétrique à coefficients dans de la forme

qui coïncide avec -A pourk J

1 x 1 assez grand. On suppose que P est élliptique, et on denote par P aussi
la réalisation de Dirichlet de P dans Alors on a 

On peut avoir n &#x3E; n (où une fonction encore plus générale q ue t n) si par
exemple 6=0 et P est hypoélliptique et de la forme du corollaire. On peut
aussi envisager le cas où P est élliptique, C9 =lf/J, mais avec des conditions
aux limites de type non élliptique.

Pour démontrer le corollaire, on a principalement besoin de vérifier
l’hypothèse C1.7). Pour ce faire (si on ne veut pas se référer directement
aux résultats connus sur le fonction spectrale) on peut prendre un grand
tore TR=R’VRZ" avec R&#x3E; &#x3E;RO’ et considérer l’opérateur P qui coïncide
avec P dans et qui coïncide avec -A dans TRNB(0,Ro). On voit
alors facilement (éventuellement en adaptant quelques estimations faciles
de la démonstration du Théorème 1.2) que pour avoir C1.7), il suffit de
savoir que le nombre de valeurs propres sX2 pour la réalisation de Dirichlet
de P R est La même remarque s’applique au cas d’opérateurs
hypoélliptiques, où on connait plus souvent des résultats sur la fonction de
comptage dans le cas de variétés compactes que de résultats sur la
fonction spectrale.

Dans le reste de cet exposé nous décrirons quelques étapes de la
démonstration.
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2. Dilatations analytiques. On rappelle cette méthode dans une version
spécialement adaptée à notre problème. Une sous-variété lisse rccn est
dite totalement réelle si pour tout x E r. Soit r une telle

variété de dimension maximale n. Si uEC°°(r), on peut trouver une
extension presque analytique u de u, c. à. d. une extension à un voisinage
complexe de r qui est C°° et telle que â û s’annule à l’ordre in f ini sur r.
Soit St un voisinage ouvert de r et P un opérateur différentiel à coeffients
holomorphes sur S1. On peut alors définir Pr: coo(r) --+ coo(r) par

Pru=(Pû) 1 r et P r est un opérateur différentiel sur r. Si on identifie T*r
avec une sous - variété de à l’aide de l’application
T*r3(x,du(x))’-*(x,9u(x)) , alors le symbole principal Pr de

Pr est donné par p désigne le symbole principal de P. Si 
et si Pru s’étend holomorphiquement à un voisinage complexe d’un point
xOEr où Pr est élliptique, alors u s’étend aussi holomorphiquement à un

voisinage complexe de xo. Ce résultat (bien connu) est utile car il nous

permet de déformer certaines sous-variétés de en.
Revenons maintenant à la situation décrite dans la section 1. Pour tous

a0 &#x3E; 0, on peut construire une f onction lisse

f 0, ~tl x I0, oof 3 ~8, t) H fe(t)eC, injective pour chaque e, telle que:

(iv) pour t k To 9 pour un To&#x3E;0 convenable, qui dépend de ao

On considère tko, WESn-1, et on définit ra
comme limage de Ka. Soit %e 1’espace de Hilbert donné par la
décomposition orthogonale: Si

00 201320132013201320132013

vaut 1 dans un voisinage de B(O, RO), alors on pose:

Xu~0, On identifiera fréquemment

(rE),%e,jDe) avec (JR.n,%,J9) à l’aide de Xe. On définit l’opérateur
non-borné de domaine J9a 

Dans les coordonnées

t,u), on trouve pour t&#x3E;Ro: 
’
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où et - Du) 2 désigne le laplacien sur S . Le symbole principal
devient Pa = (-c /f’(t»2 +(u)* /f(t»2 et nous voyons que p e est élliptique et
prend ses valeurs dans le secteur fermé, 0_ -arg zs2(e+tO). On remarque
aussi ue P = -e-2ia â en dehors de 8(0, T 0) et ue si 
alors pour 1 (x, I assez grand.

On montre:

10 Si alors est un opérateur de
Fredholm d’indice zero.

La détermination de l’indice résulte d’une dé f ormation de ~z, 8) en (2:0)
avec Im z~&#x3E;0.) Utilisant des déformations locales de re et des estimations
à priori, on obtient:

dim ker CP8 - z0)= dim ker CPp -z0) et les éléments des deux noyaux
S’identifient par prolongement analytique à un voisinage de

30 Le spectre de P 8 dans est un ensemble discret, et pour

chaque zo dans ce spectre le projecteur 11zo,e déf ini comme dans
C1.6) est de rang fini, indépendant de e, pour des variations de e
comme dans 2°. De plus, le spectre de Pe est contenu dans
(0) u (z:io,- quand et dans

quand 

4° Si où avec suppvCB(O,Ro+ao),
alors on a une solution u 8 dans d9e,joc de

(Pe-z)ue=v pour Os9saO (obtenu par prolongement holomorphe), et
on a si pour e entre 8 o et 6 .

A l’aide de ces observations on montre que 

prolonge méromorphiquement à travers de ]0, + oo[ "par au
dessus" à et les pôles sur le deuxième feuillet
coïncident avec les valeurs propres des P8 discutées ci dessus. De plus on

peut identifier les multiplicités. De même on peut prolonger (P - z) -1 à
travers de ]0,+oo[ par en dessous, et en utilisant des propriétés de
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C-~-z)-1 en dimension impaire on montre que les deux prolongements
coïncident sur la "nouvelle" copie de cN 10, +oel. Ceci donne alors
l’essentiel du Théorème 1. le et permet aussi de caractériser les résonances
comme les nombres X tels q ue À 2 est une valeur propre de P 8 dans le
secteur pour un e convenable dans [0, 1Y[. De plus on peut
montrer que z est valeur propre de Po avec si et

seulement si z est valeur propre de P -a, où P-() se déf init sur

r-e=def " comme Po sur Il suffit alors pour prouver le Théorème

1.2, de majorer convenablement le nombre de valeurs propres de Pe dans
l’intersection de et le demi-plan inf érieur, pour un 0 f ixé dans
1~12, 3~r14 f .

3. Calcul f onctionnel. On introduit un petit paramètre h &#x3E; 0 et on

remplacera dans la suite Pe par h2pe et =Po par h2P. Soit le domaine

de (j 2 oC si . et posons _ ot « Indépendamment du signe dede 1 + P ) si oc _ 0, et Indépendamment du signe de

d. E:R, peut être muni de la Soit V=Ve={z~C;
1 z 2TT-2e-Sa arg z asl Choisissant re en fonction de b, on montre

que 

Soit F méromorphe pour un et

avec un nombre fini de pôles, tous-évitant le spectre de

Po. Si près de l’inf ini pour un p0, on peut déf inir

dans la fig.:
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Ici Cf l’ Cf 2’ ... ,CfN sont des petits cercles qui entourent les pôles de F qui
ne sont pas entre coupe On choisit Cf 0 contenu

dans V. Si G a les mêmes propriétés que F, alors (FG)(Pe)=F(Pe)G(Pe). Plus

généralement si F=G«z&#x3E;P) près de l’infini pour un peR, alors avec keN
assez grand et avec Wl, W2,--PWN convenablement choisis, on peut définir

avec F(z)= F(z)/(z-w1)o..o(z-wk), et
cette définition ne dépend pas du choix de On vérifie que

pour tout &#x26;&#x3E;0 et si F n’a pas de pôles en dehors de

V, alors on peut majorer la norme correspondante de F(PE» par une
constante indépendante de h.

On a besoin d’approcher F(Pe) par différents opérateurs selon les
régions. Introduisons pour cela des classes d’opérateurs négligeables:

pour tous N E N, il

existe tel que est de norme pour

Z~V, De manière analogue, on définit une classe n
d’opérateurs indépendants de z. Soit 

Proposition 3.1. Soient tels qu’il existe S&#x3E;0 tel que Peu==Pou
si Peu= Peu si 
(A) Si )(~Co (6(0,rp) est constant dans un voisinage de B(O, RO), alors
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On trouve ensuite un résultat analogue pour approcher avec des

erreurs Soient les classes obtenues en

remplaçant les espaces dans les définitions par les espaces
d’opérateurs à trace munis de la norme trace correspondante.
Dans la démonstration de la Proposition 3.1 on peut dans chaque cas faire
apparaitre des troncatures à support compact, et de ce fait on peut dans
les conclusions remplacer l’espace ’1B # par l’espace De même dans les

approximations de on peut avoir des erreurs de classe 

1.
4. Fin de la démonstration. Soit et considérons 

1 .Son choisit la branche de Z3 qui est positive sur ]0,+oo[.
1 

1On peut montrer que le spectre de s’obtient de celui de Po par
1

l’application z F-+ (z - (i)o) 3. Dessinons cette image:
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Ici on a choisi w1 avec proche de l’axe réel et loin à droite, So
désigne la distance de 0)1 à l’image de et les points indiquent

les valeurs propres de (Pg-WO)3.
Soit On voit d’abord que Ze admet un inverse qui

est borné dans % uniformément par rapport à h. Soit ~~~~s... une

énumération de d’abord toutes les valeurs propres de en

dessous du spectre essentiel, et ensuite dans le cas où ces valeurs sont en
nombre fini N: )JL.=infOegg(Be), pourj&#x3E;N. Comme est borné on a

pour un r qui est indépendant de h. On choisit R2 avec
et le problème qui nous intéresse est de majorer le nombre de

valeurs propres de Ze dans le disque D(O,R,). Pour celà, on va majorer le
nombre des )Jh avec 

Soient Bo, Be, Be les opérateurs définis comme Be en remplaçant PE)
par p 0, Pe et Po respectivement. Si S2 est un ensemble borné dans CB1R on
introduit la classe des opérateurs négligeables suivante:
~§={R:Qx]0,l[-~J:(%,%); et tels que
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R(z,h): J9d. - est à trace et la norme trace I Im z 1 -M)
pour On montre alors la 

~ 

Proposition 4.1. Avec comme dans les cas (A),(B),(C) de la
Proposition 3.1, on a respectivement modulo 

Comme on la formule ([HS])

pour où r désigne une extension presque analytique de f et
L(dz)=dx dy, et de même avec Be remplacé par Bo et c, on obtient un
résultat d’approximation pour (Be) analogue à la Proposition 4.1, avec 

00 00

remplacé par 1B 1. On peut alors trouver 

et tels que pour tout

Ici vaut 1 près de B(0,Ro) et On voit que

00 

f(Bp) est de la forme g(Po) pour un ge:Co (JR) et donc 

En utilisant un peu de calcul pseudodifférentiel, on montre d’abord Que fe
est un opérateur h-pseudodifférentiel d’ordre 0 en h dont le symbole est de

classe S 2 / 3 Alorsge est un opérateur du même type de symbole principal
1 qui prend ses valeurs dans So,+oo[ sauf pour (x,) dans

un compact. Sans être obligé d’analyser f(13~(» en tant qu’opérateur
pseudodifférentiel, on arrive à montrer que f( Be&#x3E;X 1 est à trace et que la
norme correspondante est 0(h-n). Donc on obtient:
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Soit r&#x3E; 0 est indépendant de h et vérifie rS)J.1. Alors

(4.4) entraine que le nombre M de valeurs propres de B 8 est 0(h - n).
Soit N le nombre de valeurs propres de module s R1 de Zo comptées avec
leur multiplicité, et soient z1’... ,zN ces valeurs propres rangées telles que
j H 1 Zj 1 soit croissant. Nous avons alors l’inégalité de Weyl (vérifiée dans
le cadre présent dans [SI):
C4.5) 

Nous allons montrer que

(4.6) 
Si Nstl, il n’y a rien à démontrer. Si non, on obtient de (4.5)

d’où et on a donc

(4.6). Choisissant convenablement les paramètres R1, R2 on peut
maintenant remonter à Po et montrer que le nombre de valeur propres dans
un semi - anneau: Im z  0, Rs I z 1 _ R + 1 ) pour un R &#x3E; 0 convenable, est

n). Se débarrassant finalement de h et estimant une somme
géométrique, on arrive à majorer le nombre de valeurs propres de Pe dans

{ I z par Rn/2. Comme d’autre part les valeurs propres de
P _ 8 sont les complexes conjuguées de celles de Po et comme la réunion des
valeurs propres de Pg et de P _ 8 pour est l’ensemble des

carrés des résonances, on trouve bien la majoration énoncée dans le
Théorème 1.2.
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