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Estimations sur les résonances pour le laplacien avec une
perturbation a support compact.
(d'aprés J.Sjoéstrand et M.Zworski)
par
Johannes Sjostrand

0. Introduction. Dans cet exposé on discutera un résultat obtenu en
collaboration avec M.Zworski [SZ]. Il s'agit de majorer le nombre N(\) de
résonances de - A avec perturbation & support compact’/ dans un disque
de rayon A quand A — o0, quand la dimension n est impaire.

Le premier a étudier ce genre de questions fut R.Melrose. I1 a consideré
- A dans V'extérieur d’un obstacle ©C CRN & bord C*® avec n impaire (et
conditions aux limites convenables). Pour ce probléme on peut définir les
résonances dans le demi-plan inférieur, soit comme les pdles de 'extension
méromorphe de la matrice de scattering, soit comme les pdles de

'extension méromorphe de (-A-72)~1 :CSO(R“\O)—* H'(RN\ ®). Dans

[M1], i1 @ montré que N(A)=0(A\M), par une méthode basée sur une réduction
au bord. Dans [M2] Melrose a aussi consideré le cas de —A+V sur RN ou le
potentiel V est & support compact. Dans ce cas il a obtenu N(A\)=0(\N+1)
et ce fut Zworski [Z3], qui par une méthode différente trouva dans ce cas 1a
majoration N(A)=0(AM). Dans le cas radial, on sait que cette estimation
est optimal (voir [22]), et Zworski a également obtenu un résultat trés
précis dans le cas de la dimension 1 ([Z1]). Une motivation pour notre travail
était de généraliser ces résultats au cas ol on a & la fois un obstacle est un
potentiel. Récemment Vodev [V] & étendu le résultat de [Z3] au cas des
perturbations & support compact d'ordre <2 qui laissent 1'opérateur
élliptique. Notre théoréme contient tous ces résultats et s‘applique aussi
aux situations ol 1'opérateur perturbé est seulement hypoélliptique. I
concerne un opérateur qui en dehors d’un compact coincide avec le laplacien
et qui sur un compact coincide avec un opérateur auto-adjoint abstrait. La
démonstration utilise la méthode des dilatations analytiques (voir
Aguilar-Combes [AC], Balslev-Combes [BC], Hunziker [H]), un peu de calcul
fonctionnnel, et une inégalité de Weyl entre valeurs caractéristiques et
valeurs propres d’un opérateur non auto-adjoint. Ces inégalités furent
utilisées par Sjostrand [S], pour établir des bornes sur 1a densité des
résonances prés de 1'axe réel, dans la limite semi-classique en termes des
propriétes du flot classique.

1. Le résultat. On supposera dans la suite que 1a dimension n est impaire.
Soit ¥ un espace de Hilbert complexe avec une décomposition orthogonale:
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(1.1) %=%R,®LZ(RN\B(0,R()),
oli Ry >0 est une constante fixée, et B(x,r)={yeRN;Ix-yl<r}. Les
projecteurs orthogonales correspondants seront notés u— u|g(o,R,) t
U U RN\ B(0,R,) Mespectivement. On considére un opérateur non-borné,
P:9% — 9%, qui est supposé d’étre auto-adjoint de domaine HC%¥%. On
suppose aussi que
(1.2) | RN\B(0,Re) CHZ(RM\B(0,Rp)),
(1.3) (PU)|RN\B(0,Re)=~A(U|RN\B(0,Rp)) POUr tous ueDd,
(1.4) si ueHZ(Rn\B(O,Ro)) s’annule dans un voisinage de 9B(0,R(), alors
ued (en posant ujg(o,Ry)=9) et Pu|g(0,R0)=0>

(1.5) Vopérateur: ur— (P"'")—‘UIB(O,RO) est compact de % dans %.

Si Xe€Cp (RM={ueC®(RN); 9%u est borné pour tout a €N} est

constant dans un voisinage de B(0,R(), alors il y a une maniére naturelle de
définir 'opérateur de multiplication X:% — %, et on vérifie que Xued, si
ued. On peut alors définir les espaces ¥comps ¥10cy Ocomps Ploc de

maniere habituelle. Ainsi, par exemple,

2
%comp=%RoeL ComD(Rn\B(O'RO))’ et m]oc={u€%]oc; Xued pour tout

Xecgo(lR") qui est constant dans un voisinage de B(0,Rq) }. Dans les cas

mentionnés dans l'introduction, il est clair comment choisir Ro et H¥Ro-

Dans le cas général on peut montrer que le spectre de P dans ]-00,0[ est
discrét. Nous avons le résultat préliminaire suivant:
Théoreme 1.1. Sous les hypothéses ci dessus, la résolvante

(P-22)"1:9¢ —> », ImA>0, A2 ¢(c(P)n]-00,0[) admet une extension
méromorphe & C en tant qu'opérateur (P-212)~1: ¥comp — Dioc-

Les résonances (ou poles de scattering) sont alors définies comme les
poles #0 de (P-A2)~!. La multiplicité d'un pdle Ao 70 est défini comme le

rang du projecteur spectral correspondant, défini par:
(1.6) Tr20=(217i)—1fx (Z"P)—l dz : %comp""’ Q]oc,

ou ¥ est un petit cercle qui entoure zg= A 2. (On montre aussi que
07 ges. *0

cette multiplicité est toujours finie.) Soit N(A) le nombre de résonances de
P, comptées avec leur multiplicité, dans le disque fermé de centre O et
rayon \.
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Nous avons besoin d'une hypothése spectrale sur P.

(1.7) 1l existe n=n tel que pour tous helo,1], Qecgo(lR) et tout

Xecgo(lR") constant prés de BZO,RO), Vopérateur g(th)X est a

trace et tr(g(h2P)X)=0(h~N), ~
On peut généraliser cette hypothése en remplagant la fontion t+— t" par
une fonction plus générale comme par exemple t— tNlog(t).

Théoréme 1.2. Sous les hypothéses générales ci dessus, on a N(A)=0(AN),

A— o0,

Ce résultat contient tous les résultats antérieurs mentionnés dans
'introduction. Nous avons aussi le résultat suivant qui répond & notre
préoccupation initiale:

Corollaire 1.3. Soit ©CIRPN un ouvert borné a bord C®. Soit P un opérateur
d’ordre deux, symétrique a coéfficients dans C*°(RN\ ®) de 1a forme
P(x,D)=-Z% axj.gj.k(x).axk+ Sbj(x)axj +c(x), qui coincide avec - A pour
x| assez grand. On suppose que P est élliptique, et on denote par P aussi

la réalisation de Dirichlet de P dans LZ(RN\ ®). Alors on a N(A\)=0(\N),
A— 00,

On peut avoir n>n (ol une fonction encore plus générale que tN) si par
exemple O=& et P est hypoélliptique et de 1a forme du corollaire. On peut
aussi envisager le cas ou P est élliptique, ® # &, mais avec des conditions
aux limites de type non élliptique.

Pour démontrer le corollaire, on a principalement besoin de vérifier
I'hgpothése (1.7). Pour ce faire (si on ne veut pas se referer directement
aux résultats connus sur le fonction spéctrale) on peut prendre un grand
tore TR=RN/R2ZN avec R> >R, et considerer Vopérateur PR qui coincide
avec P dans B(0,Rp)\ O et qui coincide avec - A dans TR\ B(0,Rp). On voit
alors facilement (éventuellement en adaptant quelques estimations faciles
de la démonstration du Théoréme 1.2) que pour avoir (1.7), il suffit de
savoir que le nombre de valeurs propres <\Z pour la réalisation de Dirichlet
de Pp est O(AM). La méme remarque s'applique au cas d’opérateurs
hypoélliptiques, ou on connait plus souvent des résultats sur la fonction de
comptage dans le cas de variétés compactes que de résultats sur la
fonction spectrale.

Dans le reste de cet exposé nous décrirons quelques étapes de la
démonstration.
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2. Dilatations analytiques. On rappelle cette méthode dans une version
spécialement adaptée a notre probléme. Une sous-variété lisse I'CCh est
dite totalement réelle si T,I'niTI'={(0} pour tout xeT'. Soit I" une telle

variéte de dimension maximale n. Si ueC®(I'), on peut trouver une
extension presque analytique u de u, c.a.d. une extension a un voisinage
complexe de I" qui est C™ et telle que d u s'annule & Vordre infini sur I".

Soit 2 un voisinage ouvert de I" et P un opérateur différentiel & coeffients
holomorphes sur 2. On peut alors définir Pp: Co®(r') — Cc%(TI") par

Pl-u=(PtT)|1- et Pp est un opérateur différentiel sur I'. Si on identifie T™*r

avec une sous-variété de CNxCh a V'aide de 1'application
T*I'3(x,du(x)) — (x,0 u(x)) , ueC*®(I"; R), alors le symbole principal pp de

Pr est donné par PIT*I> ou p désigne le symbole principal de P. Siue H'(I")
et siPpu s'étend holomorphiquement & un voisinage complexe d’un point

Xg €T ol Pp est élliptique, alors u s’étend aussi holomorphiqguement & un
voisinage complexe de Xq. Ce résultat (bien connu) est utile car il nous

permet de déformer certaines sous-variétés de CN.
Revenons maintenant & la situation décrite dans la section 1. Pour tous
0<gp<M/2, ap>0, on peut construire une fonction lisse

[0, m]x[0,00[3(0,t)— fg(t)eC, injective pour chaque 6, telle que:

(i)  fo(t)=t pour 0O=t=Rg+agq,

(i) O=argfg(t)=<6, 0=<argdifg(t)s6+€g, 0tfg#0,

(iif) argfg(t)=argdfg(t)=argfg(t)+€y,

(iv)  fo(t)=e1®t, pour t=Tg, pour un To>0 convenable, qui dépend de ag
et de €.

On considére Xg: RN>tw — fg(t)w, t=0, weSN—1, et on définit I'g
comme 1'image de Xg. Soit %g I'espace de Hilbert donné par la
décomposition orthogonale: %g=%R,®LZ(I'g\B(0,Rp)). Si
Xecgo(B(O,Ro+ ag)) vaut 1 dans un voisinage de B(0,Rg), alors on pose:
Do={ueg; Xued, (1-X)ueH2(I'g\ B(0,R())}. On identifiera fréquemment
(Fg,%g,Dg) avec (RN, %,H) a I'aide de Xg. On définit 'opérateur
non-borné Pg:%g — %¢ de domaine Mg par Pgu|g(o,Ry)=P(XU)|B(0,R0)

PoU|re\B(0,R0)=~Are(U|g\B(0,Ro))» UEDp. Dans les coordonnées
t,w, on trouve pour t>Ryp:
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Po=(1'(1) D2+ (S ()~ n- DDy +(F(1)~ 2Dy %,

ou D=i"13/3x et -Dwz désigne le laplacien sur gh-1, Le symbole principal

devient pe=(1:/r'(t))2+(u)*/)'(t))2 et nous voyons que pg est élliptique et
prend ses valeurs dans le secteur fermé, O<-argz=<2(6+¢€p). On remarque
aussi que Pg=-e~219A en dehors de B(0,T) et que sizeC\e~219[0,00[,
alors Ipg(x,£)-2|=C(2)>0 pour |(x,£)| assez grand.
On montre:
195i zeC\e~219[0, + o[, alors Pg-2z: Mg — Hg est un opérateur de
Fredholm d'indice zero.

La détermination de 1'indice résulte d'une déformation de (z,8) en (z,0)
avec Im z >0.) Utilisant des déformations locales de I'g et des estimations

a priori, on obtient:

29 Si 0=6,<0,<™ et zgeC\{re~21®; r>0, 6;<0<05), alors
dimker(Pg,—2g)=dimker (Pg,~2¢) et les éléments des deux noyaux
s’identifient par prolongement analytique & un voisinage de

Ve,<o<0, CE
30 Le spectre de Pg dans C\e‘z‘elo,oo[ est un ensemble discret, et pour
chaque 2z dans ce spectre le projecteur 1, g défini comme dans

(1.6) est de rang fini, indépendant de 6, pour des variations de 6
comme dans 2°. De plus, le spectre de Pg est contenu dans

{0O)u{z#0; 0=<-argz=26)} quand 6=1/2 et dans
(]-00,0ln0(Py))U{z#0; 0<-argz=26}, quand 0=<6<1/2.

40 Sj Ug,€Ddogs (Peo-z)ueo=v, ol ve ¥ g avec suppvCB(0,Rg+2ag),
z¢ e~2190[0, 00 alors on a une solution ug dans Mg, joc de
(Pg—2)ug=V pour 0=6=<86( (obtenu par prolongement holomorphe), et
on a ug,€Dg, si 2¢e~219[0,00[ pour © entre 6 et ;.

A V'aide de ces observations on montre que (P-2)~! :¥comp — Djoc se

prolonge méromorphiquement de C\[0, +oo[ & travers de ]0, +oo[ 'par au
dessus’’ & {zeC;-2mw<-argz<21}, et les pdles sur le deuxiéme feuillet
coincident avec les valeurs propres des Pg discutées ci dessus. De plus on

peut identifier les multiplicités. De méme on peut prolonger (P-z)~! a
travers de ]O, +oo[ par en dessous, et en utilisant des propriétés de
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(—A—z)"I en dimension impaire on montre que les deux prolongements
coincident sur 1a “nouvelle’’ copie de €\ [0, +0oo[. Ceci donne alors
I'essentiel du Théoréme 1.1, et permet aussi de caractériser les résonances
comme les nombres A tels que A2 est une valeur propre de Pg dans le

secteur 0<-argz<26 pour un 6 convenable dans [0,Tr[. De plus on peut
montrer que z est valeur propre de Pg avec O0=<-argz<26<2 si et

seulement siz est valeur propre de P-g» ol P_g se définit sur
I'_g=des. T comme Pg sur I'g. Il suffit alors pour prouver le Théoréme
1.2, de majorer convenablement le nombre de valeurs propres de Pg dans

intersection de D(0,A2) et le demi-plan inférieur, pour un © fixé dans
lw/2,3w/4l.

3.Calcul fonctionnel. On introduit un petit parameétre h>0 et on
remplacera dans la suite Pg par the et P=Pq par h2P. Soit HX le domaine
de (I+P2)°( si €=0, et posons H~X=(HX)*, Indépendamment du signe de
oeR, HX peut étre muni de 1a norme I(P+i)% ull¢¢. Soit V=Vg={z€C;
228, 2mr-26-8=argz =8} Choisissant I'g en fonction de &, on montre
que pour zeV, ReR:

I (F’e—Z)-l I 3("@2,sl+l)+ <2 (F’e—Z)_I “3(‘@2,‘@2)5(:2 .

Soit F méromorphe dans C\(o)o+e180[0,+°°[) pour un u)oe\7 et
80€18,2m-26-8[ avec un nombre fini de pdles, tous évitant le spectre de
Pg. Si F=0(<z>P) prés de V'infini pour un p<0, on peut définir
F(P9)=(2Tri)"fx F(2)(z-Pg)~1dz, ¥=%oU¥ U..U¥) avec les ¥j comme

dans la fig.:
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Ici ¥y, ¥2,...,¥N SONt des petits cercles qui entourent les pdles de F qui
ne sont pas entre ¥ ¢ et 1a coupe u)o+e180[0,+oo[. On choisit ¥ o contenu
dans V. Si G a les mémes propriétés que F, alors (FG)(Pg)=F(Pg)G(Pg). Plus

généralement si F=0(<z>£) prés de l'infini pour un peR, alors avec keN
assez grand et avec Wy, W»,..,wWy convenablement choisis, on peut définir

F(Pg)=F(Pg)(Pg-w)e..s(Pg-wy) avec F(z)= F(2)/(z-wy)e..o(z-wy), et
cette définition ne dépend pas du choix de Wy,..,Wy. On vérifie que
F(Pg)e (DR, HR-p—E€) pour tout £>0 et si F n'a pas de pdles en dehors de
V, alors on peut majorer la norme correspondante de F(Pg) par une

constante indépendante de h.
On a besoin d'approcher F(Pg) par différents opérateurs selon les

régions. Introduisons pour cela des classes d’'opérateurs négligeables:
®R* ={R:Vx]0,113(z,h) — R(z,h) e B(%,%); pour tous «,BeR, NeN, il
existe h(«, 8,N) tel que R(z,h): % — 08 est de norme ®(hN/<z>N)y pour
zeV, 0<h=h(«,B8,N)}. De maniére analogue, on définit une classe ®
d'opérateurs indépendants de z. Soit 5e=—Ape, §9=—e'2i9A.

Proposition 3.1. Soient Rg<ry<ro<oo tels qu'il existe §>0 tel que Pgu=Pqu
si suppuCB(0,r;+8), Pgu=Pgu si suppuCRN\B(0,ro-8).

(A) Si Xecgo(B(O,q)) est constant dans un voisinage de B(0,Ry), alors

(z-Pe)"X=(z—Po)"X+R(z)X avec ReR.”*.

IX-7



8

(B) SiXeCq (RN\B(O,Ry)) et si YeCq vaut 1 prés de B(0,Rg) et

supp ¥ Nsupp X=#, alors (z-Pg)~1X=(1-¥)(z-Pg) "1 X +R(2)X avec
ReR*.
(C) SiXeCp (RN) est & support dans RN\ B(0,r) et ¥ est comme

dans (B), alors (z-Pg)~1=(1-9)(z- Pg) X +R(2)X, avec Re R *.

On trouve ensuite un résultat analogue pour approcher (Pe-wo)x)( avec des
erreurs RX, Re®,. Soient Um'cﬂ", R1C®R les classes obtenues en

remplagant les espaces (DX, HB) dans les définitions par les espaces
d'opérateurs & trace HX — HB munis de la norme trace correspondante.
Dans la démonstration de la Proposition 3.1 on peut dans chaque cas faire
apparaitre des troncatures a support compact, et de ce fait on peut dans
les conclusions remplacer I'espace ®* par 'espace ®1*. De méme dans les

approximations de (Pe-wo)?f on peut avoir des erreurs de classe ®1.

4. Fin de la démonstration. Soit Imw;>0 et considérons (Pe—wo)%, ol

1 N
on choisit 1a branche de z3 sur C\e‘80[0,+oo[ qui est positive sur ]O, +oo[.
On peut montrer que le spectre de (Pg-wq)3 s’obtient de celui de Pg par

'application z+— (z-u)o)%. Déssinons cette image:
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26/3

(e~210[0,00[-w()F, Iz-wy1=Sg, =Ry, =Ry.
Ici on a choisi Wy avec Imw>0 proche de 1'axe réel et loin a droite, S
désigne la distance de w¢ & 1'image de e~219[0,00[, et les points indiquent
les valeurs propres de (Pe—wo)':%.

Soit Ze=(Pe-u)o)%-u)1. On voit d'abord que Zg admet un inverse qui
est borné dans % uniformement par rapport a h. Soit Jy=<po=... une
énumération de d’abord toutes les valeurs propres de Be=(29*29)% en

dessous du spectre essentiel, et ensuite dans le cas ol ces valeurs sont en
nombre fini N: Jj=inf 0ggg(Bg), pour j>N. Comme 2o~ ! est borné on a

M12r>0 pour un r qui est indépendant de h. On choisit Ry, Ry avec
r<Ri<R2<Sg et le probléme qui nous intéresse est de majorer le nombre de
valeurs propres de Zg dans le disque D(0,R¢). Pour cela, on va majorer le
nombre des ﬂj avec ustz.

Soient Bg, Bg, Bg les opérateurs définis comme Bg en remplagant Pg
par Py, Pg et Pg respectivement. Si  est un ensemble borné dans C\R on

introduit 1a classe des opérateurs négligeables suivante:
®8=(R:2x]0,1[— B(%,%); YNeN,o, BeR,IMeN et h(a,8,N)>0 tels que
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R(z,h): HX — OB est & trace et la norme trace est=®d,B,N(hN|Im z|~M)

pour 0<h<h(«, 8,N)}. On montre alors la
Proposition 4.1. Avec X,¥ comme dans les cas (A),(B),(C) de la
Proposition 3.1, on a respectivement modulo ‘m§=

(A)  (Bg-2)~!x=(Bg-2)"1X,
(B) (Bg-2) '=(1-y)(Bg-2)"1%
(C) (Bg-2) '=(1-y)Bg-2)"1x.

Comme on la formule ([HS])
(4.1) 1(Pg,)=-1"1[f(2)(z-Bg) 1 L(d2)
pour fecgo(lR), ou f'désigne une extension presque analytique de f et

L(dz)=dx dy, et de méme avec Bg remplacé par By et c, on obtient un
résultat d’approximation pour f(Bg) analogue & la Proposition 4.1, avec ’m§

remplacé par ®1. On peut alors trouver Xo, x]ecé”(mn), Xzecboo, avec
supp X;jn B(0,Rg)=# pour j=1,2 et 1=Xq+ X+ X2 et tels que pour tout
feCo (R):

(4.2) 1(Bg)=f(Bo)Xo+(1-¥(Bg)X;+(1-¥2)(Bg)X2 mod R.

Ici wjecgo(lk") vaut 1 prés de B(0,Rq) et supp ¥jNsupp Xj=#. On voit que

f(Bg) est de 1a forme g(Pg) pour un gecgo(lR) et donc trf(Bg)Xo=0(h™N),
Le spectre de Bg est {I(e~21® t-w)3-w,|; t=0)=[Sy, +ool. Si
recgo(l-w,sol) on a donc 1‘(39)=0, et

(4.3)  f(Bg)=tr(1-yf(Bg)Xy + Oh~N),
En utilisant un peu de calcul pseudodifférentiel, on montre d'abord que fe
est un opérateur h-pseudodifférentiel d'ordre O en h dont le symbole est de

2/3
S0,0

1
|(pg-wWgp)3-wql qui prend ses valeurs dans [Sg, + o[ sauf pour (x,£) dans
un compact. Sans étre obligé d‘analyser f(Bg) en tant qu’opérateur

classe . Alors 59 est un opérateur du méme type de symbole principal

pseudodifférentiel, on arrive & montrer que f(ge))h est a trace et que 1a
norme corréspondante est ®(h~M). Donc on obtient:
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(4.4) trf(Bg)=0(h~N),
Soit r<Ry1<R2<Sgp ol r>0 est indépendant de h et vérifie r=ji;. Alors

(4.4) entraine que le nombre M de valeurs propres <R, de Bg est O(h—N).
Soit N le nombre de valeurs propres de module =R de Zg comptées avec
leur multiplicité, et soient Zy,...,2) CeS valeurs propres rangées telles que
j— Izjl soit croissant. Nous avons alors 'inégalité de Weyl (vérifiée dans

le cadre présent dans [S]):

(4.5) MMt lnslzyl-lzo] .. Izyl.

Nous allons montrer que

(4.6) N=0O(h™ M),

SiN<M, iln'y a rien & démontrer. Si non, on obtient de (4.5)
rMRoN=M<RN, d’ot N=<[log(R2/r)/10g(R2/R)IM=0(h~N), et on a donc
(4.6). Choisissant convenablement les paramétres wj, Ry, Rz on peut
maintenant remonter a Pg et montrer que le nombre de valeur propres dans

un semi-anneau: {zeC; Imz=<0, R=<|z|<R+1)} pour un R>0 convenable, est

O(h~N). Se débarrassant finalement de h et estimant une somme
géométrique, on arrive a majorer le nombre de valeurs propres de Pg dans

{1z] <R}U{Im z=0) par R"/2, Comme d'autre part les valeurs propres de
P_g sont les complexes conjuguées de celles de Pg et comme la réunion des

valeurs propres de Pg et de P_g pour 8€]1/2,31/4[ est 1'ensemble des

carrés des résonances, on trouve bien 1a majoration énoncée dans le
Théoréeme 1.2.
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