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Approximation et temps de vie des solutions
des équations d’Euler isentropiques

en dimension deux d’espace

SERGE ALINHAC

UNIVERSITÉ DE PARIS-SUD

DÉPARTEMENT DE MATHÉMATIQUES

F-91405 ORSAY CEDEX

Introduction

1. En dimension deux d’espace, les équations d’Euler incompressibles
(qui gouvernent les fluides) possèdent des solutions classiques globales en
temps. En revanche, les solutions des équations d’Euler compressibles (qui
gouvernent les gaz) ne peuvent, en général, rester classiques pour tout
temps, comme l’a montré SIDÉRIS [16]. Néanmoins, le temps de vie et
l’allure de ces solutions ne semblent pas avoir été étudié de façon précise,
même dans les cas les plus simples.

Le but du présent exposé est de décrire les résultats obtenus dans
[1] et [2], où l’étude se limite au cas isentropique (avec une loi d’état
quelconque) à données initiales invariantes par rotation.

Cette dernière restriction est liée aux considérations suivantes : l’étude
du comportement asymptotique des solutions dans le cas compressible fait
intervenir des solutions de mêmes données des équations incompressibles ;
bien que celles-ci soient classiques pour tout temps, leur allure globale
semble très mal comprise. On est donc conduit à se placer dans la situation
où les solutions des équations incompressibles dont on a besoin sont
stationnaires, ce qui est le cas pour des données invariantes par rotation.

2. Les équations d’Euler isentropiques en dimension deux forment
un système quasi-linéaire hyperbolique à trois inconnues, la vitesse v

( v = (Vl, v2 ) E R2 ) et la densité p . Les deux valeurs propres extrêmes de
ce système sont vraiment non linéaires (au sens de LAX [13]), et l’on peut
penser le sous-système 2 x 2 qui leur correspond comme qualitativement
équivalent à une équation d’onde non-linéaire qui gouvernerait la densité
p et la divergence d de v .

La valeur propre centrale est linéairement dégénérée (voir par exemple
MAJDA [14]), et l’équation scalaire correspondante gouverne le tourbillon

de v.
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Bien entendu, ces équations sont couplées, mais certains travaux (par
exemple MAJDA et ROSALES [15] en dimension un, ou CHEMIN [4] pour
l’étude des singularités) laissent supposer un couplage plus faible que ce
que l’on pourrait attendre a priori. Les équations d’onde non linéaires
semblant dorénavant bien comprises (cf. par exemple KLAINERMAN [12],
H8RMANDER [9]), l’essentiel du travail portera donc sur l’étude de ce
couplage.

3. La méthode de preuve utilisée dans (1~, [2] est adaptée de H~RMANDER
[8] : construction d’une solution approchée ~vapp, papp) (par les techniques
dites d"’optique géométrique non linéaire" cf. par exemple [6], [15]), puis
estimation des restes à l’aide d’inégalités d’énergie établies pour l’opéra-
teur linéarisé sur (vapp, Papp) -

La difficulté provient du fait que les termes contenant le tourbillon w,
qui sont essentiellement stationnaires, empêchent l’utilisation des "champs
Z" de KLAINERMAN [12], qui sont seulement adaptés à la partie "équation
d’onde" du système.

Cette difficulté est le reflet du phénomène physique suivant : la densité
p et la divergence d gardent, à l’endroit de la perturbation initiale,
des valeurs bien supérieures aux valeurs qu’elles auraient dans le cas

irrotationnel; 1"’effet de tourbillon" retient le gaz localement.
On est donc obligé de calculer une solution approchée beaucoup

plus précise que ce qui suffit habituellement, ce qui entraîne quelques
complications techniques (notamment à cause de l’absence de lacune en
dimension deux, cf. §.3).

L’estimaion des restes, qui conduit à une borne inférieure du temps
de vie des solutions, repose sur une variante de l’inégalité d’énergie pour
l’équation des ondes dans le cas où le second membre est de moyenne
(spatiale) nulle. Cette variante, ainsi que le principe de l’estimation qui
en résulte, sont présentés au §.4.

Enfin, une borne supérieure du temps de vie est obtenue assez

facilement en suivant l’argument de JOHN [10], [11] et en utilisant les
résultats déjà obtenus sur l’allure de la solution en grand temps (§.5).

1. Notations et résultats.

1.1. Nous considérons, pour (x, i) E R2 x R+ , @ le système des
équations d’Euler compressibles isentropiques

où v = (Vl, V2) désigne la vitesse et où la pression p est supposée être une
fonction connue de la densité p, avec On posera dans la



VII-3

On choisira comme données initiales

constante ,

où vo et po sont Cco nulles pour lx 1 &#x3E; Ro , indépendantes de - &#x3E; 0 .

Enfin, en notant on supposera

les fonctions p° , vr et ve sont C°°

et dépendent seulement de lx 1 = r .

Soit ~’~ &#x3E; 0 le temps de vie de la solution (

Le premier résultat donne une valeur approchée de 

THÉORÈME 1.1. Soit

est la transformée de Radon d’une fonction f

(invariantes par rotation).
Supposons po et 4. = div vo non toutes deux identiquement nulles,

et soit 0"0 -5 Ro un point où est minimum : on a R’ ( 0"0)  0 ;
1 1 ?

Remarquons que la quantité + c(~) qui intervient dans le
théorème est toujours positive, ce qui équivaut à dire que les valeurs
propres extrêmes de (1.1.1) sont vraiment non linéaires (cf. par exemple
[5]).

1.2. Description de la solution approchée et estimation des
restes.

On peut affiner le théorème 1.1 en donnant, pour tout A  T* , une

.. , , A2
description de l’allure de la solution de (1.1.1), (1.1.2) pour 0  t 

2

(O_A).

a. Lac solution approchée papp, vapp .
Comme la solution (p, v) est "invariante par rotation" (au sens de

(1.1.3)), on écrira toujours
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On décrira donc ici dQPp = div vapp , 1 w app = rot plutôt que 
lui même.

Dans toute la suite, on distinguera deux zones 1 et II, définies par
t _ 2~-s/5 et t &#x3E;_ ~-s/5 respectivement ; le "raccord" entre des fonctions
définies en zones I et II se fera à l’aide d’une troncature 0 = 8(te6/5), où
0 E C°°(R), 0(s) = 1 pour s  1, 0(s) = 0 pour s &#x3E; 2.

Par ailleurs, l’absence de lacune en dimension deux pour l’équation
des ondes conduit à introduire une troncature "conique"

, ’B....

i) En zone I, les solutions et sont de la forme

avec (en omettant pour alléger les "I" )

où dorénavant f - - pour une fonction invariante par rotation.
Or Y

Les composantes pi sont définies comme suit :

où (par abus)

où

et
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Ici comme plus loin, il est entendu que des coefficients tels que f + p f ~
sont toujours calculés pour p = p.

p et étant définis au théorème 1.1.

Le terme est la solution du problème linéarisé, tandis que e2 P2
prend en compte la partie quadratique des interactions entre les solutions
du problème linéarisé, etc ...

On peut montrer que, pour t grand sur le support de x ,

ii) En zone II, on introduit la variable de temps lent T et on

module les "profils" R et L qui apparaissent en (1.2.2), (1.2.3) selon les
équations

On remarquera que seule (1.2.4) est non linéaire, et que T* est le temps
de vie de la solution classique de donnée initiale R(u).

Posons alors

Les solutions , sont choisies de la forme

avec comme en

zone I.
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Les composantes sont définies en zone II par

iii) Au total, on notera

et l’on choisira 

est défini en i).
On remarque que

b. Estimation d es restes.

La fonction (p,v) étant la solution classique de (1.1.1), (1.1.2), les
restes p - Papp , d - sont estimés dans le théorème suivant.

THÉORÈME 1. 2 . Il existe v &#x3E; 0 et, pour tout 0  A  T* , il existe
des nombres 0, CA &#x3E; 0, RA &#x3E; 0 tets que la solution (p, v) est

d2

cla,ssique pour

On a noté, ici comme plus tard,

Les quatre paragraphes suivants sont consacrés à une esquisse des
preuves des théorèmes 1.1 et 1.2.

2. Solution approchée et solution exacte.
Précisons ici la méthode de preuve employée.

a. Il faut d’abord "diagonaliser" le système (1.1.1) : bien que cela
puisse se faire directement à l’aide d’opérateurs pseudo-différentiels (ou
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mieux, paradifférentiels~, il semble plus agréable d’introduire les inconnues
d = = rot v . Le système (1.1.1) devient alors

b. Supposons construites des fonctions pa , da , (qu’on souhaite,
en un certain sens, solutions approchées de (2.1~-(2.3~~ et posons

Les restes p, d et 13 satisfont au système suivant, déduit de (2.1)-(2.3) :

Ici Ra , 1 Da et Ha désignent les valeurs des premiers membres des
équations (2.1), (2.2), (2.3) respectivement, lorsque p = Pa, d = da ,

c. Il importe de respecter ici les lois de conservations du système
d’Euler.

La solution ((p- p), v) est à support dans Ixl 1  ct+ Ro, et, pour tout

Nous supposerons donc que les fonctions pa , i da , wa dont on part, satisfont
aussi

(2.8) pa - p , da , Wa sont à supports dans èt + Ro
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On supposera de plus que les valeurs initiales sont correctes

Remarquons ici (nous y reviendrons au §.3) que la solution approchée
décrite en 1.2.a. satisfait (2.8), (2.9) et (2.10).

d. Dans l’équation (2.4), si p = 0, on trouve

Il est facile de voir qu’une équation de ce type a pour unique solution

et que si Ra est à support dans  R et de moyenne nulle, il en est de
même de i.

Soit donc da la solution (de moyenne nulle) de (2.11) : on pose
N N 1

d = da + d, et (2.4) s’écrit maintenant

Si l’on définit alors i3a par

on remarque que i3a est de moyenne nulle, et en posant i3 = wa + w, on
obtient

Les équations (2.4)’ et (2.6)’ permettent de calculer à et uJ en fonction
de p - p. En éliminant Dtd entre Dt (2.4) et (2.5), on obtient alors
l’équation fondamentale sur p ;

avec p = 8tp = 0 sur t = 0 grâce à (2.10).
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On a utilisé ici les abréviations suivantes :

et enfin

Dans l’équation (2.13), on considère (grâce à (2.4)’, (2.6)’) tous les
termes du second membre hormis Fa comme des fonctions de p nulles
lorsque p - 0. Le terme Fa dépend uniquement de des

ajustements da, wa définis en (2.11), (2.12).
Au mieux, on peut espérer que p aura l’allure de la solution de CI =

Fa : cela ne pourra en fait être établi que par le raisonnement habituel
d’induction sur le temps (cf. par exemple [8]) qui suppose certaines
estimations sur p; les estimations correspondantes sur Fa donneront la
mesure de la qualité d’approximation que devront atteindre les fonctions
(Pa, da,úJa).

Par exemple, on devra supposer (au §.4),

3. Construction de la solution approchée.
Nous avons vu au §.2.d. quelles exigences devaient être satisfaites

par des fonctions comme on peut raisonnablement penser
que les ajustements da, ù3a seront négligeables, on ne prêtera pas grande
attention aux quantités Ga , Ha, Ia définies en (2.14), (2.15), (2.17) ; nous
concentrerons nos efforts sur Ra , i Sla et Ja (défini en (2.18)), la quantité
Da pouvant si nécessaire se déduire de Ja .
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a. Le point de départ du calcul consiste à supposer

et à obtenir les expressions correspondantes pour Ra , na, 9 Ja .
Pour simplifier, nous n’expliciterons pas les termes qui s’avèreront

(a posteriori) négligeables et les remplaceront par des " ... ".

On trouve alors

b. En zone I, on choisit w1 = wo 1 , pl , p2 , p3 de façon à annuler les
termes successifs de Ja , et dl , d2 , d3 pour annuler ceux de Ra .

Précisons un peu :
- Nous écrivons p2 - + P2 - tP(x), où 0(x) est la solution

(stationnaire) de 20132’7()(), prenant en compte
r

les autres termes quadratiques, notés ici Q(pi, dl). Remarquons que 0(x)
est à support compact : en effet, wt étant à support compact et de moyenne
nulle o est à support compact; il s’ensuit est ànulle, (w1 est à support compact; il s ensmt que - I (wl I ( 1 ) est à

r
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support compact et de moyenne nulle, donc 0 est à support compact (voir
aussi 

. 

la formule en 1.2.a.).

Compte tenu du fait que
on peut calculer le terme principal en fonction de R et de ses

r.

dérivées ; le terme représente la contribution

de ce terme principal. Nous posons donc :

où Pl est une solution libre = 0 avec les traces convenables, et
z vérifie (avec des traces nulles) 0 w = W , W étant essentiellement le
terme Q privé de sa partie principale.

Une des difficultés techniques de la construction consiste à établir
l’allure asymptotique de z , qui, en un certain sens, ressemble à une
solution libre. Pour ce faire, il faut reprendre les approximations de [7],
[8], en utilisant le bon comportement de W eu égard aux "champs Z" de
KLAINERMAN [12]. Nous renvoyons le lecteur à [1] pour les détails, nous
contentant ici de l’information (1.2.3).

- Le choix du terme p3 vise seulement à annuler la partie principale
du terme en e3 de Ja .

Bien sûr, on vérifie directement que

permet de préserver ces lois de conservations pour les solutions approchées
pa , da , 1 (cf. §.2).

c. Expliquons maintenant l’introduction de la variable T de temps
lent en zone II.

où comme d’habitude " ... " désigne des termes non essentiels.
On en déduit

c’est-à-dire que le terme de J. apporte une contribution
a2 2 , , ....

2013p=201320132013 au terme en E de Ja : Inéquation (1.2.4) signifie simple-
r t 
ment qu’on a choisit R en sorte que cette contribution annule la partie
principale du terme Q(pl, dl).
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On procède de même pour L : avec les notations de b.,

Par conséquent

signifie qu’on a choisit L en sorte que la contribution du terme
dans Ja annule la partie principale du terme en e’ de Ja .

La "disparition" du terme e3 P3 en zone II n’est bien sûr qu’une
illusion; en effet, en zone 1,

A cause de

donc

En zone II, d’après ce qui vient d’être dit,

Il n’est donc pas étonnant qu’en posant pa = + ( 1- 8~ pâI , le
raccord se fasse sans problème, pourvu que T soit assez petit sur supp 8’
(ici, en fait, T N £2/5 ).

d. L’examen des autres termes de Ja est terriblement fastidieux, et
nous le passerons sous silence.

Signalons seulement qu’on ne peut négliger a priori les termes en
£4 de Ja qui font intervenir 0(x), et qu’à cause du choix simplificateur

1-W 1 0 , , le terme -2 P Ha n’est en fait pas non plus négligeable. Ce
r

n’est qu’au §.4.2.c. qu’on verra comment éliminer ces termes.
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En posant

on obtient finalement les estimations :

en zone I , 1

en zone II ,

et de même pour toutes les normes 11,,.
Comme on l’a expliqué au §.2, la taille de sera essentiellement

contrôlée par 
t t 

IÊ.I() ds : les meilleures estimations de cette intégralecontrôlée par les meilleures estimations de cette intégrale
o

sont obtenues pour le choix t - -s/5 de la zone de raccord. Il vient alors

e. Comme on l’a vu au §.2, la vraie solution approchée est en fait
(Pa, da + + puisqu’on Pa, d == ~ 2013 (~a + ~a),
. / . ~~ B 

p - a + d

Il apparaît que da est négligeable, et que le terme principal de

Nous poserons donc pa ,

4. Estimation de la solution.

4.1. Les notations sont ici celles du théorème 1.2, CA désignant
diverses constantes dépendant de A .

a. Le point de départ des estimations de est l’équation
(2.13), jointe à (2.4)’ et (2.6)’.

Nous utiliserons pour (2.13) les inégalités d’énergie standard qui
donnent un contrôle de 117.,,t pis par l’intégrale de la norme 1 ’S du second
membre; nous nous contenterons de s = 2, car Ifls &#x3E; cte puisque

2
Les intégrales des termes du second membre de (2.13) (hormis 

seront traitées de la façon habituelle à l’aide du lemme de Gronwall, ce
qui suppose

i) un bon comportement de la solution approchée,
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ii) un comportement analogue des restes, à justifier ultérieurement
par induction sur le temps.

Considérons par exemple l’intégrale du premier terme :

donnera dans les estimations, par application du lemme de Gronwall, un
,,_4 ’"

facteur exp qu’on veut borné; la partie

exp C est effectivement bornée, et l’on suppose l’autre
0

partie (dépendante de p) bornée, ce qui sera justifié a posteriori par les
estimations du théorème 1.2.

b. Estimation d e d.
Il est facile de déduire de (2.4)’, compte tenu de la formule explicite

(2.11)’, l’estimation 
.

qui suppose l’hypothèse

c. Estimation de u5.

Nous faisons l’hypothèse fondamentale cela

implique, compte tenu de (2.6~’, que Lb s’annule pour lx 1 &#x3E; RA.
Par ailleurs, l’inégalité d’énergie standard donne

d. Parmi les termes du second membre de (2.13), beaucoup se

traitent aisément comme on l’a expliqué en a., à l’aide des estimations
de d et c~ ci-dessus.

Les difficultés principales sont de deux types :

1er type : termes contenant p, et non B7 x,t P
2ème type : termes contenant c~.

e. La difficulté du premier type est classique (cf. par exemple [9]), et
provient du fait qu’on ne peut espérer mieux en général qu’une estimation
de la forme

( t majorant le diamètre de 
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Les termes du second membre de (2.13) qu’on ne peut estimer
trivialement en raison de cette difficulté sont ici

On utilise le lemme élémentaire suivant :

LEMME. = u(r) une fonction CI supportée dans R, et
-À» -

s (u) une fonction vérifiant , En notant

L’analyse précise des coefficients i Ot da, prenant en
compte le comportement de leurs profils (cf. par exemple (1.2.2), (1.2.3)
et §.2.c.), montre qu’on peut majorer les normes L2 des termes litigieux

.2

ce qui est acceptable (car

f. La difficulté du deuxième type est plus essentielle, et correspond
à l’effet d’interaction entre le mode central et les modes non linéaires
extrêmes (voir l’introduction).

Son traitement fait l’objet du point suivant.

4.2. Interaction des modes.

_Nous allons simplement illustrer la méthode en traitant le terme

-2 p [[àJ]] (défini par (2.15)’).
r

La remarque fondamentale est que ce terme est de moyenne nulle et

à support dans un compact fixe en x ; en effet, comme

où k(r, t) = + wa ) + - I (w) ; comme J wdx = 0, a même
2 1

support que w (qui est contrôlé d’après 4.1.c.) et le terme est de moyenne
nulle puisque = 0 .

a. L’inégalité d’énergie.
Il se trouve que les solutions de mu = f possèdent, si f est de

moyenne nulle, de meilleures estimations que celles fournies par l’inégalité
d’énergie standard.

Voici un exemple simple de ce phénomène.
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LEMME. Soient u(x, t) et E C°°((0, T~ X R§ ) , telles que u(., t)
et gt(·, t~ soient à supports compacts et

P REUVE : Posons 0 Vi = gi (vi à traces nulles) : on a

Comme

les inégalités

impliquent le résultat. D

Bien entendu, le premier membre de (2.13) n’est pas exactement D ,
mais nous passerons sous silence ces difficultés mineures.

Remarquons en particulier que si les gt ne dépendent pas de t ,
IVuio + 10tulo est borné, tandis que l’inégalité standard donne une majo-
ration en cte x t .

En fait, le lemme signifie qu’on peut remplacer au second membre les
dérivées Di par 8t , ce qui n’est pas si étonnant.

b. L’intérêt du lemme précédent dans le traitement du terme

-2 P w est qu’il permet d’exploiter le caractère "presque stationnaire"
r

de cv tel qu’il apparaît dans (2.6)’.
En effet,

et
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grâce à la formule I(I(f ) g’ + f g) = I( f ) g, il vient

, on trouve

Le terme - 2 làlo est acceptable; l’autre terme est majoré par

d’après 4.1.c. : comme on a déjà supposé
t

on voit que l’inté g rale de ce terme n’excède pas CA e 2 10 Idjo ds , qui est
0

acceptable.

c. Le lemme a. est aussi utile pour traiter le terme "presque
stationnaire"

1

Quant à la solution de

elle n’est pas d’énergie bornée (le second membre est stationnaire mais
de moyenne non nulle), mais cte (log (e + t))1~2, ce qui est
largement suffisant. 

4.3. Conclusion.
On a indiqué aux paragraphes 4.1 et 4.2 comment, en supposant

A2
l’existence d’une solution régulière de (1.1.1), (1.1.2) sur [0, T[, T  20132013,E2
on pouvait obtenir, par un raisonnement d’induction sur le temps, et pour
0  e  ê A, les estimations

Le critère de CHEMIN [3] (qui est ici très simple car nous nous sommes
limités à des fonctions de r seulement) permet alors de conclure qu’en fait
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la solution régulière existe jusqu’à ’
a donc montré lim e 2 

, c’est-à-dire ~

5. Borne supérieure du temps de vie.

_ 

Il reste, pour achever la preuve du théorème 1,1, à montrer que

Comme on a supposé po et d° non toutes deux nulles, R ne peut
être identiquement nulle (cf. [8]), et T*  +oo. Il semble préférable ici de
partir des équations

, ,

que l’on obtient à partir de (l.l) par la représentation (1.2.1) v = =

- x + - x , en posant a = = 7(o;). La stratégie de JOHN
r r

(11 consiste à écrire le système en p’, a’, /3’ , à le diagonaliser, et à prouver
une estimation en norme L’ de la dérivée susceptible d’exploser.

Ici, on pose A = 1 C = rl l2 ( p _ p), puis

Désignons par ri la courbe intégrale du champ 8t + (c + a) 0, issue de
(r = , 1 t = 0). Soit B &#x3E; T* ; en supposant que la solution classique de

- -1 ,

données (1.1.2) existe pour on obtient une

2013 1
estimation a priori dans la bande R, partie de  t  T comprise entre

e

et ( 0E0 étant défini au théorème 1.1).
Cette estimation est de la forme

pour des constantes Jl , Mi , V, bien choisies, et 6 assez petit. De plus,
on voit facilement que f3 = 0 dans R.
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En notant w(t) la restriction de -z1 à on dérive

de (5.1) une équation différentielle ordinaire sur w de la forme

pour laquelle (5.2) implique

Les résultats déjà obtenus d’existence et d’approximation impliquent

Il ne reste plus qu’à appliquer le lemme 1.3.2 de [9], qui implique ET 1/2 
T* + 0(1 ~ , et la preuve est complète.
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