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Introduction

Les résultats qui suivent ont été obtenus en collaboration avec P.L. LIONS et
E. TADMOR [9].

Nous considérons une loi de conservation scalaire multidimensionnelle

satisfaisant aux conditions d’entropie de Lax

pour toute fonction convexe s et avec

Dans [13], L.TARTAR montre grâce à la compacité par compensation que, en dimen-
sion n = 1, des suites de données initiales (2) convergent faiblement da,ns L2 (R) peuvent
produire des solutions convergent fortement dans x R).

Ceci nécessite une hypothèse sur A(u) : il n’existe aucun intervalle de R sur lequel
a( ~ ) est constant. Nous allons montrer comment étendre ce résultat à une dimension 11
quelconque en s’appuyant sur une nouvelle formulation des lois de conservation (1).

Nous obtiendrons alors la compacité grâce aux lemmes de régularité en moyenne. Nous
montrerons également des relations avec les effets régularisants hypoelliptiques. Enfin nous
indiquerons quelques modèles de type "Boltzmann" susceptibles de donner, lorsque le libre
parcours moyen tend vers 0, des systèmes de la, dyna,mique des gaz.
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I. Modèles cinétiques et lois de conservation scalaires.

1.1 Formulation cinétique.
Nous proposons la formulation suivante des lois de conservations i

x E &#x3E; 0 solution du problème :

avec

(6) m est une mesure positive bornée sur R+ x 

enfin est définie par la formule

Pour une mesure m donnée on ne peut pas résoudre (6) dans L°°, néanmoins nous
avons équivalence entre (4)-(6) et (1)-(3).
Théorème 1. soit u(x, t) E LOC)(R+ ; Li n alors u est solution de (l)-(3) si
et seulement si u est solution de (4)-(6).

Nous renvoyons à [9] pour une démonstration rigoureuse et d’autres commentaires sur
ce théorème et donnons l’idée de la démonstration.

Démonstration. Soit t) E L°°(R+ ; LI n et notons rra la distribution
définie par

n

Multipliant cette égalité par S’ (v ), où s( ~ ) est une fonction C’ et intégrant en v nous
obtenons

ou encore
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(3) est donc réalisée pour tout ~’ convexe si et seulement si ~S"~v), ~~z~ &#x3E; 0 pour tout S" (v )
fonction positiv e, c’est à dire si et seulement si est une mesure positive.

Des bornes sur in s’ohtiennent en choisissa,nt S"(v) = 1 ou 

1.2. Modèle de "Boltzinann" associé

Cette formulation (5)-~’l~ des lois de conservation peut être utilisée, en particulier,
pour construire une approximation hyperbolique semi-linéaire de l’équation quasi
linéaire (1). Nous introduisons pour cela le modèle de type "Boltzmann"

Nous montrons dans Perthame et Ta,dmor (11~ que ce système admet une unique solution.
En fait on peut refaire sur (11) la théorie de Kruzl,-ov [8], pour les lois de conservation.
D’autre part on voit, puisque -1  + 1 et 0, que J(.,1’,.) a le même
signe que v et que -1  f(., ., .) :::; +1 ; on en déduit facilement que

et on retrouve donc (4) pour Je. Les bornes (8)-(10) sur s’en déduisent également.
Le passage à la limite £ - 0 dans ( 11 ) est justifié dans ( 11 ~ : t ) --t t) dans

~’~ x et on en déduit donc (4)-~ 6~ très facilement.

Notons aussi que (12) est équivalent à un un principe variationnel clîi à Y.Brenier [1] :
pour toute fonction £(v ) croissa,nte.

est atteint par la fonction f = 
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1.3. Généralisation

Considérons maintenant l’éqi-lation macroscopique

avec

Afin d’approcher (1’), on propose dans [11] l’équation cinétique

On a encore -1  +1 , 0 et l’inégalité (12) (ou (13)) est donc encore
réalisée et la formulation cinétique de ( l’ ) sera

où m est encore une mesure positive. Néanmoins les conditions d’entropie ponr ( 1’ ) donnent
plus précisément, pour toute fonction S convexe :

donc pour (15) on trouve que

c’est à dire que la mesure in vérifie

En d’autres termes, une antre formulation cinétique de (15) est

Notons que (15’) est équivalent à ( 1’ ), méme sans faire la I)remière des hypothèses
(14).
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II. Régularité par moyennisation - régularité Lp.
Une application de la formulation cinétique des lois de conservation scalaires consiste

en l’utilisation des lemmes généraux pour les équations de transport a,fin d’obtenir dc5

estimations sur la solution de (1).
11.1 Lemmes de régularité en moyenne.

Ces lemmes ont été obtenus pour la première fois dans F.Golse, B.Perthame et
R. Sentis [5] et une version simple est la suiva,nte, dûe à F.Golse, B.Pertha,me, P.L. Lions
et R.Sentis [6].
Lemme 2.- Soit f E L2(Rx x R" x Rt) solution de

alors pour tout ensemble V borné

Nous avons utilisé la notation

où û (~ ) est la transformée de Fourier de 
Les versions de R. Di Perna, P.L.Lions [2] et R.Di Perna, P.L.Lions et Y.Meyer [3] de

ce lemme permet entre autre de traiter le cas où le second membre est de la forme div vg
où g E (en fait on pourrait mettre autant de dérivées en v que l’on veut).
Le résultat de régularité s’exprime alors, non plus dans HI/2, @ mais dans vjrse pour s et
~~, convenables. P.Gérard [4] a obtenu un résultat de compacité pour g compact dans H-1
et une version abstraite de ces résultats qui les relient aux arguments de compacité par
compensation.

Ce type de lemme permet de donner, entre autres, des conditions de non-dégéné-
rescence du problème (1). Introduisons la propriété

Théorème 3.- Sous l’hypothèse (I9), si est une suite de solutions de (I)-(3)
bornées dans LXJ(O,oo ; LI fl L°°, (Rn)), alors (U:’)n?1 est relativement compacte da.ns

x Rn ) pour tout 1  p  +oo.loc

Ce théorème généralise le théorème de Tartar pour n = 1 ; la condition (19) est
également une généralisation de la condition de Tartar indiquée dans l’introduction. On
déduit en effet de (19) que

(19’) la courbe (v, a(v» de R n+ 1 ne contient localement aucune partie d’hyperplail (pour
des ensembles de mesure non nulle de v).

En fait, sous une hypothèse plus précise que (19), il est possible de donner un effet
régularisant dans certains espaces de Sobolev.
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Théorème 4. Sous l’hypothèse

tels que pour tout 8 E [0, 1]

alors u vérifie pour tout

où M = = et a est donné par (20) pour 

Pour l’equation de Burgers, a(v) = v, on sait (voir J. S11l0ller [12] par exemple) due
(22) est vrai pour tout s  1. Les exposants s obtenus ne sont donc pas optimaux.

Terminons avec un autre type de résultat, obtenus par la, méthode des moments

supérieurs (B. Perthame [10]).

Proposition 5. On suppose

a,loi-s pour tout R &#x3E; 0

Si à l’infini, pour p &#x3E; 0, cette inégalité donne un effet régularisant dans
x Rn) à partir d’une donnée initiale dans 
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III. Effets régularisants hypoelliptiques
Revenant à la formulation cinétique (4 )-(7), nous remarquons que

Nous pouvons donc réécrire l’équation (4) sous la forme d’une équation de type Fokker-
Planck

où 1) est une mesure bornée (supérieure à hu(x,t)(v) - bo(v». Sous certaines hypothèse
sur a(v), on pourrait également déduire des effets .régula.risa11ts. En effet, (22) possède des
propriétés de régularisation hypoelliptiques (L. Hôrmander (7~) si a( v) . et :v’ ainsi que
leurs crochets successifs engendrent l’espace Cette condition s’explicite entièrement
ici et signifie que pour tout v ~rect(a(v), a’(v), a" (v), ... ) = Rn. Elle entraîne (19’) tout
comme (19) mais nécessite plus de régularité sur a( ~ ).

On peut également, dans le cadre simple du Lemme 2, remar quer que
Lemme 6. la, solution de

alors

Démonstration. L’estimation fO +oo  +oo iJern&#x3E;et de nous ramener à la

régularité en x. Grâce à une transformations de Fourier en x, v nous obtenons

c’est à dire

Donc

Or onaa

Ceci montre le lemme.

Remarque. Choisissant Îo c~. support borné en ?/, (25) montre que le résultat est eI1 fait
optimal. On renvoie à [10] pour (Fautres résultats de ce type.
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IV. Modèles de type "Boltziiiann" et dynamique des gaz.
L’écriture de la formulation cinétique (4)-(7) répond, dans un cas relativement sin1-

ple, au problème de démontrer clue lorsque le libre parcours moyen 6 tend vers 0, certains
modèles cinétiques convergent vers des équations fluides sous la forme de systèmes hyper-
boliques non-linéaires. Le cas le plus classique est bien entendu l’équation de Boitzmann
mais d’autres modèles plus simples semblent convenir, et permettent d’obtenir différents
systèmes de la dynamique des gaz. Ces modèles sont des modèles de type B. G.Ii.
(Batnaghar, Gross, c’est à dire des modèles de relaxation vers des fonctions

d’équilibre similaire à dans (7) mais adaptées au modèle dèsiré. Nous nous limi-
tons ici au cas de la dimension 1 d’espace.
IV.1 Dynamique monodimensionnelle des gaz isentropiques monoatomiques.

Le modèle macroscopique que nous considérons est ici

Il s’agit du seul cas où nous ayons une démonstration complète de l’eaistence d’une limite
pour e -~ 0 et une formulation cinétique convenable. Des effets régularisants s’en déduisent
(voir [9]).

Partons du modèle

où

Les techniques de compacité utilisant les lemmes de moyenne permettent de résoudr e
facilement (28)-(30), avec 0  f ~  1 supposant que 0  1. On lllo11trc’,
comme dans le cas des lois de conservation scalaires qne :
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avec m~ mesure positive bornée uniformément en s. Le passa,ge à la limite donne clonc,
l’écrite équivalente à (26), (27).

mesure bornée positive,

L’entropie cinétique naturelle pour (28)-(30) est

on a en effet

car

est atteint pour f (v) - Çp(v-u) et S(p, u) = pu 2 + p3/12 est l’entropie macroscopique
"naturelle" de (26) -(27). En fait on trouve également que

est aussi une entropie cinétique pour toute fonction S’ convexe., associée à l’entropie macro-
scopique 

-

IV.2 Dynamique des gaz isentropique.
Le système est alors (26) avec la loi de pression

Un modèle cinétique convenable semble être

p~ et ue sont toujours donnés par (29) et on prend maintenant

avec



VI-10

et

Multipliant (26) par 1 puis v et intégrant en v nous trouvons en effet le système

si Je ---+ g)(v - u ) faiblement, comme on s’y attend sans être capable de le montrer, où
p, pu sont les limites de Pe , p~ 

L’entropie est maintenant donnée de la façon suivante. Soit

où IL = ~~’ 1 ~a i~~ . Cet Infimum est atteint par gp(v - u) et on obtient donc, pour ,f
solution de (32),

où

D’autre part S(p, u) dans (33) est l’entropie macroscopique naturelle : S’( p, u) ~ pu2 +
2py associée au flux d’entropie q = pu3 + 2P’ . Si Je -- u , (33)-(34) donnent la-Y(-y-l) -t-1 

1 p l ) ( )
relation d’entropie 

- - -

L’analyse de ce passage à la limite est totalement ouvert
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IV.3 Dynamique des gaz
Nous considérons le système (1"Etiler comp,,-essilile

Suivant B. Perthame [14], on peut l’obtenir, formellement, à partir du modèle cinétique
suivant

et enfin

où x(.) est une fonction réalisant

L’exemple le plus classique d’une telle fonction y qui donne lieu à la fonction 

appelée Maxwellienne locale. Une combinaison des équations (3G dOl111e, après intégration
en v,

ce qui permet bien de trouver le système (35) lorsclue fe - g~ -; ÀTM, pour ~I~I

a,ssociée par (39) aux quantités p, T limites de TE (ici encore une telle convergence
n’est pas démontrée).

Donnons simplement des exemples de fonction x COlldtlisa11t cL un principe variation-
nel, similaire à (13) et qui per met de construire une entropies cinétique. Soit H(.) E
C1(R+*, R), fonction convexe strictement telle que H(0) _ 0 - +00 lorscluo
f - +00 et H’(0) = 0 où H’(0) _ -oo. Fixons égale-ment -j = 3 pour simplifier (~
disparaît alors dans (36)).
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Théorème (14~. Le minirnum

est atteint pour une unique fonction f de la forme (39) où X est à support compact si et
seulement si H’(0) = 0. S(p, T) est une entropie du système ( ).

Exemples :
1. H( f ~ = f log f alors X

2. H(f) = //2 alors 1= c(( - w2)+ ; a et 0 réalisant (40).
3. Notons également que l’on peut choisir H( ~ ) singulière telle que

Pour des données initiales convenables sur fe, on obtient alors 0  1,
ce qui semble être fondamental pour la méthode développée dans la section 1.2, mais
n’implique aucune estima.tion L°° pour le système (35).
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