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1 - INTRODUCTIUN :

Partant d’hypersurfaces de Cn, à forme de Levi diagonalisable (voir par exemple [7]), ou
d’hypersurfaces à estimations maximales ([4] [8] [9] [12]), pour lesquelles nous avons montré
dans [3], qu’elles ne peuvent aucunement être diagonalisables, nous essayons d’étudier, du
point de vue estimations aussi bien en termes de majoration de champs de vecteurs qu’en
termes de sous-ellipticité, pour l’opérateur 9&#x26;, des hypersurfaces plus générales. Pour cela,
il s’avère que même dans le cas maximal, on a besoin, si l’on veut aller plus loin, d’avoir
des estimations (apparemment) plus précises, dans la direction manquante du âb (voir plus
loin). On utilise la méthode de microlocalisation (voir [10] dans le cas de 8b).

Pour les hypersurfaces que nous considérons, les estimations que nous établissons en termes
de champs de vecteurs (habituels dans le cas maximal) ou de tels champs lestés de poids
liés à la matrice de Levi (dans le cas semi-maximal), permettent d’obtenir des estimations
sous-elliptiques très précises. Une étude concernant la régularité lipschitz, établie par C.
Fefferman, J.J. Kolin, et M. Machedon pour le cas diagonal [7], pourrait être faite dans le
cas de nos hypersurfaces.

2 - QUELQUES NOTATIONS ET DEFINITIONS :

Soit S’ une hypersurface (réelle) de au voisinage de 0 E S’. On note 
une base de champs de vecteurs holomorphes, sur S , et le système de champs
conjugués. Si T est un champ (imaginaire pur) sur S tel que soit
une base de CT S’ la matrice de Levi est définie par :

On considérera les cas où la matrice hermitienne est positive, c’est-à-dire S’ pseudo-
convexe.

Si est un système de (o,1) formes, dual de (L1,.,Ln), toute (0, 1) forme u,
s’écrira 

-

L’opérateur 86 est l’opérateur induit par 8 sur l’hypersurface s et 8b sera son adjoint.

Nous allons maintenant introduire quelques propriétés dont il sera question dans la suite.

Estimation maximale : Introduite par nous-même dans le cadre du 8 dans [3] et étudiée
dans le cadre du 86 dans ([8], [9], [12]), cette propriété est la suivante :
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où DO,l(V) est l’espace des (0, 1) formes à support dans V 3 0

Propriété de trace : (pour i9b) dans V. ,C est la forme de Levi et tr sa trace

Avant d’énoncé notre théorème, introduisons la microlocalisation, élémentaire dans notre
cadre.

Au voisinage de 0, on introduit des coordonnés locales (t, x) de sorte que et

x E R2n désigne les "directions complexes" sur S et on note les variables duales. On
définit alors les fonctions x+, x", c°°, bornées.

D’autre part on condidère

On définit alors les opérateurs pseudodifférentiels :

pour u E D~W ), et ,~’ désignant la transformation de Fourier.

P+ et P- sont des o.p.d. d’ordre 0. D’autre part P+P- est un o.p.d. d’ordre  -1.

3 - LES RESULTATS :

Notre but est de montrer le résultat suivant, élémentairement, avant d’aller plus loin :

Théorème 1. On suppose vérifiée la propriété de trace (**~.

Alors on a l’estimation :
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Remarquons que dans l’estimation maximale habituelle ne figure que la première
somme (entre parenthèse) du 1er membre. La 2e somme (entre crochet) nous est

necessaire pour pouvoir considérer des situations plus générales. Dans le cas rigide, il

y a une démonstration extrêmement simple dans un papier commun avec D. Tarbakoff [6].

Idée de la démonstration du théorème 1 :

On part de l’inégalité suivante, qui se démontre par intégrations par parties :

La lère chose à faire est d’écrire

de transformer (1 - t5)IILuI12.

D’autre part, comme est elliptique sur pou où pOu = u - (P+ u + P - u). On ne
considérera que les parties et de u, l’erreur commise étant bien majorée.

Tenant compte alors de : = on a :

D’autre part on a pour a, (3 &#x3E; 0

Ainsi si su p (a, ~9)  1 - 6, on aboutit à
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Dans (2.4), par des considérations d’ellipticité de (i9b, i9b*) sur P’u, on peut remplacer
------ . 

Maintenant de la propriété de trace (**) et en utilisant l’inégalité de Gaïding précisée pour
des systèmes du 1er ordre positifs on aboutit à :

Par le même raisonnement, on aboutit à

Le théorème découlera, de (2.5) (2.6) si on trouve un couple (a, /3) tel que pour un q &#x3E; 0
et un 6 &#x3E; 0 (e est considéré  1/2).

On voit qu’il suffit de prendre a = ,Q = b = 2 .

Le détail de la démonstration est dans (~~.

Du théorème 2.1. On tire l’estimation sous-elliptique suivante, qui est en fait optimale :

Théorème 3.2. Soit 0, telle que l’hypothèse (**) soit satisfaite. Soit m le rang
en 0 de l’algèbre de Lie engendrée par le système (7leL ; , Alors l’opérateur Ôb est
1 sous-elliptique pour les (0,1) formes, près de 0 i.e., si V est un petit voisinage de 0

De plus 1 est optimal.
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Cela se démontre, en utilisant les résultats de Lass Hôrmander [ ] (précisés par ceux de
L. Rothschild - E. Stein [13]) sur les systèmes de champs de vecteurs. L’optimalité se
démontre en utilisant une condition nécessaire de sous-ellipticité de D. Catlin [2]. (voir
aussi un papier de T. Bloom - I. Graham pour l’introduction de m [1].

Nous allons maintenant introduire une classe d’hypersurfaces pour laquelle on peut encore
établir des résultats précis. Nous n’allons considérer que les cas modèles. On considère
donc une hypersurface S’ telle que

Théorème 3.3. Soit S’ une hypersurface telle que (H) soit vérifiée. Alors on a

l’estimation : 
«ft ft

Remarque : En fait on peut démontrer le théorème 3.3 lorsque la matrice de Levi,
contient en plus des blocs Aj , des coefficients qui sont bien "dominés" par les traces
t? .

Du théorème 3.3, on peut déduire un théorème de sous-ellipticité précis. Pour cela, on
introduit les entiers suivants :

Définition : On note Aj le système de champs de vecteurs réels 
On définit mj comme l’entier minimum tel que un crochet de longueur formé de

vecteurs de Xj a une composante non nulle, en 0, sur Ôte

Théorème 3.4. Soit S comme ci-dessous, Supposons mj fini. Alors

Compte-tenu de l’estimation du théorème 3.3, il suffit d’avoir la proposition suivante :
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Proposition 3.5 : Sous les hypothèses précédentes on a

Cette proposition découle du lemme suivant, compte-tenu de nouveau des travaux de L.
Hôrmander, J.J. Kohn et L. Rothschild - E. Stein.

Lemme 3.~. L’algèbre de Lie engendrée par les champs 
et est de rang mj en 0.
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