
Séminaire Équations aux dérivées
partielles – École Polytechnique

H. ISOZAKI
La structure de la matrice S pour le problème à trois corps

Séminaire Équations aux dérivées partielles (Polytechnique) (1990-1991), exp. no 19,
p. 1-8
<http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1990-1991____A19_0>

© Séminaire Équations aux dérivées partielles (Polytechnique)
(École Polytechnique), 1990-1991, tous droits réservés.

L’accès aux archives du séminaire Équations aux dérivées partielles (http://sedp.cedram.org) im-
plique l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1990-1991____A19_0
http://sedp.cedram.org
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

LA STRUCTURE DE LA MATRICE S POUR
LE PROBLEME A TROIS CORPS

H. ISOZAKI

CENTRE
DE

MATHEMATIQUES

Unité de Recherche Associée D 0169

Séminaire 1990-1991

ECOLE POLYTECHNIQUE

F-91128 PALAISEAU Cedex (FRANCE)
Tél. (1) 69 33 40 91
Fax (1) 69 33 30 19 ; Télex 601.596 F

Exposé n° XIX 28 Mai 1991





XIX-1

On considère le mouvement de trois particules quantiques. Supposons que dans le
passé deux de ces particules forment un état lié, noté par (1,2), et que le troisième progresse
vers cette paire. Après la collision, il y aura lieu cinq phénomènes de diffusion :

(a) correspond au cas où il n’y a aucun changement avec la collision. Dans (b), l’état
lié change d’énergie, et dans (c) le niveau d’énergie de l’état lié ne change pas mais cette
paire prend un état différent (cela a lieu lorsque la valeur propre est dégénérée). (d) est le
procédé de réarrangement. Finalement, (e) correspond au cas où les trois corps bougent
librement après la collision. Les quatre premiers procédés sont traités essentiellement de
la même manière que pour le problème à deux corps. L’ob jet de cet exposé est d’étudier
la structure de la matrice s correspondant à (e).

1 - ENONCES DES RESULTATS

Dans R3, considérons trois particules ayant la position xi et la masse m; . Pour une paire
a = (i, j ), on pose

Alors, dans L2(X), l’opérateur de Schrôdinger pour
le problème à trois corps est décrit par

Supposons que le potentiel Va satisfasse l’hypothèse suivante :

(H~p Va est une fonction réelle, régulière, et en plus il existe une constante p &#x3E; 0 telle

que

Si p &#x3E; 1, les opérateurs d’ondes existent :
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où Ha = Ho + Va, Ja est l’injection définie par

étant la fonction propre normalisée de ha = + avec la valeur propre
E"  0.

Nous introduisons l’opérateur de diffusion défini par

On considère la transformation de Fourier de Soa. Posons

et

Alors, Jo est unitaire de L 2(R 6) dans L2((0, oo~ ; L2(S5». On pose aussi

et

Alors, est unitaire de L(R ) dans L2((EOl,OO) L2(S2)).

On pose

alors, pour tout À &#x3E; 0, on peut définir l’opérateur

tel que

Cet opérateur est appelé la matrice S. On s’intéresse aux propriétés du noyau de
Soient

Le résultat principal est alors le suivant.
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Théorème 1.

 I Supposons que p &#x3E; 3. Alors, en dehors de un noyau 8, w) qui est
continu :

(2) Supposons que p &#x3E; 5 + 1/2. On décompose 0 E 85 comme 0 = (0’ , en accord avec

le choix des coordonnées de Jacobi. Alors on a

lorsque e~ -3 0, où

U(i) ,8 étant la fonction propre de h,6 = avec la valeur propre zéro et ik,6 étant
la zéro-résonance de hfJ .A,8,-l = 0 si zéro n’es t pas valeur propre de h,8 ni zéro-résonance.
Dans ce cas là, Boa (À ; 8, c~) est continue au voisinage de xa.

Remarquons que la zéro-résonance est la solution de l’équation de Schrôdinger

qui se comporte comme

Intéressons-nous maintenant aux coefficients C,(j) (A ; 8/J, LV) et C 2 ~ ; 8/J, LV) apparaissant
dans le théorème 1.

Théorème 2. ;8/J,w) et C 2 ; ;8/J,LV) sont des amplitudes de diffusion de,61 a ) (
2-cluster à 2-cluster.
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Plus précisément, c~1p. et C,2(A ; représentent des amplitudes de diffusion
(à des constantes multiplicatives près) qui correspondent aux procédés dans lesquels, après
la collision, la paire j3 devient l’état lié d’énergie zéro pour C’y et la zéro-résonance pour
C,62-

Notre deuxième but est de relier la matrice S’ au comportement asymptotique de la fonction
propre généralisée de ~. Rappelons d’abord le cas de deux corps. La fonction propre

généralisée cp(x, g) de -0 + V dans Rn s’écrit

Le premier terme, représente l’onde incidente, et la deuxième, v, l’onde de diffusion.
Alors, on trouve l’amplitude de diffusion ~4(À ; 0, w) = S(~ ; ~.c~) 2013 6(9 - w) de la manière
suivante : 

_

Dans le cas du problème à trois corps, la fonction propre généralisée est donnée par

Comme le cas des deux corps, on retrouve la matrice S’ à l’aide de v.

Théorème 3. Supposons que p &#x3E; 3. Alors on a

dans 

Le comportèment asymptotique de v au voisinage de N est compliqué. On introduitLe comportement asymptotique de v au voisinage de N est compliqué. On introduit

l’opérateur pseudo-différentiel P de symbole p() tel que

étant des petites constantes positives telles que é2/él soit assez petit.
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On introduit aussi p(t) telle que = 1 si 1  t  2, p(t) = 0 si t  1/2 ou t &#x3E; 3. Le

théorème suivant est l’analogue du Théorème 3 au sens de la moyenne.

Théorème 4.- Supposons que cp &#x3E; 5 + 1/2. Alors on a

dans L’(N,6), N, étant un petit voisinage de NnX,8 dans S’5.

Faisons maintenant quelques remarques sur ces résultats.

- Amrein, Pearson et Sinha [A-P-S] ont montré que, dans le problème à N-corps,
la section totale de l’amplitude de diffusion est finie pour presque toutes les valeurs de
l’énergie si l’état initial est à 2-cluster. Voir aussi le travail de Enss et Simon [E-S].

-Ito et Tamura (I-T] ont étudié le comportement asymptotique semi-classique de la
section-totale de la matrice S pour le problème à trois corps dans le cadre des distributions.

- Amrein et Sinha [A-S] ont étudié la matrice S’ pour le problème à trois corps pour
l’énergie fixée sous la condition que les sons systèmes à deux corps n’aient pas la valeur
propre zéro ni la zéro-résonance.

- Les résultats de (1) dans le Théorème 1 et le théorème 3 sont également vrais pour
le procédé de 2-cluster à N-cluster pour le problème à N-corps.

- Le comportement asymptotique de v est l’un des objets qui intéressent les physiciens.
Voir par exemple [M] et [N]. Je remercie le Professeur V. Bouslaev qui m’a indiqué beaucoup
d’articles de physique.

II - LOCALISATION DE LA MATRICE S 

1

Pour la preuve du Théorème 1, on utilise l’idée de [I-K] . On E et

ioo (t) E telle que = 1 au voisinage de À. On pose p(x, ~) _ 
(4/lei» où est la fonction de localisation telle que =1 si lel2 E supp "po et
j:r . ~ &#x3E; 1 - 6 (0  6  1). Soient

et
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alors on a

Ce qui est important est de donner un sens au terme G*R(a + Pour cela, on utilise
l’estimation de Skibsted [S] établie récemment. Soit P l’opérateur pseudo-différentiel de
symbole p- (z, g) vérifiant les conditions suivantes :

il existe un cône r c X - U X p tel que supp p_ (x, ~~ C r,
p z

il existe une constante 0  e  1 telle que

Alors on a ([S])

pourm&#x3E;-1~2, s&#x3E;m+1.

Les singularités de 8, w) viennent du comportement asymptotique à basse
énergie de la résolvante de l’opérateur de Schrôdinger pour le problème à deux corps.
Dans R3, soit H2 = -~ + V, V(x) = lorsque Ixl [ - oo.

On pose R2 (Z) _ (HZ - Z)-1. D’après Jensen-Kato [J-K], on a, si p &#x3E; 5,

dans

La preuve du Théorème 1 consiste à combiner (2.1) et (2.3).

III - REPRESENTATION SPECTRALE

L’idée de la démonstration des théorèmes 3 et 4 est basée sur la représentation spec-
trale de l’opérateur de Schrôdinger.

Soit v = 2013R(À + 10) f. Alors on a formellement
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Posant F = (ho - ~)P*v, on a formellement P*v = Ro(a + Donc, on est amené
à considérer la relation entre la transformation de Fourier et la résolvente de -~. Ce

problème est bien étudié par Jâger, Ikebe, Saito et Isozaki.

Les idées sont basées sur les observations suivantes.

Observation 1 : Soient Ro (Z) la résolvente de -0 dans Rn, et f E Q. Alors on a

Pour la démonstration du Théorème 4, on a besoin de l’autre estimation de la résolvante.
-, , 1 Il 1 , -1 --v 1 1 III 1 - -1 -1 

l’opérateur pseudo- différentiel de symbole p(xQ, tel que

El, ê2 étant des constantes positives telles que 0  ê2 « El ~ 1. Alors on a

pour m &#x3E; -1 /2, s &#x3E; m + 1.

Cette estimation est démontrée par la méthode des commutateurs des opérateurs
pseudo- différentiels.
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