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On considére le mouvement de trois particules quantiques. Supposons que dans le
passé deux de ces particules forment un état 1ié, noté par (1,2), et que le troisiéme progresse
vers cette paire. Aprés la collision, il y aura lieu cinq phénomeénes de diffusion :

((a) (1,2) +(3) --- le procédé élastique

(®) (1,2)* +(3)«

(1,2) +(3) = < (¢) (1,2) +(3) .-+ les procédés inélastiques
(d) (1,3) +(2)

(&) (D+(2)+(3)

(a) correspond au cas ot il n’y a aucun changement avec la collision. Dans (b), I’état
lié change d’énergie, et dans (c) le niveau d’énergie de 1’état lié ne change pas mais cette
paire prend un état différent (cela a lieu lorsque la valeur propre est dégénérée). (d) est le
procédé de réarrangement. Finalement, (e) correspond au cas ou les trois corps bougent
librement apres la collision. Les quatre premiers procédés sont traités essentiellement de
la méme maniére que pour le probléme & deux corps. L’objet de cet exposé est d’étudier
la structure de la matrice S correspondant & (e).

I - ENONCES DES RESULTATS

Dans R3, considérons trois particules ayant la position z* et la masse m;. Pour une paire
a = (t,7), on pose

. . JP | ]
2% = \Bma( — 29), 24 = Ina(zk — TE M

m; +m;
11,1 11 a1
me m; m;’ ng mi+m; my

3 .
Soit X = {(z*,2%,2%) ; Y. mz* = 0}. Alors, dans L?(X), 'opérateur de Schrédinger pour
i=1

le probléme a trois corps est décrit par

H=Ho+) Va(z®), Ho=-Dza—A,,.

Supposons que le potentiel V,, satisfasse ’hypothése suivante :

(H), Vo est une fonction réelle, réguliére, et en plus il existe une constante p > 0 telle

que
Ia.:;'Va(y)l < Cm(l + IyD—p-m(m =0,1,2,-- )

Si p > 1, les opérateurs d’ondes existent :

Woi = s —lime*tH e~ itHo,
t—too

WE =s—lime*HeitHa g,
t—+oo
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ou H, = Hy + V,, Jo est 'injection définie par
(Jaf)(z%, 2a) = ¢*(2%)f(za),  Vf e L*(R?),

@* étant la fonction propre normalisée de h* = —A;a + Vo(z®) avec la valeur propre
E* <0.

Nous introduisons ’'opérateur de diffusion défini par
Soa = (W5 )Wy

On considére la transformation de Fourier de Sy,. Posons
(Fo1)O) = (2m) 2772 [ eV f(a)da,
RG

et
(FoF)(A,0) = (Fo(A)f)(6)

Alors, Jo est unitaire de L?(R®) dans L?((0,00) ; L%(S®)). On pose aussi
(Foa(Nf)(w) = (2m) 72/ 2712 (X - E°)1/4/ e~ VATEN f(2)de,
R3

et

(Foaf)(Aw) = (Foa(A)f)(w).
Alors, Fyq est unitaire de L2(R?®) dans L%((E*, 00) ; L%(S?)).

On pose R
Soa = FoSoaFoa-

alors, pour tout A > 0, on peut définir ’opérateur
Soa(X) € B(L*(S?) ; L*(S®))

tel que R R
(S0af)(A8) = (Soa(N)F(X,))(6) VS € L*((E®, 00) ; L*(S?)).

Cet opérateur §0a(/\) est appelé la matrice S. On s’intéresse aux propriétés du noyau de
Soa(A). Soient
Xp={$€X ;xﬂ=0})

M=S5° \ gXﬂ,
et N=25° n((gx,g)
Le résultat principal est alors le suivant.

XIX-2



Théoréme 1.—

(1) Supposons que p > 3. Alors, en dehors de N, §00,(/\) a un noyau §00(A ;0,w) qui est
continu :

Soa(A ;0,w) € C°((0,00) x M x §?).

(2) Supposons que p > 5+ 1/2. On décompose § € S° comme 6 = (67 ,05) en accord avec
le choix des coordonnées de Jacobi. Alors on a

Soa(X ;0,w) ~ [6°|71 45,1 (X ; |9ﬂ| ,0p,w)
+Ag0(X; 67 0s,w)
S T M
lorsque 82 — 0, ou
68
Ap,—1(X;  TgA] ,0p,w)

finie

g8 .
_ E CD(A ;05,0) x / o  SBVp(aP Yl (P )de?

+Cpa(A ;85,w) x / Va(zP )pg(zP)dz?,
RS

U(]) étant la fonction propre de h? = —A s +Vp(zP) avec la valeur propre zéro et 15 étant
la zero-résonance de h#.Ag _, = 0 si zéro n’est pas valeur propre de h# ni zéro-résonance.
Dans ce cas 13, Spa(A ;0,w) est continue au voisinage de N N X3g.

Remarquons que la zéro-résonance est la solution de ’équation de Schrédinger
hPs =0
qui se comporte comme

Pa(zP) ~ ET' c#0, lorsque |z?| — oo.

Intéressons-nous maintenant aux coefficients C(J )(A ;08,w) et Cga(X ;6p,w) apparaissant
dans le théoréme 1.

Théoréme 2.— (’)(/\ ;03,w) et Cpa(\ ;0p,w) sont des amplitudes de diffusion de
2-cluster & 2-cluster.
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Plus précisément, (A ;05,w) et Cga(A ;05,w) représentent des amplitudes de diffusion
p B1 B B B

(2 des constantes multiplicatives prés) qui correspondent aux procédés dans lesquels, apres
(4)
Bl

la collision, la paire 3 devient I’état 1ié d’énergie zéro pour Cj; et la zéro-résonance pour

Cpa.

Notre deuxiéme but est de relier la matrice S au comportement asymptotique de la fonction
propre généralisée de H. Rappelons d’abord le cas de deux corps. La fonction propre
généralisée p(z,€) de —A + V dans R" s’écrit

QO(ID,&) = '™t +v,

v=0v(2,6) = —(-A+V — ¢’ —i0)7 (V()e**).

Le premier terme, e**¢, représente I'onde incidente, et la deuxiéme, v, 'onde de diffusion.
Alors, on trouve ’amplitude de diffusion A() ;6,w) = S(A ;6,w) — (6 — w) de la maniére
suivante :

v(z, VIw) ~ CAD~(=D/26VAT g3 19 ),
0 = z/|z|, T'=|z| - .
Dans le cas du probléme a trois corps, la fonction propre généralisée est donnée par

go(z,/\,w) = ei\/)\—E“wza(Pa(ma) + v,

v=—R(\+i0)f,R(Z) = (H - 2)7*,

f — Z Vls(xé)wa(xa)ei\/mw-za‘
§#a

Comme le cas des deux corps, on retrouve la matrice S a ’aide de v.

Téoréme 3.— Supposons que p > 3. Alors on a

s —lim r5/2e'i‘/xrv(r-) = Cl(/\)§0a(/\ W)

I'—oco

dans L} _(M).

Le comportement asymptotique de v au voisinage de N est compliqué. On introduit
Popérateur pseudo-différentiel P de symbole p(z,£g) tel que

= val(z 2 % L8
plz.88) = xa(nlleaos (22 2 ).

ott xp(c) = 1 si [o8]/le] < e1,xa(2) = 0 si [o#|/la] > 2e1, ou [e] < 1,(t) = 1 si |t = A| <
62,1/)(t) =0 s1 't - /\I > 2¢e,, 50+(t) =1sit>1-—e3, (,0+(t) =0sit<1-—2e3,61,62,€3
étant des petites constantes positives telles que €5 /¢, soit assez petit.
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On introduit aussi ¢(t) telle que p(t) =1si1 <t <2, p(t)=0sit<1/20ut>3. Le
théoréme suivant est ’analogue du Théoréme 3 au sens de la moyenne.

Théoréme 4.— Supposons que ¢ > 5+ 1/2. Alors on a

lim 1 _iviezg . . [ 12l
Rooo B Jge e 0-&p (E (Pv)(z)dz

= C2(N)50a() ;6,w)
dans L2(Ng), Ns étant un petit voisinage de N N X dans S°.

Faisons maintenant quelques remarques sur ces résultats.

- Amrein, Pearson et Sinha [A-P-S] ont montré que, dans le probléme & N-corps,
la section totale de I’amplitude de diffusion est finie pour presque toutes les valeurs de
Pénergie si I’état initial est & 2-cluster. Voir aussi le travail de Enss et Simon [E-S].

-Ito et Tamura [I-T] ont étudié le comportement asymptotique semi-classique de la
section-totale de la matrice S pour le probléme a trois corps dans le cadre des distributions.

- Amrein et Sinha [A-S] ont étudié la matrice S pour le probléme & trois corps pour
I’énergie fixée sous la condition que les sons systémes & deux corps n’aient pas la valeur
propre zéro ni la zéro-résonance.

- Les résultats de (1) dans le Théoréme 1 et le théoréme 3 sont également vrais pour
le procédé de 2-cluster & N-cluster pour le probléme & N-corps.

- Le comportement asymptotique de v est 'un des objets qui intéressent les physiciens.
Voir par exemple [M] et [N]. Je remercie le Professeur V. Bouslaev qui m’a indiqué beaucoup
d’articles de physique.

IT - LOCALISATION DE LA MATRICE S

Pour la preuve du Théoréme 1, on utilise I'idée de [I-K]. On prend ¥(o) € C °°(.S"5) et
Yo(t) € C§°(R!) telle que o(t) = 1 au voisinage de A. On pose p(z,€) = x(z,&)vo(|€]*)y
(£/1€]), ot x(z, &) est la fonction de localisation telle que x(z,€) = 1 si |€]? € supp 9o et

|-€]>1—¢ (0 <e<1). Soient
P =p(z,D;), G=HP — PH,,
et
Qo =) ViJa.

§#a
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alors on a

$(8)S0a(N) = =27 Fo(A)P*QaFoa(N)*.
(2.1) +1lim 2mi Fo(N)G" RO + i€) Qu Foa(A)".

Ce qui est important est de donner un sens au terme G*R(A +¢0)Q. Pour cela, on utilise
I’estimation de Skibsted [S] établie récemment. Soit P ’opérateur pseudo-différentiel de
symbole p_(z, ) vérifiant les conditions suivantes :

107" 0 p—(2,6)| < Cmn <z >7T,

il existe un céne I' C X — lﬂJXﬂ tel que supp p_(z,€) C T,
z

il existe une constante 0 < € < 1 telle que p_(z,£) =0si - > 1 —e.
Alors on a ([S])

(2.2) <z >™ P_R(\+1i0) < z >3 B(L*(X) ; L}*(X))
pour m > —1/2, s >m+ 1.

Les singularités de §00(A ;0,w) viennent du comportement asymptotique a basse
énergie de la résolvante de l’opérateur de Schrodinger pour le probléme & deux corps.
Dans R3, soit H, = —A +V, V(z) = 0(|z|~?) lorsque |z| — oo.

On pose Ry(Z) = (H, — Z)~!. D’aprés Jensen-Kato [J-K], on a, si p > 5,

(2.3) Ry(2Z) ~ % + %7_’

dans B(L?* ; L%~*),s > 5/2.

La preuve du Théoréme 1 consiste & combiner (2.1) et (2.3).

IIT - REPRESENTATION SPECTRALE

L’idée de la démonstration des théorémes 3 et 4 est basée sur la représentation spec-
trale de ’opérateur de Schrédinger.

Soit v = —R(A +i0)f. Alors on a formellement
(3.1) $(0)Soa (A ;8,w) = —2mi Fo(A)(Ho — A)P*v.
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Posant F' = (ho — A)P*v, on a formellement P*v = Ro(A + :0)F. Donc, on est amené
a considérer la relation entre la transformation de Fourier et la résolvente de —A. Ce
probléme est bien étudié par Jager, Ikebe, Saito et Isozaki.

Les idées sont basées sur les observations suivantes.

Observation 1 : Soient Ry(Z) la résolvente de —A dans R", et f € Q. Alors on a

lim r(*=D/2¢=VAr(Ro(X 4 40)£)(r8) = C1(A)F(VX6).

r—00

Observation 2 : Soient p(t), p+(t) € C°(R!) telles que p4(t) = 1sit > 1—¢, py(t) =
0sit<1—2¢p(t)=1si1<t<2,p(t)=0sit<1/20ut>3. Soit f € Q. Alors on a

im 1 [ _i/Xezs « o 1=l :
R o oo R/e 9-mp+(0ox)p(R Ro(A +1:0)fdx

= c;( V) f(VA9).

Pour la démonstration du Théoréme 4, on a besoin de ’autre estimation de la résolvante.
Soit Xo(z) = 1 si |z|/|z| < €1,Xal(z) = 0 si |z¥|/|z] > 2¢1. Soient Py(zq,Ds,)
Popérateur pseudo-différentiel de symbole p(zq,&q) tel que

Ta fa

P(wmﬁa)=0 Wl‘éa—l
p(xaafa)‘_—o si ”{al—'\/xl > €2,

€1,€2 étant des constantes positives telles que 0 < e; € €7 < 1. Alors on a

> H— (—1 <p-< 1)a

(3.2) <z >™ Xo(2)Po(20, Dz, )R(A +0) < z >7°€ B(L*(X) ; L*(X))
pour m > —1/2,s > m+ 1.

Cette estimation est démontrée par la méthode des commutateurs des opérateurs
pseudo-différentiels.
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